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IN  ADDITIOHE,  SUBTRAGTIONE ,  HUL- 

TIPLICATIOKE   ET  DWISIOHE  HU- 

ME&OAUM  CBaHITUR. 

C    A    P   U   T      L 

DE    POSTULATIS    ARITHMBTI9IS  ATQUB    DS 

AEQUATIONE. 

■ 

§•  I*  Postulata  Arithmetica  (i>. 

£st  coojnncca  quaedam  imaginacionis  et  \xh 
telligeodae  acdo,  qua  unitates  ejusdem  gene» 
ris  COf  ^^  P^  vWzm  ec  cum  aliis  congre- 
g^tur,  i(a  ut  Quantum,  ex  his  unitacibus  com« 
posimm,  idest  numerus  (3),  oriacur.  Haec  ac* 
tio  snentis^  quae  efficit  acque  auget  numeros» 

ua* 

.  (1)  Vide  ProlegomeQa  p.  491  ^  492« 
(s)  Prolef.  p.  7i  89  i^ 
{5)  Prolig.  f.  4. 

A 


a  P.  L  C.  L  DE  PosTULAns 

unde  edam  dicitur  numerare^  hoc  Macheseos 
universah^s  Postulato  iDdicacur : 
*^'Datae  unitates  ejusdem  generis  quotlibet  in 
unum  numerum  congregari  possunt. 

S\  aucem  non  congregancur  sed  a  numero 
deinceps  demuntur  unicaces^  alia  perspicicur  ea* 
rundem  faculcacum  accio^  qua  ex  daco  numero 
aoferuncur  unicaces  una  posc  aliam ,  ica  uc  nume- 
rus  oriacur,  qui  pauciores  contineac  unicaces^ 
quam  .dacus  numerus.  Uaec  indicacur  alcero 
Posculaco : 

j1  numero  quolibet  unitates  auferri  possunt. 

Haec  duo  posculaca  valenc  de  unicacibus  ec  nu- 
meris  puris  non  solum  incegris  sed  eciam  fractis ,  si 
sunc  ejusdem  generis ,  id  esc  eandem  babenc  denomi- 
nacionem ;  cum  eciam  de  unicatibus  ec  numeris  deno- 
minacis ,  dummodo  qualicas  unicacum  eadem  sic  ( i)* 

Jlmmadversio  i.  Nos  in  his  praeceptis  Arithme- 
ticae  purae,  quae  vere  dici  potest  MafAesis  univer^ 
salis ,  de  solis  unitatibus  et  numeris  puris  agimus , 
praeterquam,  si  adpraecepta  illustranda,  eorumque 
usum  explicandura,  nonnumquam  denominatis  uti« 
mur  numeris.  Numeri  puri,  quamvis  vere  sint 
Quantitates ,  non  Quanta ,  id  est ,  indicent ,  quae* 
nam  sit  Quantitatis  ratio  (ji)  incer  Quanta,  atque 

quo« 

^t)  Proleg.  p.  10«  M. 
(a)  Proleg.  pt  4«  ia« 
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quoties   idem  Quantum  sit  repetendum ,    tamen  f 
quod  attinet  ad  uoitates  puras  ,  ex  quibus  compo* 
siti  esse  inteliiguntur,  pro  Quantis  haberi  possunt.^ 
Quod  idem  did   potest  de  unitate  ipsa,  qua  ex 
unitatibus  fractis  consistei^  cogitatur.    Unitas  au« 
tem  denminata^  si  rem  individuam  repraesentat» 
sine  partibus  est.  Si  agitur  de  quatuorhominibu&^ 
unitas  intelligitur  esse  sine  partibus;  si  de  quatuor 
florenis ,  in  decem ,  vi^ti ,  centum  partes  dividi  po^ 
test  9  quoniam  valor  quidem ,  aut  quantitas ,  noa 
florenus  ipse ,  sive  res  individua ,  spectatur.  Nume* 
ri   dcfiominati  tum  solum  inter  se   comparari  et 
congr^ari  possunt ,  si  ipsorum  unitates  sunt  eaedem , 
aut  saltem  ad  idem  genus  reduci  possunt.    Omnis 
Dumerus  denominatus ,  ut  5  lapides ,  duas  habet  no- 
tas:  altera  indicatur  numero  puro  5,  atque  quan-^ 
titatis   est    nota;    altera   autem  notione    unitatis 
denominatae   (lapidis    notione)»    atque    qualitatis 
est  nota.    Euclides  (i)  non  alios  assumit  nu* 
meros ,  nisi  puros.  Mwct^  i^i  9  &it  9  x^*^  !  iKot^ov 
rSy  SvTW  h  xiyrroa*    ^AptSfii^  ii^  ri  ix  (mJHiw 
ffuysul(uvo¥  TXijto^» 

Animadif.  s.  Quaenam  sit  Postulatorum  natura 
explicatum  est  in  Prolegomenis  p*  491 -493.  Kan- 
tius(a)vult,  cum  omnes  enunciationes  Mathemati- 

cas  , 

(t)  Etemcnta  Lib.  VII. 

(a)  Cntik  der  reitua  Vemunflf  •dit*  3.  1787.  p*  io*i5«. 
ao5.  ejus^t  Prolegomcna  zu  oiner  Jeden  kSnfiigen  Metac 
ffysikf  p.  18. 


4  P*  I*  C  L  DE  POSTVLATIS 

ctt ,  tttm  Postulata  et  Ariomata ,  quae  sunt  ptincir 
tna  liiijus  disciplinae  9  esse  Synthetica  non  Analy* 
tica  9  aut  esse  ejusmodi ,  ut  eorum  Praedicata  .sint 
cxtm  notiones  Subjecti,  neque  en  iis  evolvi  pos» 
sint  ^x}.  Quam  rem  ,  magni  momenti  in  pbiloso- 
phift  theorecica,  uberius  exposuit ,  atque  argumen* 
tis  confirmare  conatiis fuit JohannSchulz e(d). 
Alii  autem  in  contrariam  partem  disputarunt ,  ut 
Gottlob  Ernst  Schulze  (3);  alii  aliumsen- 
gum  vocibtts :  tnunciatio  analjtka  €$  sjnthesiea , 
tribnerunt  (4). 

$.  !!•  Progtessus  atque  regressus  in  nume* 

rando. 

Hae  duae  mentis  acciones  sunt  principia,  cx 
quibos  profecca  esc  Arichmecica.    Cemuncur  con« 

tinuo 

(l)  Gonfer.  Proleg»^  p.  95-96. 
*    (1)  Pr»/xiii^   der   Kantischen    Critik  der    reinen    Ver^ 
^mnftf  1789.»  Pars  I.  p*  aS^yS»  p*  ati-a34» 

(5)  Critik  der  theoretiechen  JPhilosophie  tSoi.y  Pan  II» 
p.  167-183. 

(4)  Gonferatar  Friet»  Neue  Critik  der  Vemunft  iSo^.y 
Part  I.  p*  aSS.  teqq.  qai  affirmatt  totam  Logicaniy  quate» 
luif  tit  ditciplina  PhUotophica ,  ette  Syetema  enunciaSio^ 
num  jinafyticarum*  Yide  ejntdem  anctorit  Syetan  der 
iogik  iSi9*f  p.t8a«J«qq*t*tqn«Krogy  Snqydopa^diech^ 
fhii^9ophinhe9  LeMicon  i8s7«  t  Tom.  !#  ad  roefat  An0» 
4rtiseh^ 


ARittmnctSt  AtquE  ruL  Asqoihtiom.    ^ 


ttao  in  Addidone  ec  Subtncdone  nuinerorcnot 
nnde  prodeonc  Mulciplicado  ec  Divisio»  aliaeqiie 
ibdoiDea^qnae  in  componendis  ec  decomponendis 
flDmeris»^  Ibrmisque  eomm  mutandis  versancur. 

Prior  acdo  esc  canquam  progressus  in  nume^ 
lando ,  potcerior  esc  regressus.  Prior  iodicicur 
^D0«  qnod  esc  cruac  -)*;  poscerior  signo»  quod 
esc  lineola  ccansversa  — •  Si  deinceps  conjungi^ 
008  ottitates^  unam  posc  alceram ,  cum  iis,  quatt 
jam  coDjonccae  sunc 

-)- 1  +  1  +  1^*1  +  1 4- i  +  i'+i+i» 

prodic  haec  numeromm  Series,  cognids  signis 
nocaca: 

I.  a.  3.  4«  5.  6.  7*  8.  9. 
Si  aucem  unicaces  deinceps  auferimus  a  numeio  9. 
9^—  I  —  1  —  I  —  I  —  1  —  I  —  I  —  I,  eadem 
oricur  Series,  sed  ordine  inverso: 

9«  8«  7«  6«  $•  4«  3*  s*  !• 
Cum  aucem  recca  linea  duas  direcciones  easque 
concrarias  repraesencec,  iscum  in  numerando  pro« 
giessum  ec  r^;ressum  commode  designaCi 

$.  3«  CoroUarium. 

Ih  lioc  numeradoms  progressu  nulli  posid  sunc 
Iknices  mend  humanae;  regressus  aucem  suoa 
baibec  Umie^ .  ubi.  oumenis^ ,  lubhdf  oondlyDi 

Dni« 


6  P.  It  C  I.  m  Posstvhhm 

miitatlbaS),  ez  qaibas  conslsdc^  ipse  desinic 
Quod  indicacar  enunciadone: 

QuUibet  numerus  finitus^  addendis  umtoii^ 
busy  indefinite  augeriy  atque  auferen^  ittU^ 
tatibut  ad  nihilum  reduci  potett. 

Ad  id  designandum  Arichmedci  ud  solenc  cha*^ 
racteribus  oo  ec  o.  Priore  characcere  indicacuft 
nuUum  esse  finicum  seu  dacum  numerum,  qui 
non  augeri  possic;  quare  symbola  esc  ^numeri, 
qui  dicicur  infinitut^  qui  omnibus  numeris  fini- 
ds  s^u  dads  major  esc.  Poscerior  aucem  noca  o 
designac,  nullum  prorsus  esse  numerum,  sive 
nullus  ancea  fueric,  sive  numerusipse,  sublads 
unicadbus ,  evanueric  :uc4~i  —  i  —  i  —  i  esco* 

5^  A*  ^^qMtiOy  tigna  Ofqualitatit  et  in^ 
aequalitatit.  Definitio  ejut. 

Aequatio  esc  proposicio  Cac^rica»  Indicans 
auc  duas  diversas  formas  ejusdem  Quand  Arich* 
medci»,  auc  aequalicacem  duorum  Quancorum  (i^ 
Duo  aucem  Quanca  aequalia  esse  dicuntur,  sl 
earundem  unitacum  eundem  numerum  condnent, 
aut  si  alterutrum  todes  eandem  continec  unita- 
tem,  sive  integram  sive  fractam,  quodes  alce« 
lum  eam  concine^ 

Ae* 

'«>  Cottte»  Probgtf  I  p*  98-100  9  108,  xogt 
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*  diquaiitm  ipsa  indicaciir  signo  =,  incer  ae- 
^oales  nameros,  auc  diversas  formas  ejasdem 
<^aand  ppsico,  ica  ac  ^=^  significer,  nameram 
s  esse  aeqaalem  namero  h.  Namfros^  qai 
ame  signum  aeqaalicads  vel  posc  id  posicas  esc» 
Tocacar  membrum  aeqmtlonU.  Cajasqae  igimr 
aeqaadonis  duo  sunc  membra. 

Si  proposido  declarac,  alceracram  Quancnmt 
sive  Arictimedcam  sive  Geomecricam » majas  esse 
qoam  alGeram  Quanmm^  id  indicari  solec  sig« 
nis  >  ec  <9  ica  quidem,  ac  id  Qaancam  majus 
sic,  quod  croribus  anguli  inclusum  esc  la 
proposidone  8  >  tf  et  6  <  8  declaracur,  8  esse 
iqajorem  numeram,  sive  concinere  plures  anica* 
tes  quam  nnmeram  6.  In  aequadonibus  numeri 
incognid  uldmis  pleramque  Alpliabed  liceris  in- 
dicanmr  Ci)> 

Animad^.  Signum  =  universe  indicat  aequalita« 
cem  duoram  Quantorum ,  sed  in  Arichmedca  refer* 
tur  ad  solum  numerum.  Quod  idem  valec  de  sig« 
nis  inaequalitatis  >  et  <• 

S*  5*  CoroUariutn. 

Si  duo  Quanta  sunt  aequalia  tcrtio  Quanto^ 
inter  se  suns  aequalia. 

flaec 

(i)  Goa&  Proltg%,  p.  i6. 


Pt/L  C  IL  A»  BB  AzH>iTiom 


'<  Ifaec  esc  fQrma  Syllogismiy  qDem  saepissime 
vRnpeDC  A&iiiem&dci  Cx)^  sive  spectamr  forma 
4ve  megnimdo  Quantonim  sive  otraqoe»  Se* 
qukor  ex  defiQidone  aequalitads  ($•  4.^ 


^•«MV 
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M  NOIIBAOAUIf  ADDITIONB  BT  SUBTRACTIOIfB  ^  • 

DB  FOI.BlfOBai8  ^   ilONOMIIi  ^   ATQUB  DB 

NUBIBBia  CONTRAailS. 

$.6.  Definitlo. 

Addere  numerum  h  ad  numerum  a  est  adji« 
€ere  nmnero  a  eas  imitates  vel  integras  vel  firac- 
ite,  qoas  complecdtur  b^  sive  invenire  terdum 
numerum  x^  qui  tot  conrineat  unitates,  quoc 
sonc  in  tf  ec  ^  simul  sumtis.  Numerus  x  dicimr 
ewmna  liorum  numerorum^  acque  acdo  mentiSf 
qaa  summa  reperitur»  jfddltio  vocatur,  quae 
prodit  ex  ea,  quam  Postdlato  primo  5«  !•  »- 
pressimus.  Numerus  igimr  addendus  b  signifi- 
camr  anteposita  cruce  «f*»  velud  a-{-b^x^ 
d^3=^59  quod  signum  addidonis  edam  voce 
phtt  designari  solet» 
i     •  i  Plo- 

(1)  Conf.  Prolq;.  p.  M. 
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Plures  edam  9  qaam  duo  numeri  in  unam  sum- 
mam  congreggri  possunc,  veluti  a^b-^^c^y^ 
a+s  +  ^^P*  Priroum  numero  a  addicur  b^ 
aque  deinde  liuic  summae  addicur  c.  Aequado 
Iiis  verbis  declaracur:  sumtna  numerorum  a^  b 

m 

et  e  est  y^  vel  edam  brevius:  a  plus  b  plus  c 
est  y. 

§.  7.  CerolU 

Ex  hac  definidone  acque  ex  definidone  aequa* 
liiads  $.  4«  consequicur. 

Si  aequalia  aequalibus  adduntur^  summae 
sunt  aequales. 

Quare  si  ^  =  ^ ,  eric a^c = b^c acque sic=df 
eric^+r  =  *+^. 

§.  8.  Definitio. 

Quantum  aliquod  dicicur  Totum  9  quatenus  ex 
suis  pardbus  omnibus  composicum  esseinceiligicun 

%  9.  Coroll.  I. 

Summa  igicur  numerorum  a^  b^  Cy  sive  ^rr 
i3f+^+r,  esc 3n?/«i»9 cujus  parces  sunc  a^  b  etCf 
atque  Addidone  Tocum  ex  suis  parcibus  compo* 
nitur. 

5.  10.  Coroll.  2. 

Ex  hac  definidone  Totius  condnuo  sequitur: 

B  si. 


It)  P.  I.  G.  IL  A^.  0B  A»Dlf  10NB 

"  m  Tmm-  ai^ase  m  omfi»u*  suk  pMftUus 

jcM;»/ MAxtftr,  vcfhiti  9=i:fl4-3  +  4.- 

b,  ToMm  tHi^  est  quam  una  ejus  pars, 
M  pat^  Toitim  miMt  itt  qUOfh  Totum,  oc 

'-  d.  Si  QtidnHttk  a  kahet  parmn  aeqoahm 

Quanto  b ,  a  mojus  est  quam  b ,  veluti  4 + >  >4* 

d.  Si  Quantum  amajus  fuerit y  quamQuan- 

tum  bjhabebit  partem  aequalem  huic  b,  id  est: 

si  a^  bf  eric  aliquod  Quancum  e,   ica  uc  sic 

^  Hae  enbncracrohe^  tlon  suhc  appellahdae  axuh 
mata  (1)9  quoniam  ex  ipsa  defihicione '  Tocius 
ifbhdnuo  sequuhcun 

$f  II.  CaroU.  3« 

Si  duo  Quanta  aequalia  sunt  9  atque  alter^ 
utrum  est  majus  aut  minus  tertio  Quanto^ 
alterum  Quantuni  etiam  majus  aut  minus  est 
hfic  tertioj  atque  utrumque  Quantum  ab  eo 
aequaliter  differt  CO» 

Nam  si  a^h^  atque  a> d^  s\t  a—d-\-  c 
(§.  10.  rf),  ergo  b  =  d^c  (§.  5.)  ergo  b  >  d 

(S.  10. 

(i)  Proleg.  p«  167.  hga.  492« 
(a)  Pi^leg.  p,  245. 


s  '  .         "^- 
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•  •  -  ■ 

($.  10.  O,  atq«e  oc  ^,  ia  edam  ^,  ab  .ip»^ 
J  di&rc  Qoanco  e, 

Arimadv.  -Eodem  modo  persptcitur ,  si  a  >  b^ 
atque  fr  >  ^,  esse  edam  i7  > ^,  aique  si  ^  <  ^,- 
atque^<  £r,  esse  «  <<:• 

$•  la.  Coroll.  4. 

Siinaequalia  aequalibus  addumurjOUiaequa^ 
lia  maequalibuSf  summae  sunt  inaequates.  Sun^ 
^mjor  estf  ubi  majus  additur  aequali^  yei 
^guak  majoru 

Ita  si  tf  >  &,  erit  a+d>  b-^-d.  Qaoniam 
eDim  ^  >  ^  ponere  possurous  ^  =  ^-f- c  (§•  lo» 
</.)>  ergo  a  •\'  d=  b^  c  ^  d  ($.  7.)  Er* 
go  «+//  >*  +  </(§•  lO'  *)•  Similicer  si  ^fcsftfi 
erit<j4-i=^-|-c+tf  (S.7.),ergo  a^^-d^i^^i 
(jf.  10.  *>  • 

5.  13,  Cir^//.  5. 

£x  tioc  sequimr:  ii  i»^y//^  majori  additurf 
mma  major  est;  ergo  si  iar  >  ^,  acque  c  >  d^ 

§•  14.  CoroU.  6. 

Summa  numerorum  a  et  b  eadem  est,  sive   * 
mgfiUse  pfttrtes  numeri  a^  altera  post  alter,am 

ad- 
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adduntur  numero  b^  sive  mus  numerus  a  sh 
mtd  additur  numero  b. 

Veluii  cum  sit  6  =  4  +  ^»  erit  3  +  6  =  3 
-}"4-{-2.  Sint  enim^,  q^  r  partes  numeri  a. 
Zvgo  a=ip  +  q  +  r  (§.  10.  ^),  ergo  ^  +  n 
=  b+p  +  q+r  C§.  7O 

$.  15.  CorolL  7. 
« ,  •  •  . 

_  • 

Summa  numerorum  aetb  eadem  estj  sive  a 
additur  numero  b^  sive  b  additur  numero  a;  idL 
est  a-^^b  —  b^a.  Nam  quod  ad  summam  nihii 
interesty  utrum  pars  a  prius  cogitetur  quam ^,  an 
posterius.  Denotent  puncta  .•••..  unitates  nu* 

meri  a  j  atque  puncu unitates  numeri  b  t 

nihil  interest,  utrum  numeratio  incipiat  a  punc« 
.ds  prioribus»  an  a  punccis  posterioribus. 

Ei^o  in  summa  reperiunda  plurium  numero- 
rum  §.  6.  quolibet  ordine  progredi  possumus^ 
veluti:  a^b-^-c^c-^b^a^b  +  a+.c. 

jlnimadv.  Quinque  enunciationes ,  §.  11-15. 
xnemoratae ,  non  sunt  axiomata ,  sed  consequuntur 
ex  definitione  aequalitatis ,  additionis  et  Totius. 
De  duabus  posterioribus  uberius  egit  Johannes 
Schulz  (i),  eum  in  finem,  ut  ostenderet ,  eas 
ejse  synthcticas  non  analyticas. 

S.  16. 

(i)  Prufung  dtr  KantUcken  Critikf  Piri  I.  p.  21^2^2. 
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f.  16.  Definitio.  Coefficiens. 

Si  in  summa  saepius  occurric  idem  numerus 
'^iv-ersalis,  compendii  causa  ei  anceponitur  na- 
^''^^s  decerminacus  ,  qui  dicicur  coefficiensj  ac* 
9^^  indicaC)    quocies   in   liac  summa]  numerus 
universalis  repecacur ^   veluci  a^^-b^^-b^^^b 
a^^bj  ubi  3  lesc  coefficiens  ipsius  b^  acque 
multiplum  (i)  hujus  b»  Coefficiens  pocest 
^^^am  esse  numerus  universalis^  uc/7:c-)*^=  aax^ 
}l  a  acque  2a  sunc  coefficiences ,  quod  fic  imprl- 
lis^   quando  praeponicur  numero  incognito  vel 
^riabili.     Numeri  simplicis  b  coefficiens  incel- 
^igimr  esse  unitas^  id  esc  ^=  i^, 

%.  17.  Definitio.  Subtractio. 

SubtraHere  numerum  b  numero  a  est  tot 
auferre  unitates  vel  integras  vel  fractas  ex 
numero  a^  quot  sunt  in  b.  Numerus,  qui  res« 
cac,  dicimr  residuus^  reliquus^  vel  eciam  resi* 
duum^  reliquum.  Vocacur  eciam  diffierentia^ 
ubi  caroen  ex  eo  oricur  ambiguicas^  quod  noa 
iodicacur,  ucer  eorum  sic  subcrahendus ;  quae 
tollecnry  si  ica  incer  se  convenerinc  Arichmeciciy 
•uc  is  numerosy  a  quo  unicaces  auferunoiry  prius 
nominecur. 

Nu. 

(i)  Prolcg.  p.  6. 
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» 

Numerus  b^  qui  subcrabimr»   Subtrahendus ; 

numerus  a^z  quo  aufercur  ^^  Minuendus  diciair. 

Accio  mencis ,  quai^fi^c^c^mrepericur,  Subtractio 

yocacur ,  acque  igicur  (5*  aO  indicacur  lineoia  crans» 

versa  -^  posica  ance  Subcrahendum ,  quod  sig- 

num  vuigo  voce  minus  designacun  Quare  aequa- 

cio  a^b=x  indicac,    si  numero  a  subtra* 

bitur  numerus  bj  rescac  numerus  x\  aut  nu^ 

merusa  minus  numero  b  esc  x;   quod  eciam 

ica    brevius    enunciacur:    a   minus   b  esp  ;c. 

Jca  3^—^=2^.    Ucerque  ec  Subtrahendus  ec 

Minuendus  pocesc   esse  summa  vel  differenti^ 

ipsa  aliorum  numerorum^    verum  hoc  in  casu 

uncinis  ^  )  sive  [  ]  includicur,  vel  recca  linea 

ipsi    supeme    apponicur.     Veluci:  (a^b')  — 

Cfi^d^—Xf   id  esc:  numerus  x  esc  differencia 

incer  summam   numerorum  a  et  b  acque  sum* 

mam  numerorum  c  ec  d;  a^b  —  c^d^y^ 
id  esc :  ^  esc  difierencta  incer  differenciam  numero* 
rum  a  et  bf  acque  numerorum  c  et  d. 

EUxlem   modo  numeri  addendi  possunc   esse 
mlsummae,  vel  differenciae;  veluci  [^+^]  -(• 

$.  i8.  Coroll.  i. 

Ex  bac  Subcraccionis  definicione  sequimr :  sum^ 
mam  Residui  atque  Subtrahendi  esse  aequa- 

lem 
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(^Qde  condudinms : 

^ubtrahendih  numerum  b  numero  a^  ter^ 
^^/^  Invenitur  numerus  Xf  qui  addiius  numef& 
^     ^xhibet  summam  a. 

^oare  ope  Jdditionis  invesrigari  potesc,*  aii 

■itractio  accurace  peracca  fueric. 


.        Hursos  si  a^b^^Xj  eric^f  — ^=y,  idesc: 
^^summae  dmrum  mmerm,m  aheruter  sub- 


ahitury  restat  alter  nurherus.  Ergo  Sub^ 
actione  perspicicuft  ati  Addirio  accurace  per- 
ta  fiieric»  atque  solvitur  problema: 
Ex  dato  Toto  aliquo  a^  atque  una  ejut 
arte  b ,  reperire  alteratn  partem  x. 
Ergo,  in  aequadone  a-^rb—c^  c  est  sum^ 
numerorum  a  et  bj  sive  Totum^  cujus  pdrces 
sunc  a  et  b;  ^a  esc  differentia  incer  Tociim 
eJQsque  parcem  ,b ;  b  esc  differentia  incer  Tocum 
ejusque  parcem  a. 

Ex  his  eriam  consequicur » numerum  pristintm 
suum  servare  statum ,  si  idem  ipsi  numerus  ad^ 
ditur  j  atque  ab  eo  aufertur ,  id  esc  a  =  a^-b^b  » 
aque^— ^  =  (>.  Quafe  si  Minuendus  et  Sub* 
trahendus  eodem  numero  augentur  vel  dimi^ 
nuunturj  Residuum  idem  permanet. 

$.  ig.  CoroU.  2. 
Ucramque  membrum  aequarionis  ($.  4.)  pocest 

con- 
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consGue  ex  pluribus  numeris»  qui  sigDis  -|-*  ec 
incer  se  coDJuncti  sunu  Ica  aequadonis  a^b^i 
=tf-|-/ — g»  prius  membrum  consiscic  ex  qua- 
tuor,  poscerius  ex  cribus  numeris ,  qui  mem- 
brorum  tertnini  vocancur. 

> 

$.  ao.  Coroll.  3. 

Quoniam,  sifuericiar-f^^^x,  eric  a=x—b^ 
ztqaeb^x^^af  atque  si  fueric  a^b—Xf  eric 
a—b-{^X9  concludere  possumus: 

In  omni  aequatione  quilibet  terminus  mem^^ 
bri  (§•    19.)   alicujus  aequationis  ad  alterum 
membrum  transferri  potestj  dummodo  signum 
mutetur.  Ferum  terminij  qui  nulhsigno  affecti 
suntf  intelliguntur  habere  signum  -^. 

Ergo  si  a^b^c-^d^e^^fj 

eric  ^=tf— /— *  +  ^+^t  ^^u^ 
©=tf— /— ^  +  c  +  ^/  — ^ 

Ita  quidem  aequacio  semper  sic  mucari  pocesc , 

uc  alcerucrum  membrum  reddacur  nihilum,  quod 

dicunc  aequationem  ad  nihilum  reducere. 

$.  ai.  CorolU  4. 


Quoniam ,  si  ar=ib ,  acque  c—d^  eric  a-^-czzbJ^c^ 
atque  tf+i=  *+r  (§.  7.)  eric  eciam  a  ^c=b^c^ 
acque  «  — c=*  — ^  (§.20.),  id  esc. 

Si 
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Si  Mqualibus  aequalia  sukraiwuut^^  Rm^ 
4ua  aequalia  suau  . 

$•  aa.  Coroii.  j. 

Ex  Cor.  4«  sequimrc 

Si  aequalibus  inaequalia  subtrahunmr,  He^ 
sidua  inaequalia  sunty  atque  majus  est  Re^ 
siduum^  uH  mimr  est  Subtrahendus.  Eadem 
ratitmej  si  inaequalibus  aequalia  subtrahuf^ 
tur^  Residua  inaequalia  sunt^  atqm  majus 
est  Residuumj  ubi  majar  est  lHintiendus. 

Itasir  =  i, atque^>*,  eritc  — «<4f— ^ 

atque  a^^c  y  b^^d. 

<^aDiani  enim  a  >  &,sit  a=b^e  C^.  io*iO> 

ergo  a  ^c—b^e^-^d  (§.  au^ 

Ergo  a-  c>  b-^d  (§•  lo.  c.  3.) 

Acque  c^a—d—b—e  $.  ai« 

Auc  c— tf+^  =  rf— i' .§•  aa 

Ergo  c^a  <  d-^b  §•  10.  a. 

§.  113.  C(7r(?//.  6* 

//7  aequatione  a^-b^Xj  Residuum  x  idem 

estj    si»e  singulae  partes  numeri  b ,     altera 

,post   alteramj   subtrahuntur  numero  a^  siv^ 

tattu  numerus  b  simul  ei   subtrahitur.     Ita 

cumsit  5=3  +  a,erit  9*-5=9—  3  — a=54* 

C  Uc 
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ik  toihi  coms  aofimcur  iHiiMrus  necesse  est^ 
singulas  ejus  parces  auferri.  Quod  ettam  liqnec 
ex  J.  at.   Sic  enim  ^=^+^+^9  ergo  a  —  b 

%.  24.  CarolL  7. 

Uc  eidem  numero  plures  numeri  addi  (5«  6.^ 
.Ica  eciam  plures  numeri  subcrahi  possunCf  ve* 
\qA  a^b^e-^d=x.  Primum  b  aufercur 
ab  ^9  deinde  e  a  residuo  acque  candem  d^  a 
residuo  a^b^c.  Sed  haec  subcraccio  eciam 
Jtfa  fien  p^tesc^  uc  summa  numerorum  bf  c  et  d 
subtrahanir  zh  a^  id  esc» 

a^b-^e-d=a—Cb^e+d)=ix.$.23. 

Ad  valorem  igicurResidui,  nihil  inceresc,  quo 
ordine  subcrabancur  plures  numeri  vel  parces  ejus- 
demoumeri.    . 

$.  25.  Problema. 

^     Daca    summa    acque   dlfferencia  duorum  nu- 
merorum,  invenire  hos  numeros. 

ExpHcatio. 

'  Sinc  numcri  reperiundi  x  et  y^  ex  quibus  ma- 
]or  sic  X.  Repraesencecur  summa  eorum  licera  s  ^ 
atque  differencia  incer  a?  ec  j^ ,  licern  d.  Ergo 
i=x+y,  acque  dzzxj^y. 


f 


f 
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!iim  haec  soludo  non  numeris  decerminad^t 
indeterminaris  x^  y%  Sj  d  indicenir,  acqiKf 
^^^mr  genendis  sit,  ica  uc  quilibec  numeius  de/ 
linatns  in  eorum  locum  subsdmi  possic,  ae^ 
^^noirt    aemper  sine  ulla  excepdone,    qnalea^ 
-^wique    sinc   numeri^    duplo    majorem  numer 
m    reperiri,    si.  differencia   summae  addimr, 
^3npIo  ancem  minorem   numerum ,   A  ipsi  sub^ 
^traliicur.    Ica  si  pro  x  acque  d  ponuncur  7  at« 
<]ue   39    numeri   sunc  5  ec  o*    Hac  igimr  so- 
ladone  generali  soluca  sunc  omnia  problematt 
e)Qsdem  generis^    quae  speccanc  numeros  decer* 
minacosy  id  esc,  lex  reperca  esc»  juxca  quam  sol- 
vi  possunc    Itaque  ex  hoc  exemplo  perspici- 
car  usus  numerorum  universalium ,  de^  quo  dixi- 
i  rsm.  (i) 

(1)  la  ProUgoiMBii,  p.  i4  • 
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$.  07.  DefnUia.   MMmium  atque  Po- 

hfnomium. 

.  £x  Addkiope  ec  Subcracdooe  numerQmm  prQ- 
ficipcicui'  eorum  divisio  in  Monomia  ec  Polyno^ 
mia.  Numerus  lelnitti  didtur  Monomium  sive 
vnius  ierminif  si  parces  conscicuences  non  sunc 

WDJnnccae  signis  +ec— ,  veluci  ja^  3.8.,  ^» 

Vocatnr  aucem  PeJynmium  si  ve  pluritm  iermmo^ 
rum  f  si  esc  sttmina  vel  diffisreocia  duonim  ^  auc  piu- 
rloiiiMonomiorum ;  quod  indicacur  riffm + ec  «^^ 

fnter  parces  coUocacis.    Ica  3^  -f-  ^  —  %-|-5^ 

t      •    ■ 

C9C  Polynomium  compositum  ex  quacuor  Mono« 

nuis^  quae  ejus^  termini  appeilanmr.  Dicitur 
JSinomiumr  Trinomiumj  Quatrinomium^  caec. 
^  ex  a  9  3  >  4  • .  •  •  cerminis  conscac.  Ejus- 
modi  Polynomium  esc  quodlibec  membrum  aequa* 
uonist  quod  plures  cerminos  habec. 

Polynomium  pocesc  eciam,  conftare  ex  aliis 
Polynomiis  ^  quae  signis  +  ^^  —  conjuncca 
tmnc,  acque  uncinis,   vel  linea  supeme  scripcai 

■  • 

indicancur,  veluc: 

f^— ^+-30  +  C4^--3^+/) 
C3^  +  2y— 2)  ~  C— 5^+4g~/> 
Monomium  acque  Polynomium  auc  integnm 

wx  fractum  esc,    si  formam  habec  numeri  auc 

• .  • 


M(mt0f>Ktw  ,t!xqfJt  Boiai0atft(Mnti    ti 


t 


^ 


iotegri  abt  fActi/  Ita  ja  et  t^csc  MonoiAtum 

integnim  eo  (r^tom;  ^i+^^^Q^I-I^S  "^  ^ 

4ynomiam  integrom  et  fractum.  Pplynomium  e^ 
mixmm^  cujus  alii  termini  habtet  forhiam*nu- 
meri  integri,  alii  autem  formam  numeri  fHcti, 

•  _  .-'■.■  '  4 

Ut  4^  +  -57-  .  .  : ; 

Qoae  diistst  smit  6ptetam  formam  solam ,  noil 
valorem  numeroranu  Ita  ^  ese  Monmium  ht^ 
tegrum ,  etiamsi  in  locum  hujus  a  substitui  potesc 
numerus  determinatus  fiactus  plurium  terminottim ; 
8  est  Monomium  integrum,  quamvis  sic  aequa* 

lis  Binomio  6  +  -•    Quamdiu  hac  formuia  ge- 

nerali  iar  et  ^  repraesentantur  ^  sunt  Monomia  iq^ 
ti^;ra«' 

5*  ^8.  Problema.    Definire  Binomiia — b    ' 

valorem. 
•  • 

Solutio. 

Tria  esse  possunt.  Auc  enim  a  esc  aeqisalis 
namero  b^  auc  major  auc  minor  illo.  .: 

i.  Si  a=b^  cocum  Binomium  evanescic»  quod 
de^;pacQr  aequadone  /r~^:=:o,  quae  Qihilaiind 
ladicac  oiai  aeqtiaUcatem    nnmerorum  a  u  h 

c$.  30  ^      .  ; 

a.  Si 
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Ergo  a-^b^c^  qaae  aequado  itidictc  a  ma- 
jorem  esse  quam  ^»  acqae  ab  ipso  diftne  c 
uoi^dbus.  ^ 

3«  Si  a<bf  sic  b^a+c. 

Ergo  a-^b^^Cf  ubi  sfgnum  -r  ance  c  osr 
tendiCf  post  subtacas  b  unitaces  evamiisse  a  ^  ica 
ot  c  uoicaces  rescenc  subaahendae,  Quare  haec 
aeqpsado  docec,  qgcimenim  a  esse  c  unicadbus 
rem  quam  b. 


n>;i:< 


!•  a5K   Probkma.    Definirc  Polyfimii 
cujusUbci  vahrem. 

Polynomium  (P)  pocesc  liabere  auc  omnes 
(erminos  signo  -l-»  <^Q(  omnes  signo  — »  auc 
alios  sigpo  -|-f  ^Ii<)^  ^gno  —  afieccos. 

I.  Si  omnes  Polynomii  ^rmini  aSecd  sunc 
signo  -|-*)  eorumque  summa  esc  Mj  P  esc = Af  t 
velud :  C^a^  8^+4^) = m-|*3^4^ = ^a^P. 
Si  Polynomium  condnec  numeros  universales , 
qui  ad  pauciores  cerminos  redud  nequeunc»  Ad* 
dlrio  solummodo  significamr,  uc  03^+^^4*0 

=  3«+a*+^=^«  ($•  10.) 
:    o.  Si  omnes  cormini  sunc  affecd  signo— 9  eo- 
iramque  aumma  esc  m,  P  esc  ss  —  ixi^  velud: 
0^^34^30—4^)  =— Ca^3Hr4^^  zs^rra=iP. 
(— 3a— a*  — 0 =-  C3^a*+0=/^*  C$*  i^O 

3-  Si 
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3.  Si  alii  signo  -f»  ^  <^o  —  sont  afiec* 
ti,  acqiie  M  est  immiiia  eorom,  quibus  est  aig* 
Bnm  +-,  m  aucem  somma  eonimj  quibus  est 
sigQom  ^jP  est=M—^ni.  (S*  14*  83*)  Quare: 

Si  fiierit  ilf =1»»  P  erit  =0. 

Siilf  >ni9  sit  M=m+c  ($•  lo*  ^  ergo 

P^M^^m^t 
,  Si  M<m^  Aim=MJ^c  (S*  10.  /)  eigo 

P=ilf— 1»=— c 

Velutl: 

P=  (6ii— iui -|- 3^1— 4^)  =  5^«— 6ii= 3A 
P=(4^— S^aii— 3i3r)  =  6ii--.84i =— m; 

5*  30.  CcroU. 

Ez  his  consequimf : 

a.  Polynmmm ,  si  ejus  terminis  idem  est  sig* 
num»  aequale  est  summae  Iiorum  cerminorum, 
aiqoe  eodem,  quibus  illi^  signo  afficitur* 

b.  Si  cermini  diversa  babent  signa,  Polyno* 
miom  aequale  est  diflferendae  imer  snmmam 
terminorum»  quibus  est  signum  -f"»  ^^  ^^*^ 
roam  eorum ,  quibus  est  signum  — ^  ica  ut  sig« 
num  Polynomii  idem  sit  atque  eorum  cermino- 
rumt  qui  majorem  effidunt  summadu  Icaque 
evanescet  Polynomium^  si  bae  duae  summae 
aequaies  fiierint* 

$.  31. 


^    JfrL  <!V:I|[(,  a  m  Addit.  st  SuBTaACf. 
'  Eodetn  modo  leperimr  stinniia  Polynomionnflf 

tt^iu|.^/+gM.-C-e— *=  (4f+^i+/+4) 

— C^+^+A)« 

^  filrgO'  in  unam  'Sfinnnan)  redQcnntiir  cemiini 
tfecd  signo  +,  aqae  simUicer  termini  affecd 
^no  ^.'  Si  prior  snmma  esc  Mf  pesterior  mt 


$•  ^a.  Probknia.  DiJ^erentiam  duorum  P(h 

iynomiorum  reperire. 

V;  tSinc .  Polsnomia  p=ii+^.— 'C+i 

.i>--^+/+5-A'» 
atque  differentia  *sit  P. 

ergoP=(^+*-r+i)— C~^+/+5--*)* 
crgo  P+C-«+/+^— *)=C^+*-c+d[)C$-acO 
,m  P— e+/+g— *=ii+*— c+i/, 

ergoP=^+^— c+i+^— /— g+A.(S.acx) 

•  Qiitce  si  Polynomium  subtraheDdom  esc  Po« 
tjmomio^  ejus.cenmnt^  signis  mumi^^  addfim 
$ur  Polynomidto 

S-  33*  Coroll.  I. 

••.  .       .     .     .  ■-         

•  J^dem  &tf  si  Polynomtum  subtrahitur  R^opo* 
mio»  uc  P=;^— C*^0=^~*+^» 

S»  34 
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S>  34«  Orott.  a. 
Ex  fais  seqoiair: 

P=:  +  (— *)=—*• 

i^-*  +  (— *)=^. 

Brgo  si  namerusy  qui  sibi  praeflitam  habee 
dgoQm  .^  auferendus  esc  ab  aliquo  nume* 
To,  haic  numero  addicur,  sed  si  addendu3  escy 
^  hoc  numero  aufercur. 

$.  35.   Dtfinitio.    Numeri  apposiU  sive 

ctmsrarii. 

Termini  alicujus   Polynomii,    si  diversa  Uei« 

^c  signa,  in  hac  relaQone,  qua  ejusdem  Pa« 

lyoomii  panes  sunc,    dicuncur  numeri  opposiii 

ift  contrarii.    Qui  signum  +  sibi  babenc  prae» 

fixDm ,  posisiyi  sive  affirmantes »  quibus  auceni 

cst  signum — ,  negativi  vel  negantes  dici  solenc# 

Qoibas  nullum  praeposicum  esc  signum,  ii  pn> 

positivis  babencur.    Primus  eciam  cerminus  Po« 

ijBomii  positivus  nullo  solec  affici  signo.     Ica« 

q»e  Polynomium    (a^b-^e—d^e^   dicicuc 

<¥X)scare  ex  numeris  posidvis  a^  b^  e  acqoe  ex 

nmeris  s^acivis  c  ec  i/. 

D  Dl- 


Dicnncur  eantrin^i  qoooMni:  ut  efiectos  vi- 
rium  in  concrarias  partes  agenduip^  iii  l^c  .pqn- 
junctione  sese  prorsus-tdllunt^  ai  aequal^  siiiity 
veluti^— ^=o,  8  — 8=o;autexj)arte  toUqnt» 
si  inaequales  sunt,  velud  gvi^-^zs^,  ubi^Pofy- 
nomii  valor  est  numerus  positiyus  guinfuei  jed 
Polynomii  3  — 8=— 5  valor  fst  numejpu  jse^ 
gasivus  quinque^  quoniam  ^tfi)ij«^  relfnquutuur 

mimMir.  ,  ,  •,  ^  •  •• 

•  vQQ^  4icQim  est  de  terminis,,  qui_  a)iquo<i 
^QlynQinium  efficiunt ,  dicitnr  de  Polynomiis  ip-, 
ds,  ex  quibus  aliud  Polynomium  esc  compo^ 
situm. 

Ex  ^i^ '  secimtiA'^,  si  nutAerus  negathus'  sub^ 
trdhendus  est  aliiiit'  ffufhero  ,  notam  ne- 
g/uiofdry.imbiit^'  a$fujtut  smmerus  pasiitPus 
ntMsereiJod^tur;  ot*—  (— i»)  —h^a. :  Si 
Mie^Jtts  esr  mmere^^  netam  affirmatienis.  atnh^ 
1^'t^atqtU  ^ut  mlmertts  positivus  sttbtrahitttr  g 
¥l*id>+r— ^>=*— A 


<• « . 


$^'2^6.  Animadv. 


-cQaae  lieiposita .  stmt  de  addendis  atqu6i.;jia 
aubtrahendis  itimneri&  negad vis  i  noft  repQgmnti 
iis^  jc^a<;dit:ea  sunt-$.3;  12.  ad.'»  addeddi»  qnti^ 
catibos  .aiq^epL  ijmnerttm,  subtialieodiav  dioimiilt 
majusque  esse  residuom^  ai  inSnoa  subtrahitiir^ 


CONTRAR.  ri  S*.  :  ?!ljr 
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[ue gumimm,  si  raajtss  addicuf  % c$etk  Efi- 
ollD  fer  ^patec  9  Pdynomioi  a-^^  C^h):  signU 
Mcuii  anfinendttm  esie  mimerum ^  ai»  ^  Jdenim 
iodiGatDrf  progressoi  in  nueierando^  qnG-^ripir 
:0».accedere.tegressiia^  qw  fic -r:  ^ >  hiqc  - sql^- 
lOaedonw  esse  adjici^iidam.  Quod  anjaec  ad 
#~  (— ->)t  id indicat,  subtracthnm  e§se  te/leth 
damf  liiesi  kf  quod  ante  sohlacum  epac^  es- 
se  resdcaeodum.  . .  Ponamus  ^  eiiin^ .  Polyqoayuim 
n-f^T^— ^9  ^^u^  collamus  — b^  quo  facco 
mucanir  in  d^^i.  Verqm  lioc  ipsum  cotiere  ^  ^ 
significac,  collere  subcracdonem «  ex  quo  fic,  uc 
coc  onicddbus  augeacur  numenis  a^  qdoc  tacfii 
eranc  snblacae.  Quare  addhio  numeri  negA- 
thi  vera  m  subtractio  ^  atque  tubtraeiia  ejm 
9era  est  additie  appeUanda^ 

§•  37.  De  usu  numerorum  contrariorum. 

^  Hujus  divisionis  numerorum  in  posidvos  ec 
segadvos  magnus  esc  usus  in  coca  Macliesi ,  cum 
pura  mm  mixca^  Sunc  enim  mulca  Qq^nca  ce- 
cei^Qin  quidem  homogenea,  adeo  uc  «onjungi 
itque,  parces  efficiemet  Todas  Micujiis  esse  posr 
aint,.aed  incer  quae.calis  incereedac  raciot  uc  in 
CDojunccioQe  anc  prorsus  aoc  ex  parte  se  col- 
Imc^  si.^aeiicialia  Tel  inaequalia  sunc;  vel  quae 
4b8(1miIic  mdoUs;:uc  IftjccMJiinqdooe  nltfruniiiii 
••  i  fva- 
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evanescat ,  sed  evanescens  canmm  <fiminuac  qttan<- 
titatem  alterias ,  quanta  sua  ipsius  est.  Eoram 
igimr  Quantoram  quantitates,  si  conjungunmr, 
contrariis  numeris  indicandae  sunt.  Hujus  ge  • 
^eris  simt  accepta  et  expensa,  possessiones  et 
debicay  peeunia  quam  nos  debemus  aliis,  etquae 
nobis  debemr  ab  aliis.  Imprimis  huc  referen- 
dae  sunt  duae  directiones  in  contrariam  partem, 
quas  designac  quaelibet  recta  linea  JSC. 


S 1 1 1-- C 

M        ^       D 

tn  doctrina  de  mom ,  duo  motus  in  eadem  recta 
-linea  versus  partes  oppositas  distinguunmr  S!g« 
nis  -{^et~9  ita  ut  via,  quam  corpus  percurrit 
in  alteratra  direccione  /iC^  sic  positiva^  in 
alcera  aucem  direccione  ^43^  negaciva,  acque 
discancia  corporis  a  puncco  /4  sic  diSerencia  in« 
ter  lias  vias.  Si  corpus  progressum  esc  ab  ^ 
ad  C,  acque  deinde  regressum  esc  a  C  ad  Z),  *  haee 
discancia  esc  AD=AC-^CD\  ubi  Quancicas 
^C  pro  posiciva  acque  CD  pro  negativa  habe- 
tur.  Quoniam  AC  major  est  quam  CD^  AD 
est  positiva,  quod  significat,  corpus  esse  ad  dex* 
tram  partem  puncti  A.  Si  autem  corpus  pro- 
gressum  est  ab  A  ad  C^  acque  deinde  regres* 
wm  est  ad  M^   wt  AC-^CM^^AMyulA 

3ig- 
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«gpom  —  ance  AM  ikidicacy  corpus  esse  ad  si« 
oisarain  panem  puncd  4. 

Hos  moras  concrarios  vocibus  progressus  ec 
regressuSf  adscensus  et  descensus^  motus  orien- 
tem  et  occidentem ,  vel  septentrionem  et  atts* 
trum  persusj  aliisque  indicamus,  dicimusque  duas 
yires  moventes  in  contrarias  agere  partes.  Qua* 
re  si  Qoancicaces  tiorum  moraum  concrariorum , 
id  est  vias,  quas  percurric  corpus,  numeris 
designamus ,  alcer  nuroerus  esc  subcrahendus  al- 
teri  y  id  esc  nocandus  signo  — •  Quancicas  positiva 
esc ,  cujus  numero  ancecedic  signum  -t"  &uc  nul- 
Inm  signuijn;  quancicas  negativa^  cujus  numero 
praecedic  signum  — •  Quaescio  ipsa ,  de  qua  agi- 
tur  ,  indicac  ^  ucra  quancicas  posiciva  sic ,  ucra  ne» 
gaciva.  Nam  si  quis  v.c.compucac^quancumlucri 
ex  negociis  suscepcis  feceric ,  accepca  sunt positiva ^ 
expensa  sunc  negativa  habenda.  Concrarium  obci- 
net,  si  quaericur ,  quanram  jaccurae  feceric;  quod 
cum  fic,  expensa  posidva,  accepca  negaciva  ha- 
benda  sunc  Si  nondum  liquec,  ucrum  jaccura 
an  lucrum  facram  sic,  nihil  inceresc^  ucrum 
eorum  fiieric  posicivum.  Si  accepca  pro  posi- 
tivis  habencur,  ec  expensa  pro  negacivis^  sed 
calculo  subducco  invenicur,  expensa  majora  esse^ 
snmma  esc  negativai  acque  non  lucrum  sed  jac* 

amun  indicac. 

lo 
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'  Ix^  Avkbiiwda  »viilgari  s^ba  4*  ^  ^  QOB 
usurpancur,  neqae  eriam  numeri  Jn  f^itivos  €€ 
negacivos  distinguunmr.  Qoare  in  Addidone  ec 
Subapacdooe  calculus  Aricbmedcae  oniversalis  cihii 
iKmveoit  cum  caleulo  Aitcbmecicae  vdlgiiis,  si 
haee  dgna  sunc  etidem.  Si  haec  addenj}''posses- 
tiiones  aut-  ^ebicpm  octogfnca  acqijSf  ^i^eio^nci 
^^renorom,  reperic  t^o  florenotatfi-^p6ssessia- 
«Ctn  auc  «debicum»  llla  idem  fteic,r  utens  bae 
niquarione  804*60=140  aut-^0-^6t£:7-^i  40. 
At  vero  si  possessio  occogint^i  florenoirum  acque 
debicum  -seitaginca  florencmim  Suhc  dodjurigenda ; 
uc  appareac ,  quanca  sic  poss^id ,  quae  ex 
conjuncrione  redundec,  Aricfamerica  universalis 
posses^onem  ponic  posidvam,  debimm  negad* 
vum,  icauc  aequado  sic8o-|-C~($o)  =80 — 60=30, 
«qui  igirar  numerus  ao  indicac  possessionem.  Aricb- 
metica  aucem  vulgaris,  nulla  rarione  signorum 
ba^ica,  simplicicer  docet,  ^o  florenos  subcra- 
bendos  esse  80  florenis;  ""ftGqcie  refSduum  20 
«floreiios  esse  p( 


•  :*  ">.v)f#)> 
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..    S^  38-  De  vocUniSf  quibus  declarantur 
_.     fiumeri  determinati. 


i««^«»#<i*      r" 


"  .Qngpiattijqpilibet  xmaien»^^  addendii  oaittth 
ibiifticiA  Ifttom  asgeri'  potssti  ii^iciis  reqiliri» 
iw  iiotMio]^  .et;yoeum .  nitiBcrDJr^'  A  qasmUbec 
DofiiiiBm '  cqpi8m.  pecoliari'  nocA^  atqoft  vooe  noft 
composica  designare  velimus.  Quare  reperiun- 
dus  erat  modus,  paucis  nods,  ec  vocibus  sim- 
pirdbiis  earumque  coropositiooe ,  quam  maximam 
et  minimam  unicamm  copiam  ica  designandi ,  ut 
ab,  proni.aiia  copia  satis  esset  distincta.  Hac  qui- 
491^  ip  re  QonsistiCy  qua^  dicimr  notatia  nutne^ 
rmtm'^  |o  qua.adminiculum  qooddam  homini 
td|ipfidi«as8fe .  vidMir .  ips&^-  natum  ^  qpae  detem 
Agisos  nmibns  dederit;  Puerulos  eoim,  acqw 
^ni^^nqiie'  ards  ArictoeddEte  prorsus  est  rudis^ 
dfgTcot^m  ope  ad  numerandum  udmr ,  acque  cum 
ad  quinque  aut  ad  decem  pervenit,  numerado* 
nem  repedt.  Cujus  tei  omnes  linguae  afferunt 
tesninonia«  Ita  Latini  propriis  et  simplicibus 
.yerhis  decem  priores  numeros  designant^  atqiie 
tom  addidone  utences,  voces  ex  prioribu»  com* 

po- 


*  «•• . 


32        Pb  !<»  C;  IIL  A€  DZ  NoTATione  . 

ponunc  undecim^  duodecimj  tredecifn^  in  qui* 
bos  nonnunquam  edam  usurpanc  subcraccionem 
^Vii  undeviginti  ^  duodeviginti  caec  Si  bis^  ier^ 
quater  .  •  •  mvies  ica  numeracum  esc^  id  decla* 
racurvocibus  viginti^  triginta^  quadraginta  .. 
nonaginta.  Si  aucem  decies^  usurpacur  vox 
propria  ec  simplex  centum.  Huhc  aucem  nume« 
rfim  cencum  Hs  j  ter^  quater  . .  novies  esse  re- 
pecimm ,  id  dedgnanr  voces  composicae  ducentif 
trecentij  quadringenti ....  nongentiy  sed  deciet 
esse  repedcum»  declaranir  voce  simplici  miUe. 

Animadv.  Vemacula  lingua  eandem  sequicur  le» 
gem  ec  ordinem.  Patec  enim ,  voces  twintig ,  dertig . . 
mgcntig  indicare  twec  ticncn ,  dric  ticnen  .  •  ncgen 
tiencn.  Vox  clf^  monente  Adclung  in  egregio  Lexi'' 
eo  Gcrmanico  ab  ipso  edito ,  composita  est  ex  voce 
idn^  atque  ex  obsoleto  verbo  leibcn^  quod  est 
Anglosaxicum  lyfan  y  Anglicum  to  leave ,  Graecum 
i^ehm  •  atque  nostrum  bUjven  (ubi  litera  b  vocis  vim 
auget)  ita  ut  clf  significet,  S6n  blijft  offcr  van  dc 
ticn^  atque  twaalf^  twee  blijft  over.  Ipsae  voces 
honderd  atque  duizend  (Latinum  dccies  centum^ 
repetitionem  numeri  decem  atque  centum  indicare 
videntur. 

Nonnulli  etiam  popuU  pedis  digitis  in  numeran* 
do  usi  fuisse  videntur.  Sunt  enim ,  a  quibus  sitw 
gulae  bae  duae  notiones,  numcrus  decem  atque 
fe%^  numerus  undecim  atque  pci  et  unum^  caei» 

num 
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numerus  quadra^tu^  atque  duo  hmnifits  eodem 
vocabulo  designantur.  Alli  vocant  quinque  utiam 
atque  decem,  dua$  manus  (i). 

%  39«   Dt  notiSf  quibus  designantur 

•      *  • 

ntmeri. 

His  vocibos  coqvenieDtes  pleramqiie  supc  no* 
tae  sive  cha(9Cteres^  qaibns  vetetes  utebancur. 
Ita  Graecf,  literis  Alphabeti  utentes,  a  prima 
litera  incipiunt^  ita  ut  priores  decem  literae^ 
lineola  superne  adscripta^  designent  priorea  na« 
meros  usque  ad  decem. 

«;  r, /,  ^', «',  y,  r  i', «'» ''» 

I     »3     4    5    <$    7    8    9    lo, 
aequeotes  literae   autem  viginti^    triginta  »• 
eentum. 

k\  A',  /»',  p\  I',  o',  t',  s',  f\ 
ao  30  40  50  do  70  80  5>o  100, 
reliquae  auttm,  numeros  ducefai,'  caet. 

.       v\    t',    v\    <P\  x'    Vy    «'    9', 
aoo  300  400  500  600  700  800  900^ 

ia 

(t)  Confer.  Alexinder  Ton  Humboldtf  ^iber  die 
h€i  P€r9chi€denen  VSlkMrn  Uhliehen  SysUme  von  Zahlen^ 
Meichen  und  ther  den  Ureprung  dee  SteUemeerthee  in 
dfm  Indieehen  Zahlen  /  quae  DiiflerUtio  reperitur  in 
Crelleft   Joumal  der  reinen  und  angewandten  Moihe^ 

E 
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iii;  qaibus  inserta;  esc  litera  q  (6) ;  literae  au-. 
teiHf  •  quibus  designabancnr  90  et  900  ^  non  am-' 
pUus  sunc  in  noscro  Alphabeco  Graeco. 

AA  majores  numeros  indicandos^  denuo  inci* 
piunc  a  prima  licera  alphabeci^  sed  lineolae  sub 
liceris  scribunmr.    Quare 

/^f  /^*  /7»  Jf      i^9     S^     iK^ 
1000  sooo  3000  4000  5000  6000  7000 

8000  9000  I QOOO  SOOOO  30000  40000 

i^i        ii-i        i^y        i^f       /$»    /P* 
50000  60000  70000  8oodb  90000  I 00000 

i<r. 
aooooo* 

^    Numeri  incermedii  his  signis  facile  designan- 

tur,  uc  V.  c.  1831  esc  ^ouaK'»'.  Ac  vero  nuine- 

rus  loooo   etiam    designacur   liceris  Mt/ ,   quae 

sunc   primae  Itcerae  vocis   fiupictc^  significancis 

Jecm  millid.  Umncur  eciath  coeffidencibus  >  oc 

d^Mv  =  4«  10000  =  46000 ;  d^Mvy^  =  40003. 

Lacini  lineis  vercicalibus  ucuncur  acque  nonnul« 

Hs  aliis  nocis ,  quae  nocae ,  quod  memorabile  esc , 

vescigia  sunc  mechodi  nunierandi  per  quinquef 

aut  per  digitos  unius  manus.     Una,  duabus» 

tribus   lineis    verdcalibus   /.  //•  ///•   designant 

unam ,  dua^  et  cres  unicaces.     Nota  autem  l^. 

(canquam  angulus»  quem  miiumus  digicus  fiicic 

cum 
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cum  pollice)  indicat  numeram.  quinque^   unde 
noca  X.  indicaas   bis  quinque^  quae    consiscic 
ex  duabus  nocis  Fj   ex  adverso  tncer  se  con* 
*  junccis.    Praecerea,  uc  in  lingua  ipsa  (v.  c.   un« 
devigind,   duodeviginci)  ica  eciam  in  tiis  nocis 
non  solum  Addidone  sed  edam  Subcracdone  ucun« 
tnr.  Numerus  minor  majori  addicur,  si  ipsi  post-' 
positus  esc,  sed  subcrahicurt  si  ipst  esc  anteposi^ 
tus^  ut  IF^  VI y  IX  ^  XIX  ^  XXI.   Si  numeri 
aequales  sunc ,  adduncur  ^  uc  XX ,  XXX.  Quah* 
do  pervenerunc  usque  ad  quinquies  decem ,  id  est 
ad  quinquaginca ,  usurpanc  signum  L,  quo  signifi- 
cacur  angulus  reccus  (quasi  duplus'  angulus  F). 
Eodem  modo  decies  decem  i.  e.  centum  signo  C , 
(prima  licera  vocis  centum) ;  quinquies  centum 
I.  €•  quingenta ,  signo  D  vel  10  ;  decies  centum 
tigno  M  rprima  licera  vocis  mille)  vel  signo 
CD  indicanc,  unde  JTC,  CX^  IDC  nonagin- 
taf  centum  et  decem^  sexcenti.    IMajores  nu* 
meri  ica  designancur: 

MM     100    CCIOO  1000   CCCIOOO  yczet. 
aooo    5000     lOQQo    50000     lOOOOO. 


$-4«- 
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$.  46.  De  modis  'deilgnandi  nuni»ro$  pet 

^Hotds^  qudrim  valir  etiam  pendet 

ex  Iocb,quem  inter  se  occupiidt. 

Quamqnam  aacem  hi  designandi  modi  ez  nu- 
iperadone  ipsa  Decadica  prodeunc»  acque  igitor 
paucas  requirunt  nocas,  camen  majoribus  numeris 

Don  sufficiunt^  atque  calculis  Arichmeticis  nequa- 

•  •  • 

quam  sunt  accommodaci.  Mulco  ipsis  excellunc 
ec  simplicicace  ec  facilicace  illae  mechodi^  jux- 
ta  quas  eidem  nocae  dupiex  cribuitur  valor,  al<- 
ter  absolutus ,  alcer  relativus »  id  esc ,  quem  per 
ae  habec  noca^  acque  quem  coUocacione  sua  acqui* 
ric,  Maxiroa  aucem  laus  his  debecur  mechodis, 
quod  calculis  diversis  Arichmecicis  egregie  sunt 
flptae;  ex  quibus  una,  dicta  Systema  Decadicum  ^ 
lin^e  est  conveniens,  quippe  quae  utitur  nu- 
bieratione  ipsa  })ecadica,  acque  hanc  ob  cau* 
'ftun  caeteris  longe  est  anteferenda*  •  Hanc  paucis 
'tontis  exposittiri. 

$•  41.  De  natura  Systematis  Decadici. 

Problema. 

Quamlibet  unitatum  copiam ,  decem  adhibitis 
notis  i.  2.  3«  •  •  9«  Of  designare. 

■ 

Solutio. 

J.  Nocae   i*  2.  3.  4.  5.  6.  7.  8.  p*   desig* 

nenc 


•     « 
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nerit  tmam^  duas^  trts  . . . .  navem  unicates, 
acqoe  hic  sit  valar  absolutus  ab  ipsis  indicatas. 
a.  Aliom  aatcfni  designenc  valorem  cum,  cam 
plures  jaxta  se  in  recca  linea  horizoncali  sunc 
^pcae.  Fiac  enim  progressos  a  dexcra  ad 
siniscram,  acque  eae,  quae  primum  locum  occa« 
panc,  ^ive  primi  sunc  ordinis,  hunc  solum  de* 
nocetac  valorem  absolucum ,  id  esc  simplices  uni« 
taces,  sed  quae  secundo,  cerciti,  quarto,  quinco  ec 
sezco  loco  positae  sunc ,  designenc  unicaces  decies, 
cenries,  millies,  decies  miliies,  ccnties  millies 
majores  quam  simplices.  Quaevis  icaque  n')ta 
sequentis  ordinis  ec  loci  numerum  indicec  de« 
cies  majorem ,  quam  si  in  antecedente  nrdine  col- 
locata  fuissec  Ita  quidem  in  numero  composito 

(6)    (5)    (4)    (3)    Ca>    (i) 

a  a  a  2  a  a 
nota  2.  in  primo  ordine  duas;  in  secundo  dc* 
cies  duo  y  id  est  vigimi ;  in  tertio  decies  vigin^ 
si,  id  esc  ducenta;  in  quarto  decies  ducenta^ 
id  esc  duo  millia;  in  quinto  decies  duo  millia 
id  esc  viginti  millia;  in  sexto  decies  yiginti 
mUUay  id  esc  ducenta  miUia^  designec 

3*  Si  in  aliquo  ordine  nullus  est  numerus, 
hoc  indicetur  signo  o ,  quod  dici  solec  zero ,  vei 
edam  ci/ra  acque  nuUum  adesse  numerum  declarec. 
Quare  109  100  •  1000,  loooo*  1 00000  indicac 
decemt  centum,  tniliet  decies  mille,  centies  mil' 


■» 
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fe^  acque  numerus.  436085  est  Polynomiuin 
=  400000  +  30000  +  6coo  +  80  +  5  ♦  id  esc 
quadringenca  millia  +  triginca  millia  +  sex 
inillia  unicacum  +  occoginca  +  quinque  unita- 
ces.  Idem  numeros^  Graecorom  more  desigpa- 
tus,  ica  forec  ,v  ,X  ^g  t'  ^'  in  quo  designandi 
modo  aliqua  conveniencia  cernicur  cum  Syste- 
mace  Decadico ,  a  quo  caeteram  magnopere  di& 
fert.  Maxime  aucem  liuic  Systemaci  Decadic^ 
repugnat  modus,  quo  Lacini  numeros  indicant, 
isque  calculo  Arichmecico  minime  est  accom* 
modams. 

4.  Millies  mille  dicamr  Millio ,  millies  mille 
Milliones  Billioj  millies  mille  Billiones  Trillio^ 
et  eodem  modo  progrediendo  ucamur  vocibus 
Quatrillio^  Quintillioj  SextiUio,  caet.  Pro* 
gressus  eodem  modo  a  Millione  ad  Billionem, 
a  Billione  ad  Trillionem^  a  Trillione  ad  Qua- 
drillionem,  caec  fiac^  uc  a  simplici  unicate  ad 
Millionem,  adeo  uc  dicacur  decem  Milliones^ 
centum^  mille^  decies  mille,  centies  mille  MU- 
liones. 

5*  Ergo  si  numeri  designandi  sunc,  majores 
quam  cenmm  millia ,  notae  sepcimi  ordinis  desig* 
mnt  Milliones  ^  sed  nocae  occavi,  noni»  decimi, 
undeclml ,  duodecimi  ordinis  unicaces  ,  quae  sunt 
decies^    cendes,   millies,  decies  mille,  centies 

mil- 


MUirBRORUM.  Sj^. 

nffle  MiUiooes,  Sepriinuin  igicur  osque  ad  duo- 

[         decinimii  locum  occupanc  MilHones  9  locum  deci* 

nnnD  terrium  usqne  ad  locum  decimum  octa* 

!         VDQ  BiUimes  >   locum  decimum  nonum  usque 

^  vigesimum  qoaitnm  Trilliones  9  caeu   Qua^ 

f^f  qno  expedidus  et   fiicilius  cognoscamr  et 

^is  dedaremr  numerus  ^  majore  notarom  serie 

^Bdicaais,  coca  series  a  dexcra  ad  sinistram  pro- 

Siediens  dividacur  in  dasses,    quarum  singolae 

«t  «X  noorum,  «qae  ad  primam  notam  sfai- 

^'^l^nim  classium   adscribancur  supeme  cbarao- 

'^*^  09  \  '%  '*'  •  •  •  •  id   esc  ^  ad  nocam 

''^tnae  classis ,  cuju?  numeri  sunc  minores  quam 

^illio,    '  ad  nocam   secundae   classis,    cujus 

'^meri    sunc  MillioneSf    '^  ad  nocam  cerciae 

^^is,  ubi  numeri  sunc  BiUiones^  caeu 

Dividamr  praeterea  quaelibec  classis  in  duas 
^^«rtes ,  quarum  ucraque  concineac  cres  nocas,  ve^ 
^\iti: 

18'''  44<5»  744''  073,709'  551 ,61 5* 

1d  esc  octodecim  Trilliones,  quadringenries  qua* 

dragies  seides  mille  et  sepringentae  quadraginta 

opsLmor  Billiones  ^  septuagies  ter  mille  ec  sepcin- 

gencae  novem  MiUiones ,  quingenties  quinquagies 

et  semel  mille  et  sexcenta  quindecim  (i}. 

Jni- 

(1)  Hic  ODmtruf  indicat  fuminani  granoinm  9  qiiae  unTt- 

aitar 
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A§dmadv.  i.  Alii  autem  Arithmetici ,  imprimis 
Gallofraiici  ^  hoc  sensu  utuntur  vocibus  Billio, 
Trillio,  caet. ,  iit  Billid  sit  millies  Millio  (unMil* 
liard)  Trilliiq^  millies  Billio ;  QuatriUio ,  millies 
Triilio ;  Quintillio ,  millies  iQuatri;iIio  ,  caet.  adcQ 
ut  eundem  numerum  ita  dividant  et  pronuncienu 

Quint.       Quttr.       TrUU       BilL       Mimones.       Mille. 
18        446  744        073      709  551        615 

id  est:  octodecim  QuintilUoncs  ^  quadringentae  qua^ 
draginta.  $,^  Quatrillioncs^  septingentae  quadni* 
ginta  quamor  TfiUiones^  septuaginu  tres  BilUo^ 
ncsj  septingentae  et  novem  Milliones,  quingenta 
quinquaginta  unum  MilUa^  s^enta  et  quindecimr 
Hic  modus  pronunciandi  numeros  facilior  et  conw 
modior  est. 

Animadv.  0,.  Progressus  ordinnm  fit  a  dextra 
ad  sinistram ,  quamquam  scribimus  notas ,  easque 
eloquimur,  a  sinistra  ad  dextram  progredientes.  Id 
jam  indicat ,  Systema  Decadicum  ex  Oriente  6sse 
profeetum ,  quoniam  Orientales  plurimi  a  sinistra 
ad  dextram  scribere  solent.  Id  ita  esse  monut 
menta  Historica  affinnant*  Hoc  Systema  atque 
etiaqi  notas  i^sas  nobis  trad^derunt  Arabes,  qu| 
tamen    ipsi   id    acceperunt    ab    iQdis,    qui    ejus 

in* 

nilar  «i  Ubulae  latruncal&riae  piimo  quadrato  datur  imaai 
granum;  secundo  quiylrato  duo  granA»  tertio  qaalaor^ 
quarto  octo ,  quinto  sedecim  »  et  ita  deinceps  f  hac  lege  y  nt 
•equena  quadratum  lemper  duplo  plas  accipiat  granoraniy 
quam  anUcedens* 


M  U  Bf  E  It  O  R  U  If*  4A. 

iaventoresy  cestibus  auctoribus  Arabids  ipsis^ 
fuisse  dicuntur.  Sed  in  Europa  Christiana  non 
ante  seculum  decimum  quartum  usu  receptum 
iiusse  videtur.  Patet,Indos  edam  solitos  fuisse  su- 
pra  notas  semel ,  bis ,  ter  •  •  •  scribere  zero  vd 
Graecum  omicron  ad  designandum  primum,  secun* 

o  oo 

dam,  tertium  ••  ordinem  ut  4S40,  ^s^oo^ 

o  o 

00  ooooo 

42=4000  4    4  4  4=4444.  (O 


$.  £^2.  De  Jdditione  et  Subtractione  mme* 

rorum  integrorum  juxta  Systema 

Decadicum  desigfiatorum. 

Ex  Systematis  Deeadici  ratione,  exposita  ^i 
37,  fiicile  explicancur  regulae,  quas  in  addendid 
et  subtrabendis  numeris  integris  praescribit  Arith^ 
metica  vulgaris,  cum  eos  solos  numeros  inves«' 
^g^f  qui  juxta  hoc  Systema  sunc  designati. 
*  Ac  priroum  quidem  per  se  patec  ratio ,  cuf 
numeri  addendi  vel  subcrahendi  ica  sint  coIIa« 
candi,  uc,  qui  ejusdem  sint  ordinis  in  eadem 
ponantur  linea  yerticali.  In  istas  enim  uni- 
tates  cadit  Addido  ec  Subcractio,  veluti  nume« 

rorum: 

1356 
asii 


122 


Summa  est  3989. 

Ete- 

(ly CoBfefw  DitMriitio  A.Hamboldt  memoratt ,  atqa« 
lL\n%9\f  Ltxieon  Maihemaiicum^  ad  TOcn&  Zahlreihm 
4«LtatM  bvjvi  rd  indieifit» 


4»    P*  I*  C.  BI.  B.  D&  Addit.  bt  Subtract. 

f'  Ettaitti  13^6^21000*4-366+50-4^6 

,  2511:132000+5004-10+1 

122=!  100+20+2 


Ergo  sumiDa  esc  3989  =3  3000 + 900 +80+9 
SimiliteF  numerorum  ,.  si  minor  a  majore  subtnh 

liitttr: 

?6894 

Residuum  est  72581. 

Etenim  76894=70000+6000+800+90+4 
43*3=3  4000+300+10+j 

Residuutii  est  c±:  725812=70000+2000+500+80+1» 
Eadem  ndmeTomm  coIldCado  est  servanda, 
9i  «ccideric,  uc  Summa  unitatum  alicujus  ordi» 
irfs  major  fueric,  quam  novemy  atque  igicur 
Aiabos  aut  pluribus  sic  designanda  notis,  Ori* 
tor  Qim  duplex  vel  criplex  Addido,  id  esc  Sunu 
ma  Summarum  est  reperiunda.  In  qua  Addidone 
aat  a  sinistra  ad  dextram  aut  a  dextra  ad  sinis- 

mm  progredi  possnmus,  velud: 

1345 

6789  14793 


— ^  7345 

f4  6238 

»^  5389 

10  3976 

7  


I 


Summa  s  8134.  25 

a4 


3^ 

1    ^  f 


Summa  37741* 

Sed 
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Sed  compendfl  caosa^  ea  pars  summae^  qtiae- 
mjoris  esc  ordinis  scadm  adnumeracur  nuiheris 
sequencis  ordtnis,  veluci: 

873 
956 

7«9 
t6i8. 

Summa  primae  seriei  vercicalis  ad  dexcram 
€sc  i8.  In  hac  iginir  serie  scribicur  8,  sed 
unicas  addicur  secundae  seriei,  ica  uc  liujus 
summa  fiac  m.  Unicas  scribicur  in  secunda  se» 
rie^  sed  %  adduncur  cerciae  seriei,  ec  ica  dein- 
ceps, 

Si  in  subciaccione  Subcrabendus  alicujus  se- 

riei  vercicalis  major  esc,  quam  Minuendus,  Mi- 

nuendo  adjiciuncur  decem ,  sed  eaedem  decem  iini- 

taces  eciam  addendae  sunc  Subcraliendo  CS*  '^0 

quod  fic,   unicacem  adjiciendo  numero  sequentiii 

ordinis  ^  veluci : 

8134 

Residuum  s  1345. 
Quamor  unicacibus ,  quas  habec  Minuendus^ 
adduncur  decem,  sed  decem  eciam  adduncur  Sub^ 
crahendo,  id  esc  8  mucacur  in  9.  Similicer  cri- 
bus  Minuendi  unicacibus  secundi  ordinis  addun- 
cnr  decem^  sed  numerus  7  Subcral^endi  fic  8» 
id  esc  unlcas    tercii  orcfinis  ipsi  addicur.     l^\k 

mo» 


44.      P^  I*  C«  IIL  B.  DE  Additionb  er 

jnodus  sabcrahendi  nidcur  hac  enanciadone :  si 
Mlnuendus  et  Subtrahendus  eodem  numero  au^ 
gentufy  Residuum  idem  permanet  (5*  i8.}t 
Ica^  cum  sit: 

8i34a8ooo-hioo+3o+4 
6789  :=;  6000  +  7004-80 + 9 

utrique  numero   adduntur  ipoo +  100  +  10,  quo 

£iicto  fit :    - 

Minuendus  =s  8000+1  loo+i  30+14 
^ubtrahendus  =3  7000+  800+  90+  9 

ErgoResiduum  est=3iooo+  300+  40+  5=1345« 
Pro  unitate  addica  Subtrahendo.  unicas  a  Mi- 

nuendo  subtrahi  potest. 

» 

Etenim  8134=38000+  100+  30+  4 

=37000  +  1000+1^0  +  14 
6789336000+  700+  80+  9 

Residuum  13453=1000+  300+  40+  5. 

Prior  autem  methodus,  qua  unitas  sequends 

ordinis  additur  Subtrahendo ,  facilior  est  atque 

majorem  habet  convenientiam  cum  Addidone. 

• 

S»  43.  CorolU 

Si  in  Subtractione  numerorum  a  tt  b^  x  esi 

Terum  Residuum,  ita  ut  sit  a^^b^^^x,  eric: 

I,  x-^-b^a 
a,  a—x:=^bj 

quo  utroque  modo  uti  possumus  ad  invesdgaa* 

jdum^  an  Subtractio  rice  fuerit  peracta. 

SI- 


SUBTRACT,  NUMBROR.   DeTEIIMINATOR.      45 

-  Similiter,  ^  in  Additione  x  vera  est  Summa^ 
adeo  ut  sit  a^b^Xf  erit: 

1 ,  x^a—b 

2,  X—  b=af 

quo  etiam  utroque  modo  uti  possumus,  ad 
inquirendum ,  an  x  vera  sit  Summa  C§*  1 8.)  Si 
piures  numeri  sunt  additi,  possumus  in  iisdem  lineis 
verticalibus  numerando  adscendere  et  descendere. 
Utraque  numerandi  ratio»  ut  per  se  patet,  ean* 
dem  debet  dare  Summam.  Possumus  etiam  uti 
utroque  modo  Addirionis  ,  de  quo  diximus 
$.  38.  y  id  est  in  numerando  progredi  ad  sinis- 
tram,  atque  regredi  ad  dextram. 

Subtractio  etiam  cum  Addidone  in  unum  con* 
jungi  potest,  si  Summa  numerorum  a^  hy  c  ^.  % 
sabcrahenda  est  numero  />,  veiuti: 

Minuendus  p   135678 

Subtrahendi  a      469H 

•  •    •     *       3575 

•  •    •     c     12567 

%  44*  Animadversto. 

.  Ex  his  jam  perspicitur,  quod  magis  etiam 
postea  patebit,  quantum  usum  et  commodum 
in  calculo  praestet  Systema  Decadicum ;  qui  usus 
,ad  omnes  Arithmeticae  partes,  ubi  de  determi- 
natis  numeris  aginir»  pertinet.    Insigniter  autem 
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<qus  iisas  aaccus  fuic  cum  vakalo  fraet&rum  de^ 
cimaUum  insticuco,  cutn  novoy  tjuod  'dicimr^ 
Systemate  mensurarum  et  ponderum ,  quod  nos* 
tris  cemporibus  Invencum  et  apud  nos  recepcum 
esc.    De  ucroque  in  poscerum  dicemus. 

Mirabile  esc,  quod  Graeci,  qui  ad  Philoso- 
phiam  ec  Machesin  canquam  naci  esse  vidcban- 
cur,  non  eam  nocacionem ,  quae  fic  secundum  sys- 
teroa  Decadicum ,  invenerinc  ec  usurpaverinc,  cum 
concinuo  sequacur  exnumeracione  decimali.  Rado, 
cur  non  majores  in  Arichmecica  vulgari  acque  (n 
Machesi  universali  fecerinc  progressus  ^  *  ex  eo 
eciam  repecenda  esse  videcur,  quod  hoc  Sys« 
cemace  in  compucando  non  usi  fiierinc. 

%.  45.  De  atiis  Systematibus  notatienis  mme^ 
rorufn ,  ejusdem  generis  atque  Decadicum. 

Syscematis  Dccadici  numerus  fundamencalis 
esc  10.  Ac  vero,  cum  omnis  ah*us  numenis 
possic  esse  fundamencalis ,  Syscemaca  hujus  ge* 
neris  infinice  mulca  fingi  possunc.  In  his  duo 
sunc  memoranda ,  quorum  numenis  fundamenca- 
lis  esc  duo  ec  duodecim.  Prius  igicur  Dyadkum 
4we  Binarium^  poscerius  Dodecadictm  didtnt. 

Systema  Dyadicum    oranium   simplidsstmum, 
^st ,  <»m  solo  s^no  unitatis  ec  nullius  i  ec  t> 
*«iiraif  ^^acque  ^  MiiltipliGaaonem  ec  'Dirisioneita 
•  v^  nul- 


•    • 


ca,  requiift 

in  diversis  ordinibos.  hos  babet  valores., 
Dods  indicatos 

OfcIq  i.a.  5.4.5.  6.  7.    8.     o.    lo.   ii. 

YU.  iBDiUt.  liaj.  orcU  i.  a.  4. 8. 16. 32. 64.  laS.  a$6*  5ia»  ioa4«. 

Ordo  13.      i3«      i4.       i5«       i6«       17* 

YU.iiiiiUUlipj.ord.  ao48.  4096.  8192.  i6584.  62768.  65536. 

Ordtf  i8.         19,         ao. 

Y^  iilttUt.  hnj.  ofd.  1 31073.  a6ai44. 5a4288. 

,  SySKtnzDodecadicum  usui  esse  potest  in  Men»  , 
nftti  diiodecimalif  quae  in  nonnullis  regionibus 
adhuc  vigec ,  ubi ,  ad  longitudines  metiendas « usur* 
pant  unicatem  la  pedum,  atque  pedem  divi- 
donc  in  la  poilicest  pollicem  in  la,  lineasu 
Cum  autem  fundamencalis  numerus  sic  id^  is- 
que-  duabus  unitatibus  mftjor  sic  quam  Systemacis 
Decadici,  noscris  decem  notis,  si  iis  utimur, 
doae .  adjiciendae  sunc  ad  numeros  decem  ec  un- 
decdm  designahdos.  Prior  nota*  sit  co^  poste^ 
rit>r  T. 
Unitas  in   diversis    ordinibus   hos  habet  vi^ 

Ordo  I.  J9.    3.     4.        5. .         6*  7. 

YaL  miiUt.  hnj.  ord.  1 . 1 2.  i44. 1728«  30  736. 248  83a.  a  985  984. 

Ordo  8.  Qi  lo* 

YiL  imiut.  huj.  ord.  35  83i  808.  439  981  696. 5 1^9  780  353^ 

Ordo  II*  13. 

YidE.  Qniut.  hoj.ord.  61  917  564  224.  743oo8  370  688. 

Ordo  i5. 

'  YaL  ttniut.  huj.  ord.  8  916  100  448  256* 

Sequens  tabula  comparationi  homm  Syscema- 

ram  inservietc.  ^ 

Nu- 


4». 
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Nomeri  de^gnati  juxta  Systema.pecadicfBiy» 
Oodecadicmn  atque  Dyadicam.,    . 


Dodeca^ 

Numcriu. 

Dodecn- 

i 

Dccadi- 

Dj-adicui. 

Decndi- 

Dj«Iiciifc' 

cua. 

dicufc 

Cus. 

dscu.. 

j 

j 

, 

34 

3M 

.«  oto/ 

,  a 

35 

3T 

100  oir 

3 

5 

06 

30 

100  itta 

.4 

4 

100 

5? 

31 

100  101 . 

.     5 

5 

101 

38 

33 

100  IIO 

fi 

6 

39 

33 

.; 

2 

llt 

lOOO 

4o 
4i 

S4 
35 

lot  ooa' 

9 

»3 

36 

4» 

loio 

43 

37 

1011 

44 

38 

IS 

45 

39 

15 

46 

3u 

101   IIO 

■4 

4t 

3T 

15 

Illl 

48 

40 

»« 

49 

41 

u 

5o 

4» 

T6 

lOOlO 

5i 

45 

^9 

>7 

53 

*J 

110  100 

ao 

18 

53 

45 

'9 

lOlOI 

54 

46 

110    11» 

aa 

55 

tl 

s3 

56 

111  000 

34 

30 

57 

49 

35 

sa 

4» 

96 

33 

11010 

59 

4t 

lll    Oll    ' 

S 

39 

fio 

50 

34 

Sl 

51 

»9 

35 

63 

*; 

^ 

36 

63 

53 

3i 

s 

64 

54 

33 

65 

55 

53 

39 

66 

53 

1000  oia  . 

DVADICO  AT<2UE  DODBCAOICO. 
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I  deagnati  jmcta  Systema  Decadicumi 
Dodecadiciim  atque  DvadicQm. 


-  Dodflc*- 

• 

Htuiieriii. 

• 

Dodeca* 

»dft. 

Dyadicos* 

D^cadi- 

Dyadicof» 

Mm 

dicus. 

COf» 

dicoi. 

• 

l 

li 

lOOO  oft 
lOOO  lOO 

lOO 

lU 

84 
100 

I  100  100 
10  010  000 

»   1  ^9 

lOOO  lOl 

aoo 

i48 

11  001  000 

>   1   6« 

lOOO  iio 

a88 

aoo 

100  100  000 

i   1   5t 

lOOO  111 

3oo 

sio 

100  101  100 

1   1   6o 

looi  ooo 

4oo 

!I94 
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568 

I  100  100  000 

1    ^ 
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lOIO  ooi 
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1010  OIO 
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6t4 
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1010  Oll 

1008 

700 

I  111  110  000 

1   7« 

lOlO  loo 

1100 

778 

10  001  001  loo 

1   7* 

1010  101 

ii5a 

800 

10  010  000  000 

1   ^2 

lOIO  iio 

I300 

84o 

10  010  110  000 

1   7f 

lOlO  111 

1296 

900 

10  100  010  000 

1   ^ 

lOll  ooo 

i3oo 

904 

10  100  OfO  loo 

Z2 

1011  OOl 

i4oo 

988 

10  101  111  000 

7« 

lOll  oio 

i44o 

uob 

10  110  100  000 

1« 

lOl^  Oll 

iSoo 

m5o 

10  111  011  000 

■ 

lOll^^lOO 

i584 

TOO 
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. 

79 

lOll  lOl 

1600 

Tl4 
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• 
* 

7« 

loii  IIO 

1700 

T98 

11  010  100  100 

7» 

lOll  111 

1728 

1000 

11  011  000  000 

8o 

IIOO  ooo 

aooo 

ii«8 

11  111  010  000 

81 

lioo  ooi 

3ooo 

i8tfO 

101  110  111  000 

# 

83 

IIOO  oio 

4ooo 

»394 

II 1  110  100  000 

83 

IIOO  Oll 

5ooo 

3tf88 

1001  110  001  000 

84 

IIOO  lOO 

6000 

358o 

1011 101  110  000 
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4768 

1111  101  000000 

1 

9000 
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1 
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Addido.  ec  Submcdji^  niiiMCoiiiiii,»  jmc»  S^ 
tenia  DyadkMi  ^  IMtfndkam  itewigMnoiuni  ^ 
5iint  hujusraodi« 

Decad.        Dyad.  Dectd.        Dyad.. 

95=  loiiiii  iQo:=:ti  looioo 

88c=j   loiiooo  8955:1011001 

i7=s       loooi  ResidiiumTr=:       xo  uT 
Summa  200  s  1 1  oai  000 

Decad.     Dodec.  Decad*  Dlodec* 

600  es    4ao  10000=;  5954 

700  sa    4(v4  7000=34074 

400  =3 


HupitKl  3000  =3  l8«0, 

<^iamvis  autem  Sjscema  Dyadicirai  nugdnit 
tCHDmoditace  et  simplicita^  se  commeodet ,  |d 
samen  habet  incommodum^    quod  mulcae  np* 

.  laft  in  calculo,  multaeque  lequiruncur  vocet^  ad 
nniaerorum  ordines  indicandos* 
Cocurarium  obcipet  in  Syscemftco  Dodecgdico 

.  C)tqQi^osque,quibus  fimdamentalis  nunieru 

'  ^qua^  decem»  Minus  sunt  commoday  sed 
paucipribps  in  calcuto  notis,acquead  designandos 
ordines  paucioribus  vocibus  c^us  esc  Sed  omni» 
liaec  Syscemaca  mulcum  postponenda  sunt  Syste- 

.  maci  Decadico^  quod  solum  coQvenit  linguae  osui 


CA» 
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I 
I 

C    A    P    U    T     IV. 

M   P&IMtS    !t6tlO)flBdl5    RATIONIS    £T    pro« 
MIITK^IS  CB&MttHttCAS  ,  MULTIPLieik* 

Tioim  n  Dttisioms* 


{«  4tS.  2)^  Omfmni^em  Qaamrum. 

Cfom  onmis  Matiieris  aiai  AHtbBietica  f«r^ 
ln  GodqitrifeKfis  Qtiaacis  homogetteis,  prae^ 
cipiie  ntmieris,  stve  |$Qris^  «tve  denominam  (^i)^ 
kl^  iflBxtflite  eom  10  ftiea,  oc  alttram  Qoao* 
cnm  per  alcerum  definiacur  ec  cognoscacnr ;  qnod 
jam  perspici  pocesc  ex  iis«  quae  de  Aequacione^ 
de  Qanieronim  Addkione  ec  Snbcraotione  dixi- 
mus.  Ica  primnm  qBaeritar>  ticmm  Quanca  in* 
cer  se  sinc  aequalia,  an  inaequalia.  Aequalicas 
indica«Br  a^aadone  A=B^et  A^B^zq^  tibi 
al  et  S  stmc  Quanca  cujuslibec  formae,  cotft« 
(ibiidbnts  ec  qualiotds.  Ejusdeiii  ethtm  Qnanti 
Hm&A  'composirionis  modt  inier  se  compararf 
j^OMmCf  adeo  uc  aequario  sic  forinae  Ai±Jr^ 

QtttnMUm   aaom  inieqqalfoth    tompariirid 

eadem 

(t)  Proleg.  p*  10« 

(^)  Proleg.  p,  99.  i 


5a      '    P.  L  C.  IV.  DE  Rationb  ET 

eadem  est,  arque  Tocius  ec  partiitm  ejos. 
Velud  in  Addirione»  si  proposica  esc  aequacto 
a-i^b-i-c  .•  ..^x^  parces  cum  Toco,  qaae 
esc  ipsa  Summa  Xj  comparancur,  uc  perspjcta* 
mr^  quancum  stc»  In  Subcracdone  aucem»  si 
proposica  esc  aequacio  a—b^d^  parces  k  ^d 
ica  cum  Toco  a  comparancur,  nc  quaecacnr,  quid 
addi  debeac  ad  ^,  uc  id  efficiacur.  Hanc  re- 
lacionem  incer  Tocum  aliquod  (/i)  acque  attem-* 
iram  ejus  parcem  (^)  nonnuUi  dicunc  Ratumem 
Ari$htneticatn^  ipsomque^/y  quam  noa  Diffirm* 
tiam  dicimus  Qx}  9  Exponentem  hujus  Ratitmis 
eppellanu 

i 

5  47*  De  comparatione  Totius^  ejusque 
partium  aequalium. 

•  . 

-.    Alia  autem  fic  comparacio,  eaque  maximi  mo« 

menci  ec  usus,  si  Tocum  ex  aequalibus  pardbus 

conscat,  veluu:  P+P+P+P=4P=r,  ubi 

Totum  T  est  multiplum  pards  P,  atque  P  csc  pars 

aliquota^  sive  submultiplum  Totius  (i}.   Hioc 

voces,  duplum^  triplum . .  •;  duplo^  triplo  ... 

majus  vel  minus ;  subduplum  subtriplum  ..  .{ 

-dimidia  pars^    sive  pars  secunda^  pars  ier^ 

tia 

(i)  Yide  ProUg.  p.  6. 


PROPORTXONE  GeOMETRICA.  53 

$id  ••  •  Velud in  Systemate Decadico, Dyadico^ 
Dodtcadico,  quaelibec  unitas  alicujus  ordinis  esc 
pitt^s  decima^  dimidium^  atque  part  duode^ 
cima  •  unitatis  proximi  majoris  ordinis.  Haec 
relatio  incHcatur  aequatione  T—mP^  ubi  Coef" 
ficiem  partis   P  ($.  i5.)  indicat ,    quot  sinc 

* 

partes.  Cum  autem  in  hac  aequatione  tria 
sint  Quanta,  triplez  oritor  quaestio,  prima: 
quota  pars  Totius  est  Quantum  P;  secun* 
da:  quodnam  Tantum  oritur^  si  mties  sumi^ 
tur  pars  P;  tertia:  quaenam  est  mtima  pars 
Totius  T.  £x  hac  triplici  quaesdone  profi* 
ciscuntnr  nodones  Rationis  et  Proportionis  Geo^ 
metricaej  Mensurae^  FractioniSf  Multiplica^ 
tionis  et  Diyisionis  j  atque  aliae  cum  liis  cogna« 
tae^  quae  omnes  arcdssimo  nexu  sunt  inter  se 
conjunctae.    De  his  deinceps  nunc  agemus. 

§»  48.  CoroIL  i. 

Totum  T  eo  majus  est^  quo  plures  atque  ma* 
jores  habetpartes  aequales.  Ergo  si  proponuntur 
Tota  bomogenea  T  et  Ty  ita  ut  sit  T=mP^ 
atque  T^ttk'  P^  concludimus^  si  Coefficientes  m 
es  m'  aequaies  sunt^  Totum  T  esse  majus  aut 
minus  quam  T^  aut  ipsi  aequale^  si  pars  P 
est  major  aut  minor  quam  P'  aut  ipsiaequa^ 

Us 


Ui.  NonenMis  clusnioitt  4mMiadM«  '^iigpo .  2# 
iia  ue  liypothecica  haec  aiaaduio  4iociiiOd0  ^ 
^gMCur: 

j^  Si  »3=!»^  ^ T  XT^f  ^  P  ZP'. 

^imttlcer  coBdod&niis: 

E.  Si  P=P',  «ric  rzr,  «I  iif2iii'> 

3.  Si  rzr,  tric  mP  :Em'P\ 

io  qoibus  Hypodiesia  fo  TheeiQ^  Tkum  ta  Ify^ 
pocbesin  mutare  ppsSQmus^  in  «c  ^ic^ 

4.  Si  m^w\mc  P  1ZP\  «i  TzT'^ 

5.  Si  P:ssP'^  eric  nsZ  »'♦  «  T  zr* 

«•  si  iwf  z»'-P^  ^t  r  zr. 

jr^  iRisjis^siquociescanqmescrzr^  ^ritor 

esc  P  Z  f  >    ^^    si   quociescuaque  4MC 

PZP',  eciam  esc  T^ZT^ 
S.  P=^P\  si  qoodescuDque  esc,I^  Z^,  ecia» 

esc  mZ  m'9    vel    si    quodescuaque   ^ 

m7L^'%  edam  esc  Tzr. 

5«  49*  Definhio. 

Si  )»ssiii^,  id  esc,  si  numenrs  pnrtfum  Toco- 
lom  T  tt  T  aequalis  esc,  tiaM  Toea  dfciHitQr 
€98e  atquimultipla  pardufo  JP  et  P<,  loqde  pnuy 
«es  ipsae  esse  aequisabmult^lae  bomm  TdOOh 
rm.  Ita  nameri  la,  i4S>  ft^,  !t4  MBc  atqi^* 
tauttl{di  ounerMQm  3,  4>  5,  ($^ 

^  P  «on  «sc  ^  ^Jiquoa  TNlus>   4fcth* 

€sse 


JteaMKnOMK  GfMllCTMQA.  Sf 

pars  aliquama  octo  librarum.  Siiniliter  Hm* 
lineae,  circulus  cirQnlt^  aognIu&  at^pUi»  fi- 
gpra    figorae  e%  pan  anc  aiitufita.  aot  4k/I- 

S»  go,   Dtf  ratitme  Oemetrica  atque  de 
eji$$  Expitnente.  Definitio. 

Si  in  comparandis  duolm  Qoanda  A  ec  J^ 
ioquiritur,  quodes  posterius,  auc  ejus  pars  tdi- 
quota  contineatur  in  priore ,  inquiritur  illa  relado  f 

qjum  BMumvn  Gcomctricapif  ^ve  simpliciter 
Ratitmem  horum  Quantorum  dicunt.  Prius 
Qoanmm  antecedens^  posterius  eonsequens  ter* 
nufUiRatifinu  dicitqyc^  Numerumt  qui  haoq 
RjWWn^  in^icact  Eq^nentem  Rationis  app«^ 
l^,  eonique.  refM^ae^entec  Ui;ef«  e.  Rado  ipM 
dfitigmri  ^e^  sign^  (fflm:  iQterposi^Q  ioimr 
Qu9|KS.^  tti;.4:J^   Q}mj4iJS=e. 

$.  Si.  Coroll.  1. 

B  medrar  Quwtum  A^  A  esc  pars  aliquota 
cjus^  atque  twi  ^xponens  e  est  numerus  inte* 
ger.  Si  autem  jS  est  pars  aliquanta  ipsius  ^, 
noQ  B  sed  ejus  ^m  aliquota  est  mensura  hujfis 
i^,  atque  e  est  numerus  fractus^  cujus  Deno- 
snioator  indicat ,  m  quot  partes  B  dmnm  sii. 

Nu- 
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HmsmoT  aucetn ,  quoi  ejusmodi  partes  conti^ 

veoi  Ay  velod: 

-  8  mecra:  4  metra  =  a, 

8  tnecra:  3  mecra  ss  |  =  8.  f • 

8  mecra:  6  mecra  =:  |  ss  4«  |. 

Qoare  si  A  nties  CQDCinec  mtimam  parcem 

ipAns  B yExpooeos eest  ^  -^tLtqpe AiB:=  - 

5«  S^  CoroU.  a. 
Qaoniam  m.  -    esc  miicas    ipsa  9   Expooens 

*=if.-   aeguaUt  est  unitati^  ^  11= m.    Si 

n  <  1119  Exponens    minor  esc  unicate^  id  est- 
fractus  verus.    Si  n>m^  major  esc  nnicate» 
atque  firactus    spurius.     Si  n  esc  mulcipkim 
ipsius  1»,  esc  numerus  integer.    Quase^  qualis» 
cumque  sic  Exponens  « 9  in  ejus  locum  ponere 

possumus  fracmm  ^ 

S-  53-  Coroll.  3. 
Ergo  proposita  Radone  AiB='  - 

ff  Z  w,  si  A^Z,  B. 

S*  54* 

.(i)  Ciani,  Proleg.  p.  7.  8. 


PrOPORTIONE    CrE0|fITIUC4i«  , 

5*  54*  CmiU  4. 

Esponen»  Radonis   cajoslibet  naiDeri  aeqito 
esc  namerus  ipse«  id   esc:   -:i  =  -^ 

Qoare  d  jitBsa^^'  etit  JiBzs-^n^zxifxt 

$•  55-  CoreU.  5. 

Si  incer  duo  Quanta  incercedic  aliqua  ratioi^ 
haec  Quanta  stfnc  homogenea.  Rursus,  si  duo 
Quanta  homogenea  sunc ,  Ratio  aliqua  inter  ea 
incercedac  necesse  esc. 

%p  5<^«  Quanmm  rationale^  et  irrationale. 

Definitio. 

Quanmm  ^  quod  unitatis  finitae ,  sive  integrae. 
sive  (iractae,  esc  multiplum  aiiquod,  rationaU 
dicimr;  quod  autem  solius  um*tatis  fractae  infi* 
nite  parvae  esc  mulciplum^  appellamr  irratio* 
nak  seu  surdum^  immensurabile  (i).  Quare 
Exponens  ipse  Rationis  potesc  esse  rationalis ,  ee 
irracionalis»  Doo  Quanta  sive  rationalia ,  sive  ir« 
radonalia,  quorum  Exponens  Rationls  est  ratio^ 
naiiSf  dicuntur  comwtensurabilia ;  sed,  si  irra* 

(1)  Conf.  Proleg.  9  p.  9. 

H 
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tionalis  est^  incommensurabilia.  Omnes  numeri 
radonales  puri  commensurabiles  s\mu 

%.  57.  Proportio.  Definitio. 
Si  Exponena  -  Radonis  duomm  Quancorum 

fn  ^ 

j1  et  B  idem    esc,  atque  Quantorum.C  ec  D^ 

haec  quacuor  Quanta  dicuntur  esse  proportioffo» 

lia  9  sive  esse  in  Proportione  (Georaetrica)*  Ica? 

que  Proportio  consdtuitur  aequalitate  dumtm 

Exponentium  Rationis. 

%.  58.  Coroll.  u 

SiExponens  Rationis  Quantorum  AetB  i^em 
est  atque  Quantorum  CetDy  erjt  AiB^CiD. 

Etenim    j1:B  =  -^    atque    C:Z)  =  -,    ergo 

^  fn  *  tn  ° 

AiB^CiD  (§•  5.) 9  atque  haec  aequado  esc 
Fropordp,  quae  ica  verbis  exprimicur:  A  est  ad 
B^  uti  C  est  ad  D. 

S*  59.  CorolL  a. 
SiA-^B^  CestZ.D.  Namsi^Z^,  eric 
«Zw,  atque  si  «Kw,  erit  CzZ>(S.530t 
ergo  si  A^B  ^  eric  CZI>  (i> 

%.  60.  Coroll.  2* 

Si  A=B,  atqueC=D,eritA:B:=LC:D^ 

Exponens  enim  Radonis  esc  unicas. 

(1)  Proleg.>  188» 
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Nmneii  designati  juxta  Systema  Decadicomi 
Dodecadiciim  atqoe  Dyadiauiu 


Deeadi»  DodUea- 


U 

«9 

T* 
7» 

& 

8i 
8a 
85 

84 
85 

86 

U 

«9 
9«» 
9> 

9 

99 
•oo 


I 


3 

5t 
8o 
€i 
6a 
63 
64 
65 
66 

67 
68 

69 
6« 
6t 
70 

7» 

7f 
^5 

?j 

79 

7» 
7T 
80 
81 
8a 
83 
84 


Hoiiienij. 


os. 


D^cadi* 
cni» 


1000  ott 

100 

1000  100 

lU 

1000  lot 

aoo 

1000  110 

a88 

1000  111 

3oo 

1001  000 

4oo 

tooi  001 

439 

loot  010 

600 

lOOt  Olt 

676 

tooi  too 

600 

loot  lOt 

700 

1001  ||0 

7ao 

800 

tool  Itt 

loto  000 

864 

toio  oot 

900 

lOtO  oto 

1000 

1010  ott 

1008 

loto  100 

itoo 

lOtO  101 

it5a 

1010  ito 

laoo 

1010  111 

1296 

loit  000 

i3oo 

tott  oot 

t4oo 

1011  010 

i44o 

1011  01 t 
toii^ioo 

i5oo 

]584 

loti  101 

a6oo 

1011  110 

1700 

tOlt  111 

1708 

itoo  000 

aooo 
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1100  010 

4ooo 
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5ooo 
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9000 

looop 
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10 
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11 
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100  000 
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1  ttt 
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10  010 
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to  too 

010  000 

10  too 

OfO  xoo 

tO  101 

111  000 

10  110 

100  000 

10  111 

011  000 

11  000 

110  000 

ll  ooi 

000  000 

11  oto 

100  100 

11  011 

000  000 

11  111 

010  000 

lot  110  111  000 
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110  000 
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Quantum ,  quadiit  ad  hec  Quantum ,  ui  numerus 
-  est  ad  unitatem.    Quaotum  B  didcur  Mulr 

tiplicandusj  numerus  -    Multiplicator  ,    atque 

Quanmm  ^iy  quod  quaerimr,  Productum  aut 
Factum  (id  est  ex  Muitiplicando  et  Malclplica- 
tore).  Uterque  et  Multiplicandus  et  MuldpU- 
cator  communi  nomine  dtcunmr  SactWesy  qoo- 
niam  efflciunt  Producram;  unde  etiam  nomea 
Coefficiens^  quod  damr  Multiplicatori ,  qlKNiiam 
simul    cum    Multiplicando    efficit    Producmm. 

Problema  ipsum :  reperire  A  ex  B  et  -^   In* 

dicatur  aequationei^=-  B  qua6  ita  verbis  ex« 

primitur;  si  B  multiplicatur  per  -  ,  Productum 
esi  A. 

%.  64.  Oiroll.  I. 

A  ti  B  possunt  esse  numeri  puri^  qui  si 
sunty  problema  solvendum  mulciplicadone  hoc 
est.  Ex  datis  duobus  numeris  invenire  teriium 
mmerumy  qui  sit  ad  alterutrum  eorumy  u$ 
alter  numerus  est  ad  unitatem»  Si  Exponens  est 
integery  problema  hujus  est  argumend:  Muiti* 
plicare  Quantum  per  numerum  integrum^  est 
tipirire  aliud  Quahtum  ^  quod  toties  comHseat 

iU 


^ftiemmoNB  Gecmbtrica«  fy 

ntud  j^iamHmj  quoties  iste  numerus  cmtim^ 
mtotm.  Caecenim  Muldplicandus  acqiie  Pn>- 
tem  .{iDssnt  tcsas  fmmefi  iemminatif  aed 
lhkq»(iGat(ir^eiiiptr  zsiymmerm  pums. 

5«  65«  De  bivisione.  Definitio. 
OcProporctonis  AiBsz^xi  cerminQS  ma^ 


m 


». 


cedens  A  multiplicatione  repericur  ex   cermi- 
Ji»  conseqoenm  B^  acqu^  Exponence    -j  ica 

^  B  reperiri  pocesc  ex  ^  ec  -  ♦   atque  - 

^  4  et  B.    Acdo  mentis  ^  qua  ica  auc  B  anc 

n 

j^^ricor»  didcur  Divisio.    Terminus  ji  Dl* 

^^^ienius  i  \s  ^  <\\x\  qoaeritur,  Quatus^  acquereii- 

V^^  cerminus  Divisor  appellantur. 
Quare  Divisione  daplelc  solvicur  problema: 
)•  Quaeritur  reperire  Exponentem  Ratiofds 

^x  B.    In  li6c  probiemate  B  est  divisor  ,•  -  esc 

^^MUS',  acque  numerus  est  invenisndus ,  qui  sit 
unitatem «  uti  Dividendus  est  ad  Divisorem. 
Si  in  hoq    problemate  B  est  pars   aliquota 


n 


A^  Qaotus  -  est  numerus  inceger^  ac< 


m 


iBdicac^  'ifuot  sint  partesi  Di?isor  au* 
^em^  ^fianta  sit  quaeHb^  fmrs^  acque  quaa^ 
jwbur  mmwrusi  qui  tP^es  imtinet  unitatem^ 

quo* 
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quoties  Dividendus  continet  Divisorem*  Ict 
proposica  Racione:  36  floreni:  3  floreni^  qoae- 
^ricur ,  in  quot  partes  aequales  divisi  sim 
36  floreniy  si  quaelibet  pars  est  3  florenl; 
ubi  respondecur:  in  12  parces:  vel  quaericor 
quoties  36  floreni  contineant  3  florenos  y  acque 
respondecur:  duodecies.  Haec  igicur  est  actio 
metiendi ,  ubi  Dividendus  esc  Quantum  meticfh 
dum^  Divisor  aucem  mensura. 

Ac  vero,  si  Divisor  non  esc  pars  aliquo- 
ta  Di videndi  9  Quotus  est  numerus  fractus , 
acque  mensura  Quanci  A  non  esc  ^^  sed  pars* 
aliquoca  ipsius  B ;  quae  qualis  sic ,  definicur  De« 
nominacore  Exponencis,  veluci  8  metra:  6  me- 
cra  =  y ;  ubi  mensura  esc  duplum  mecrum  ^  auc 
tercia  pars  6  mecrorum, 

st.   Secundum  problema  hujus  esc  argumenci: 

Ex  dato  Exponente   -  9  atque  termino  antece* 

dente'  A  Kationis^   reperire  terminum  fonse^ 

quentem  B;  ubi  -  est  Divisor,  B  esc  Quocus. 

Hac  igicur  divisione  invenicur  Quantum  B^  ad 
quod  sit  quantum  A^  ut  exponens  est  ad  uni- 
tatem.  Si  Divisor  esc  numerus  inceger »  Quoais 
significat,^«^«/^  sitpars  Dividendi ;  Divisor  au- 
tem ,  quot  sint  partes^aequales :  velud  36  flore- 
ni :  1 2  :;:=  3  floreni ;  ubi  proponicur  problema : 

si 
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si  36  fifreni  in  id  panes  aequaks  dividun^ 
tur  ^  quanta  est  quaelibet  pars^  acque  univer- 
80 :  dmdere  Quantum  aliquod  per  numerum 
integrum  9  est  invenire  eam  partem  hujus  Quan^ 
tij  quae  toties  continetur  in  ipsoj  quoties  uni* 
tas  cMtinetur  in  dato  numero.  Sed  si  Divi* 
8or  non  esc  numerus  inceger,  improprie  ille  di- 
dcor  indicare  numerum  parcium  aequalium* 

$•  66.  CorolL  i. 

In  priroo  problemace  Quocus,  acque  in  se- 
cundo  problemace  Divisor^  semper  esc  numerus 
purus. 

%.  67.  CorolL  2. 

Duplex  hoc  problema  cum  solum  usu  ve- 
nic^  quando  A  tt  B  non  sunc  numeri  puri. 
Sed  si  sunc  numeri  purij  nihil  inceresc,  ucrum 

£  an  -  sic  Quocus. 
m       ^ 

%.  68.  Theorema. 

Si  Dividendus  A^  acque  Divisor  B  sunc  nu- 
meri  puri  »Quocus  aequalis  esc  Fracco  puro ,  cujus 
Numeracor  esc  Dividendusf  Denominacor  aucem 
Divisor. 


De^ 
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•  •  •  X 


Sed  Fractus  ;g = ^-  j  ~  ^*^:  ;|p|iJ«  c^uoniain  ex 
nanira  Fracti  =B.^  =  l.  Ergo  AiB=^. 

%.  6^.  CtnroU.  u 

Ergo  A  jfet  S  numeri  sunt  ppri ,  atque  B  esc 
Divisor  numeri  ^,  Dividen^  A  proNume^ 

ratore ,  Divisor  B  pro  Denominaiore  alieujus 

A 
Fracti  haberi  potest.  Rursus  Fracti  ^    Nume^ 

racor  pro  Dividendo^  atque  Denominator  pro  Di- 
visore  haberi  potest. 
Qi&re  etitfm.  t^tio  ^rj^n^^ive  difisioiiuaieri 

jt  p^T  Bf  eodem  modo  nptanir  t  q^o  nomevos 

jf 
fiactos,  atque  igitur  ^  etiam  indicat,  A  per  B 

esse  dividendum. 

Proportio  AiB=zC:DjSi  A^B^  C,  Z)  sunt 

numeri  puri ,  non  aliud  est ,  nisi  aequalitas  dao» 

rum  Fractorum^  atque  ^i  eamque  ita  desigpare 

^    c 

possumus  •  o  =  /j' 

S.  7U 


PROPORTIONE     GeOMBTRICA.  6$ 

5*  71«  Jinlmadv. 

Haec  de  nodone  generali  Mulciplicationis  et 
Divisionit,  quae  quoniam  ad  omnia  Quanca  re- 
ferri  debec,  numerosque  sive  denominacos  sive 
pnros,  eam  ex  nodonibus  Racionis  ec  Propor- 
cionis  hausimns.  In  sequendbus  agimus  de  mul- 
tiplicandis  ec  dividendis  numeris  puris ;  ubi  eas 
dare  possumus  definidones,  quae  huic  speciei 
Muldplicadonis  ec  Divisionis  conveniunc 


C    A    P    U    T      V. 

DE  MULTIPLICATIONR  NfMRRORUM  INTEGRO- 

RUM,  PRIMISQUE   NOTIONIBUS  POTBSTA* 

TUM  EORUM  ET  RADICUM. 

5.  71.  MulHpHcatio  fiumerorum  integrorum* 

Definitio. 

Diximus  (§•  16O9  quomodo  compendii  causa 
in  Addidone  usurpencur  CoefBciences,  qui  indi- 
canc,  quocies  idem  numerus  sic  repecendiis, 
icaque  aequacione  ma=x  designari,  a^  si 
jwcies  repecacur,  efficere  Summam  x*  Hac  rene- 
dtione  ejusdem  numeri  consistic  MuUiplicat%o 
fer  numerum  integrum.  Muldplicatur  enini  a 
per  nuttierum  inc^rum   m^    si  toties  repeti-^ 

I  tur^ 
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tur^  quoties  unitas  est  in  numero  my  aut  st 
invenitur  Totum  aliquod  stf  qthd  toties  conti" 
net  a^  quoties  m  continet  unitatem  (§•  64.) 

Haec  definido  valec,  qualiacunqae^sinc  aetx^ 
sive  sinc  'nomeri  puri^  sive  dehominatii  6iim^ 
modo  m  sit  numenis  ihc^g^r»  Ac  vefo  o^  tt  x 
semper  sunc  tjusdem  generis,  - . 

$•  ZZf  ^^  j^ssign^io^  Mukiplicationis.    ' 

Mulciplicacio  designacur  sive  signo  X  sive 
puncco  •  interposico  incer  faccores  9  uc  4  X  5  =30; 
3.i6=48..'  Si  aucem  numeri  universales  incer 
se  auc  pcr  numcros  deccrminatos  mulcipiicandi 
sunc,  plerumque  sine  ullo  signo  conjunsuncur , 
uc,  ma^  ab;vLd  similicudinem  ejus,  quod  fic  in 
Coefficiencibus ,  atque  in  numeris  denominacis; 
veluti  4an  3  florenii^  ubd  nullum  incerponicur 
signum.  Si  Faccores  sunc  Polynomia,  uncinis 
includuptur,  eodem  modo,  quo  in  Addidone  et 
Subtraccione ;  veluci;  C^  +  ^  +  0  (c^d — d)j 
atque  d  (^a  —  b^c). 

,  Quodsi  autem  numeri  determinati  Inter  se  mul* 
ciplicandi  sunt ,  signum  x  aucpunccum.  ipsis  in« 
cerponcndum  est.  Ecenim  si  apponuntur  alter  al- 
teri ,  nullo  interposico  signo ,  diversum  acquininc 
valorem  ex  loco,  quem  occupanc  (§.  4iO*  Si  in 
Arichmecica   vulgari  numerus  fraccus  apponicur 

nu* 


numero  integroi)ne..aIl(Ks^a^  non  Mulciplicft* 
do  sed  Addido  designamr ,  uc  2  ^ ;  id  esc  a  -|- }. 

$•  74.  Thcerema. 

Productum  ab  idem  esty  sive  b  multipHcat 
numerum  a,  sive  z  multiplicat  numerum  h;  id 
esc:  ab  =  ba. 


• » 


Demomtratio. 

•  Quinque  muldpliccc  numerum  qua^^ 
.  tuor^  id  esc  quaeratur  numerus 

•  ^iyifr^2/i^x  concinens  quacuor,  quod 

•  fic  numerando  quinquies  quatuor 

•  unicatest  quae  hoc  schemace  re- 
praesencencur ;  ubi  in  quaque  linea  hbrizoncali  col« 
locatae  sunc  quacuor  unicaces,  specie  punccorum. 
Ergo  quinqiie  iineae  horizontales  concinenc  Produc- 
cum  ^  quod  quaericur,  id  esc  ^'{'4^4-{'4'^4^20. 
Quoniam  aucem  nihil  inceresc,  quo  ordine  hae 
coUigvicnr  unicaces  (§.  15O  cas  eciam  hoc  mo- 
do  in  unam  Summam  coliigere  possumus,  uc 
comprehendancur ,  quae  sunc  in  eadem  linea 
verdcaliy  quarum '  quaelibec  concinec  quinque 
unicaces. 

QuactJor  i^cur  lineae  verticales  condnenc  idem 

Produccum^  auc  5+5+5+5  — ^®)^^^^?^^ 
quies  quatuor  idem  esc,  acque  quater  quinque. 

Cum 
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Cum   ftucem  idem  faleac  de  quibuslibec   Facco« 
rlbus  incegriSy  universe  esc  ab—ha. 

Ardmadv.  Haec  demonstracio  refertur  tantummo« 
do  gd  Factores »  qui  sunt  numeri  int^ri  ^  sed  fiicile 
etiam  referri  potest  ad  numeros  fractos ,  ut  in  poste- 
rum  cxplicabitun  Lagrange(i)  hujus  Theore» 
matis  hanc  dedit  demonstrationem ,  quae  est  gene- 
ralis  atque  ad  omnes  Factores  pertinet ,  in  qua  tamen 
pro  concesso  ponit :  si  « a £ H* ^ » esse ba^bb^^ke^ 
«tque  absibb+cb^  qualescunque  sint  numeri.  D^ 
monstrath  fere  hujusmodi  est. 

Tbeorema  ababa. 

Etenim  $i  ^;:;:^,  res  per  se  patet. 

Si  j  et  ^  lion  sunt  aequ^les,  sit  a:sib+c. 

]Prgo  ba;=ibi+bCf 

atque  abz=:bb+ cb. 

Ergo  ba=Labj  ii  bcrsLcb.  Sed  Producta  bcetcb 
minora  sunt,  quam'^^,^^.  Quamobrem,  eodem 
modo  progrediendo ,  pervenimus  tandem  ad  duo 
Producta ,  quae  sunt  aut  formae  gg^gg^  aut  fonnae 
g.iai  .gj  quorum  aequalitas  per  se  est  per» 
spicua. 

Sit  v«  c.  tfsasf,  br:;^;  demonstranc^l^que 
^it,  ^se  tt.|:=;|«2,  quod  ita  fit 

a—-isssc^^t  atque  ss|  +  |. 

Ergo  a.  f  H|J+ 1- } j •!•  a=3|. |-}^|,  atque si 
J.|=jJ.f,  erita.|=|.a. 

Sect 

(l)  JP«f«i  tur  ia  thiQrie  dea  nomiw,  Ki>  II.  P.  1« 
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Sed  |=sj+f  ,ergo  |.|=3j:|+|.j,  |.|=3|. 
$+i|,  atque  si  ||=:|.  J,  erit  |.|=|.  j. 

Sed  J=|+J.  Ergo  |.J=j.j+|.«,  JfcaJ. 
3+J.J.  atque  si  J'J=J.J,  erit  J.J  =  J.  J. 

Scd  J  =  J4-J,  ergoJ.J=J.J  +  fJ,  atque  J. 
^.J+^.J.  Ergo  J.J=^.J,J.J=^.J,|.J=|.|, 
ergo  9.  J=J.  a.  (i) 

§•  75*  Coroll.  I. 

MuUipUcandus  in  MuUipUcatorem  r  asquc 
MuUiplicator  in  MuUiplicandum  ad  libitum 
mutari  potett.  Haec  racio  esc,  cur  commuoi 
Domine  appellencur  Factores  ($•  63«} 

Hoc  autem  cantummodo  valet  de  numeris  puris. 
Numerus  enim  denominaius^  quae  est  qus  natura, 
Multiplicatoris  munere  fungi  numquam  potest.  Si 
Mulriplicandus  est  numcrus  denominatus,  Produc* 
cum  est  etiam  denominatum,  ejusdemque  generis 
atque  Mulciplicandus :  veluci  8X4  floreni  sunt 
32  floreni  ($•  63  ec  64.) 

§.  76.  CorolL  2. 

Ut  Summa  ex  pluribus  terminis  CS«  ^O  >  i^^ 
Productum  ex  pluribus  Factoribus  constarc 
potest^  ut  abc^x.    Primum  quaericur  Produc* 

tum 

(1)  De  hoc  Sorite  yide  Prol.  p.  SSy  seqq*  «  cst  envncii** 
Uo  j«  i  SS  4«  \i  i  eik  «auBciatio  st  |  S  |.  a« 
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cam  abf  quod  deinceps  muldplicac  numeros  c^ 
unde  novum  Produccum  abe=x.  Ica  edun 
reperioir  Producmm  ex  Faccoribus  Polynomiis , 
veluci  y=:  (a^b-c^  (^-^+/3  (g-*;- 

%.  77.  CcrolL  3* 

Si  Productum  ex  pluribus  constat  Factoribus^ 
perinde  estj  quo  sibi  succedant  ordinCf  seque 
multiplicent  Factores.  Quare  abc  ^bca^  cba 
zsacb  =  bac^cab. 

Sit  enim  abxsim^  ergo  abcsimc;  sed  me^cm 
CS«  74O  ^^%9  abc:=Lcab.  Sit  bc^Sim^  ergo  abe 
zzzamznmazssbca^  atque  ita  aliae  ordinis  muta« 
tiones.  Quare  si  grzimA^  erit  ag:!=iamA^Ama 
zsmAaz:zaAmz^Aam:=:amA.  Quod  igitiir  de  ad* 
dendis  numeris  valet  ($.  15O9  idem  valet  de  mul* 
tiplicandis. 

§.  78.  Coroll.  4. 

Si  X  est  a^  b^  r  . . . ,  Producium  ex  xy  ae^ 
quale  est  Productis  ex  Factoribus  d^b  9  c  9  • .  • .  jr  t 

veluti  5.24=5.4.6. 

■  ■  *      -.    * 

%.  79.  CorolU  5. 

^Qtlicumque  numerus  Factorem  alicujus  Pro^ 
ducti  multiplicatj  idem  etiam  Productum  mul* 
tiplicat,  veluti  3.6^=18^. 

Mmady.  Matbematici  numerum  Factorum  ali« 

cu* 
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cujus  Producti  gradtm  appdlare  solent;  ita  ut 
dicant :  Productum  cu  seciifuUj  tertii  .  • .  gradus^ 
%\  ex  duobus ,  tnbus  aut  pluribus  constat  Factori- 
bus ,  ubi  tamen  excluduntur  numeri  determinati, 
Ita  Producfum  Sahcd  dicitur  esse  quarti  gradus. 

$•  8o.  Thearema. 

Productum  ex  Polynmio  et  Monmio  inte^ 
grOf  est  Summa  Productorum  ex  Monmlo^ 
atque  ex  singulis  terminis  Polynomii. .., 

Dcmonstratio. 

Quoniam  enim  Multiplicatio   per  numerum   in- 

tq^rum  est  repetita  Additio  ($.  ^aO»   n^ultipli- 

care   Polynomium  per  Monomium   int^rum,  est 

repetere  toties  totum  Polynomium ,  id  est  omnes 

terminos  ejus,  quoties  unitas  est  in  Monomioi 

Ita  3.  C^+*)  est 
a^b 

tf  +  * 
a^^b 

id  est  3tf+3*=:3Ctf+*) 
Idem  valet  de  aliis .  quibuslibet  numeris ;  ex  quo 
concludimus:  si  omnes  terminos  Polynomii,  sive 
sit  integrum ,  sive  fractum,  sive  mixtum,  multtpli. 
cat  Monomium  integrum,  Summam  horum  singulo- 
rum  Productorum ,  qu^tfartialfa  dicuntur ,  essePro^ 
ductum  ex  illo  Mohomio  et  Polynomio.    Quare 
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S.  8i.  CoroIL  i. 

Proiuctum  ex  Polynomio  CP)  ^^  Monomh 
(M)  majus  vel  minus  est  MonomiOf  si  Poly 
nomium  majus  est  vel  minus  unitate. 

Etenim  si  P  =:  i  +  « 9  erit  MP=iM+Ma ,  ($•  80.) 
crgo  MP  >  M. 

Sed  si/>si— 0,  mtMPx=iM—Md\ 
crgo  MP  <  M. 

Quod  de  Polynomio  valet ,  idem  vatet  de  Mo« 
nomio*    Ergo  mj  z  ^ ,  si  xxi  Z  x. 

$.  S2.  Corott.  2. 

Quoniam  Multiplicatio »  si  Multiplicacor  esc 
fiumeras  integer »  est  repetica  Additio ,  ex  $•  7» 
sequitur:  xi  aequaks  numeros  cujuslibet  generis 
multiplicant  aequales  numeri  integri,  Produc- 
ta  aequalia  sunt^  id  est: 

Si  aznby  erit  ma:=smb.^  ubi  m  est  numerus 

^uilibet  integer. 

Sit  v.c.  tf=:^ 
addatur  arsb 


Ergo  ai7=:2^ 
addatur  a^  b 


Ergo  3iar  =  3* 
et  ita  deinceps,  ex  quo  universe  sequituri»j=rin5; 
ubi  ^  et  ^  possunt  esse   Qiianta  cujusiibet  gene« 
ris. 

s.  83. 


NiMEROktjte    iJltEGilORUII^»  f^, 

f.  Bz^  Corolh^. 

Si  inaequalet  numeri  aequalesj  vel  aequalei 
Humeri  inaequales  multiplicant ,  Producta  suni 
inaequalia^  idque  Productum  majus  est,  cul 
major  esi  Factor. 

Sit  enim  a^bj  ergo  arsib^c  (§.  lo.) 
Ergo  amziibm-^mcC^^.  80.) »  ergo  am^^bm. 

%.  84«  CorolL  4i 

Si  am^hm^  erii  a>b. 

Nam  si  js^,  erittf/79±:^/79  (S- 82.)«  Si^^^» 
fcrit  am^bm  ($.  83.)«  Utrumqufe  autem  repugWt 
Hypothesi.    Ergo  a>b.  (i). 

Quare  si  aequales  numeros   multiplicant  ift* 

ittquales  Humerij   is  numerus  major  esty  qui 

fnajus  efficit  Productum. 

$.  85.  CoroII.  s^ 

Si  bx=bj9  erit  ^=jf. 

Nam  si  «>j,  erit  bx^by^  atque  si  x<jr| 
tAt  bx^by  ($.  83.)«  Utrttmque  dutem  tepugtiat 
Hypothesi*    Ergo  xt=iy. 

Quare  duo  numeri^  quiaequales  multiplicani 
itumeroSf  4equales  suni^  si  Producta  tunt  ae* 
qualia. 

E« 

(i)  D«  eiiiimodi  dtmonitratibiie  Apagogica  c(ixinitft  WO^ 
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Ex  hoc  CoroU..;acqQe  ex  Cor.  4.  sequicur, 
fZ.i^siam'^  bm.  Eadem  radone  pacec,  am  'ZJm , 

^x  a^b. 

-•  .    ■  »  t . . 
l  %.  ^6.  CoroU.  6. 

Si  bx^idy^  atque  b<d^  irit  x>y. 

Nam  cum  sic  *</,  ponacur  dz=:b+fn  (^.  10.)» 
ifgo  dyz=zbx7=:by+my^  Cf*  80.)  6rgo  bx>by 
(S.  xo.),  ergo  :K^jr  (S.  84*7  . 

Ergo  xi  ^i/^  Producta  ex^  duobus  Factoribus 
fnaequalibus  aequqlia  sunt^  major  Factor  CpOiy) 
4rim  minore  (Jb<jlf)  efficit  Productum  C^x). 

J.  87.  Coroll.  7. 


. » 


V  Si  inaequaied  numeri  kiaequaies  numeros  muU 
tiplicanc,  nihil  de  aequalicat^  ve}  tnaequaKtace 
Produccorum  coHigicur.  Possunc  enim  esse 
aequalia  ec  inaequalia,  veluci:    ' 

3.8  =  a.i2.,  3.8>2.it,  3.8<a.i^/ 

♦  ■   •  .  .•         .    . 

:   $.  88.  De  Potestatibus  y  atque  de  Exponesh 
tibus  positivis  et  integris.    Definitio. 

•  Si  Producoim  ex  pJuriBus  conscac  Faccoribus 

aequalibus ,  compendii  acque  facilioris  inceTligen« 

jiae  causa,  semel  cantum  scribicur  Faccor  V  atque 

^  ad   dexcrum   lacus  supeme    numerus   indicans , 

quoc  ejusmodi  Faccores  iosinc  Producco.   Ica  pro 

aat 


/fa^^faa^flaaa  scribimr  ys^^j^s»  a\  Hicnmirems 
.^icicqr  E^cponem  JJHtest^^Sr^  siyc  simplicicer  E^^ 
ponens.  Produccum  ipsum  ex  aequaliBus  conscans 
Faccoribus  vocacur  numerus  exponentialisj  sive 
Potestas  QDignitas  f  Poientia)  bujus  FaccoriSy; 
uc  a^  esc  quarta^  d^  esc  mtima  Pocescas  nu* 
^meri  ^ ;  ubi  ^  esc  Factor  sive  numerus  funda^ 
mentalis  Po^esc^^is  a^.  Quaie  a»  =  3.  o.  a = j^, 
a*=  2.2.  a.a*  2=32*     Faccor  potesc  esse  Po- 

lynomiumj  uc  (^+^+c  — ^O**  P^  ^"^^"*  P^ 
lynomium,  ica  eciam  Produccum  ex  Faccoribus 
Monomiis ,  si  ad  aliquam  Pocescacem  est  eveben- 
dum,  uncinis  includicur,  uc  (^abcdf. 

%,  89.  De  Radicibus  Potestatum^  atque 
dt  Exponentibus  fractis  e$  negasivis. 

Definitio, 

Ipse  numerus  fundamencalis  a^  id  esc  Faccor 
Pocescacis  s^ ,  vocacur  numerus  radicalis  sive 
Radix  hujus  mtimae  Pocestatis.  Ergo  ut  a^  esc 
quarca  Potestas  Factoris  a^  ica  ipse  Faccor  a 
esc  Radix  quarca  numeri  a^.  Quare  Radix 
alicujus  numeri  esc  Faccor  Producti  aequalium 
Faccorum^  atque  esc  secunda^  tertia^  quar^ 
M  ••••  Radlx  j  si  hoc  Productum  ex  duobus , 
tribus,  quanior  ••••    Faccorjbus  constac.    Rar 

dix  ica  sigoo  V  nocari  solec»  uc  buic  signo  in* 

•■     ■  ••  •  -'  ■     ... 

scrip* 


f6  V.  l.  C.  y.  DB  MULTIPLICATIOHC 

«criptus  sic  numerus  indicans,  cujusuani  ordinis 
ftic  Radix ,  sive  ex  quoc  Faccoribus  conscec  Pro- 
fluccum,  veluti: 

3  4 

V8=3a,  quoniam  a.ft.  azsSna';  V  i6na, 

quoniam  a.  a.  9.  2  b  i6  b  a\ 

5 

Va43«3,quoniam  3.3-3-3*3=*43  =  3** 
Ipse  numenis  ladicalis  potesc  esse  expaneth 
flalis  sive  Exponentem  liabere,  uc  V  ^,  veluci: 

V4^  =  Vi6^2,  quQniam a* 2. 2. fi==:i6=4. i^. 
V  »7*  =2  V  729  =5  3  r  quoniam  5.  3 .  5.  3.  3.  3 

s=s  729  =  27.  27. 

Commotdi^s  auc^tp,  acque  ad  Anchme^- 
^m  universalem  aptius,  Radix  notamr  nur 
mero  fracto,  cujus  Denominator  indtcat»  cu- 
jusnam  ordinis  sit  Radix;  Numerator  au-^ 
tem ,    ad    quamnam     Potestatem  *  sit    evecta : 

yeluti4'=:  y  4* ,  27^=  V  27^.    Ergo  pro  Y  ^  » 
scribitur  a^j  atque  a^.   pro   V/x^^  (a  +  b — c^m 

n 

pro  V  C<j+*  —O»  C'^+*— 0" » ^«■o  VC<H-*— r)». 

Similiter  numerum  f^ctum  formae  ^ « ,  ci;i- 
|us  Numeratot  est  ^nitas,  acque  Penomina* 
tpr  esc  numerus  exponencialis »  Exponence  ne- 
gacivo  designanc  Mathematici  9  ica  uc  scribac^r: 

|Utio  hujus  Notationis  postea  explicabitur. 


NUBfBRORUIf    iNTEdRoatnn^  ^2 

$.  90«  Anifnady. 

^  dicitar  etiam  Qu^ratum ,  atque  a^  Cuhs  nu* 
meri  a.  Causam  bujus  Denoniinationis  Qeometrig 
docet.  Similiter  ra4fx  sccunda  et  tertia  eti(un  yo- 
pitur  Radix  quadrata  et  cuUca.  Usus  voluit,  ut 
JLadix  sccunda  indicaretur  signo  V  sinentmiero  io» 
scripto,  ut  V  i6ii:i6*z34. 

%.  pr*  Theorema^ 

Productum  ex  numeris  exponentialibus^  qui^ 
hus  idem  est  Factor^  ea  $st  Potestas  hujus 
Factorisy  cujus  Exponens  est  summa  Expo* 
nentium  horum  numerorum^  id  est: 
»"/  =  ^""^';  a"//^^=^*  +  *+^+S  ubi 
^j  ^9  p9  9  s^^  numeri  integri  po^tivi^ 

Demonstratio 

4  S 

^   per  a  multiplicetur. 

,a  a^aaaa.aaa^a  :=ia  ,  ,  atque  universe 
(T  a^  =iaaaa...*  aaaa  •••• ;  ubi  prior  Potestas^ con^ 
tinet  m  Factores ,  posterior  n  Factores ,  atque  adeo 
Factorum  numeru^ est m  +  n.  Ergo  a  a  =ia  • 
Animadv.  Numeri  exponentiales ,  quibus  idem 
est  Factor ,  dicuntur  homonjmi  ;  heteronjmi  autem  , 
'si  diversos  habent  Factores.  Ita  ^  et  ^  sunt  ho^ 
tfotrfmi ,  sed  a    et  o    sunt  hefefofiymi. 


S*9^ 


d 
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Numeri,  quibus  non  est  adscrtptus' Exponens^ 
babendl  sunt  esse  priinae  Potestatis ,  id  est,  quo- 
rum  Exponens  sit  unitasjixz  ut  asiaf. 

Etenim  a   a:=sa 

$.  93«  CdfoU.  %.     . 

«  ^  sV^^y  23«  z^a.  Ergo  «  est  se- 
cmida  PotestiEs  siw.  Quadratmn  nitmeri  n*,  Sin^iliter 
^  a  a  :=2\ja  Jcza  ,  s:;^  •  Quare  4?  est 
tertia  Potestas  nuineri«  ,  ^tque  universe ,  cujn  sit 

O  y  =  a"^  j  a^  est  /tima  Potestas  numeri  a", 

.veluti: 

Gv^  =:.a"  5=  Ca  ^*  =  64.  64  =:  4096. 

Quare,  utreperiatur  secunda^  tertia^quar* 
ta  ....  Potestas  alicujus  numeri  exponentialis , 
Exponens   hujus   numeri  per    9.  3,  4  ...  esi 

multiplicandus. 

Rursus,  cum  sit  a  nsC^  Jr  z=i\aj  ^  ^tima 
Pptestas  numeri  a  est  ntima  Potestas  numeri  a* 
Similiter  a  est  ptima  Radix  numeri  «  * ,  atque  (f 
est  i3tima  Radix  ejusdem  numeri  a* ;  a  est  radix 
secunda  numeri  a  , sed  radix tiertia numeri a^^ etc» 

$•  94,  Cwoll.  3.   • 


»    .81 


§i  x^ss^abcd^  erit  x   :s=xa   b   c   d   zn^abcd)  • 

Ete- 


'    NuMBRORUM  Intbg^prum..:  7Sii 

.  EteDim  jc*  ss  aicJ  'abedzsia  ^  c  JT  ^ 

^  a       Q       o        9 

%  S3  ^^  abcdabcizsk  a  b  c  a  y  ^qiie  uniyerge 

;c  ziz  abcd  ••••,abcd  .^^iUfcd •f::^a^  b  c  4h««^«( 
.  Nam  coqai8tit  ex  m  Productis,  quprum  ^gqla 
sunt  abcd  •  •  • ,  indefinito  numero  Faccorum» 

£cg9,  .^oc^tas  i^cpjus  Producti  ex  diveisis 
Factoribus  est  Productum  ex  iisdeRi  boniai  Facr 
torum  Potestatibus. 

,     S«  95»  CoroU.  4.' 
Ergo  unitates  dlversorum  ordititun  jo  Sys^^tQ 
Dyadko^Decadico  etDodecadicQ^ii^que  bujus  gmer 
ris  ^numeris  exponentiaiibus  repraesentantur ;  vduti^ 

<i>£dbf.d!.    3^    4.    5.    6    .umn 

UnltasSyst.Dyad/i  i    a*    a^    a*    a    ^.a.^* 

Tv       j.   .  »345.   ^   •— f 

•  •    •  Decadici  i  10  xo    10    xo    10  r«.«  16 

T^jj--  »345  .    »— f 

•  •   Dodecadicii  la  12    12    12    12  ••••  la 
Ergo  numerus   quilibet  determinatus  N  Syste- 

matis  Decadici  potest  repraesentari  hac  sqrie : 

2345 
N^a+b.  lo+c»  *o  +rf.  10  +e.  10  +/10  +••#• 

ubi a^byC^d^e^f... possuntesse i , 2,  3,4, 59^**«9 

aut  etiam  o;  veluti:  ^^=3340678  =3  8+7.  io+6^  10 

4  5     «  .      6        12        18        a4 

+4.  xo  +3. 10  .  Ergo  numen  10  ,  10   ,  10   ,  10    y 
lo*^,  10^^,    repraesentant  Milliones,    Billiones- , 
Trilliones,  Quadrilliones,  Quinquilliones ,  Sextil* 
liones  ($•  4x.). 
Numerus  AT,  secundum  Systema  Dyadicum  desig^ 

natus ,  bac  serie  repraesentatur. 

N. 
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ubi  ay  b^  c^  d  ..•  designant  aut  z  aut  o;  velu«» 

ti  :  I  lOI  1 1  I0«H-2%-2^+2^+ft  +2^ 

Numerum  autem  Dodecadicum  haec  series  leprae^ 
aentat: 

N=ia+t.  12+c.  i2*+</.  i2^+e.i%^+f.  ia^+ ... 
nbitf,^,^9^9^9/«««possuut  esse  i.  a.  3«.«9.  lo.  it 
ct  o. 

Series  i+x+«*+x^...+x*,  quae definit  Sys- 
tema  numerorum ,  ubi  in  locum  ipsius  x  ponuntut 
lo,  a,  la  4..  dicitur  scala  jlrithmctica. 

Hisce  adjungimus  Potestates  numerorum  a,  3^ 

4»  5»  ^9  7f  ^9  9  ^^  1I9  quae  illustrare  possuBt 
ea,  quae  de  numeris  exponentialibils  dicta  sunt, 
atque  etiam  usui  sunt  in  nonnullis  partibus  AritlH 
meticae  universalis. 
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NtJMSROtlUM    ISITtoRORUM.  ^ 

5.  96.  CoroiL  5. 

tJt  MultipUcatio  per  numerum  integrum  est  rt» 
p^titd  Additio  aequalium  nnmerorum  (§.  72.)»  itt 
evectio  alicujus  numeri  ad  aliquam  Potestatem  est 
repetita  Multiplicatio  per  eundem  numerum ,  atquei 
numerus  exponentialis  a*» ,  cujus  Exponens  m  est 
numerus  integer,  est  Productum  ortum  ex  repeti« 
tis  m  Factoribus  aequalibus.    £x  quo  sequitur. 

Si  aequales  numeri  ad  eandem  evehuntuf 
Votestatem^  Producta^  sive  numeri  exponentia^ 
les  inde  orti^  aequalia  sunt;  id  est,  si  a  =  b^ 

erit  ^^^**. 

Nam  si  a  z=ib 
Multiplicatur  per  a  z±zb 

Productum  est  a^zr^b^. 
ita  repetita  Multiplicatione  fit  tf^±:i^,/?*nd*% 
iuque  universe  a^^znb^^  ubi  m  esc  numerus  int#rf 
ger  positiVus. 

S»  97 •  Problema. 

MuUiplicare  numeros  determinatos  diversd^ 
tum  Ordinum^  secundum  Systema  DecadicuM 
Mtatos^  per  numerum  unius  ordinis. 

Solutio. 

Numerus  multiplicandus  est  Polynomium^  Mul- 
tiplicator  autem  jMommium.  Ergo  singuli  Poly- 
nomii  termini  per  Monomium  surit  multiplicandi , 
ttqee   haee  producta  partialia  in  imam-Summati 
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coUigenda.  Multiplicationi  inservit  Tabula ,  cuivis 
cognita,  continens  omnia  Producta,  quae  ex  Fac* 
toribus  1.2.3.4..  10  effici  possunt;  quam  ra» 
bulatn  Pjthagoricam  dicere  solent ,  quoniam  Pjtha^ 
goras  eam  invenisse  dicitur. 

Quod  si  igitur  quaeritur  7.  245 ,  seu  septies  nu- 
merus  245,  qui  ex  tribus  constat  terminis,  cal- 
culus  hic  est :  7  (aoo +40  +  5)  =  1400  +  a8o  •+-  35 
8x715;  qui  hoc  modo,  aut  a  postrema  auc  a 
prima  nota  Incipiendo  ,  potest  institui : 

^45  245 

7  7 

-  aut       - 

35  1400 

a8o  s)iO 

1400  35 


1715  17»5 

StA,  cum  nota  o  nihil  faciat  ad  Summam,  omitti 

potest : 

»45  ft4S 

7  7 


35 

»4 

28 

a8 

14 

35 

1715  *7'5 

Possunt  etiatn  nutneri  sequentis  ordinis  in  Produc< 

tls  partialibus  scribi  in  secunda  linea  Iiorizontali ,  ut 

245  79365439^ 

7  9 

3I7456718 
683543281 


1715  7i4a88$>5a8 


Ple. 
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Pleromque  tamen   numeri ,  qui  in  Productis  par« 
tialibus   ad    sequentem    ordinem    pertinent ,    non  • 
scribuntur ,  sed  cogitatione  adduntur  numeris  hu« 
jus  sequentis  ordinis.     Tum  autem   Multiplicatio 
a  postrema  nota  est  incipienda ,  ut : 

79365439^ 
9 

7142889528 
Exempla    Multiplicationis    suppeditant    Potestates 
numerorum  I.  II  .••  VI.  J.  95.  ut:  7.  (i  17649) 
=  823543. 

$.  98.  Coroll.  I. 

Si  numerum  multipUcat  lo,  quivis  ordo  uni* 
tate  major  fit;  quod  indicatur  addita  nota  o 
ad  finem^  veluti:  10.245  =  2450. 

Ergo  si  numerum  multiplicant  10,  lo»,  lo^, 
lo^  •  •  •  lo» ,  una ,  duae ,  tres  quatuor  ...  /1  no« 
tae  0  ad  finem  adscribuntur  numero ,  ut  lo^.  245 
=1000. 245=2245000.  Ergo  etiam  245. 70—2450. 7 
S17150.  Omnino,si  quis  numerus  multiplicandus 
est  per  a.  10" ,  primum  multiplicatur  per  a  ,  atque 
deinde  huic  Producto  ad  finem  adscribuntur  n  uotae  0. 

$•  9^.  Theorema. 

Productum  ex  duobus  Polynomiis  P  et  p 
aequale  est  summae  Productorum  ex  alterutro 
Polynomio  pf  atque  ex  singulis  terminis  alte^- 
rius  Polynomii  P.  Id  Productum  etiam  aequa^ 

It 
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fe  et$  Produeto  ex  singuUs  ierminis  alseru^ 
frius  atque  singulis  terminis  alterius  Polf^ 
pmii. 

Demonssratio. 

Sit  P=«4-*  +  ^-(-rf+#  ..• 
/>=        P 


tvgo  Pp:=:iap+lfp+ep+dp+ep  •••    $.  8q.  82 

'  erit  Ppz=:aa  +  a(i+ay  +  ai  ... 
+  b»  +  bfi  +  by  +  bl  ..  , 
+  CX+  cfi  +cy+ci  • .  . 
+  dx+  d^  +  dy  +  di  ... 

^  ita  deinceps. 

§.  100.  C^r^//.  I. 

Ergo  si  Binomia  (a+b)  et  (c+d)  atque  T^ — *) 
fjt  (^: — rf^   inter  se  multiplicantur ,  exsistunt  haec 
Producta : 
I.  {a+b^(c+dz=ia(c+d)+b(c+d)z=:ac+ad 

+  bc+bd  (S.99J 
a.  (tf — b)(c — d)=a(c — d) — b(c — d)=:ac — ad 
—  (bc^-rbd^z^xac^^ad — bc+bd.  $.  32. 
fx  quo  sequitur : 

a.  Si  numerus  positivus  per  numerum  nega- 
fivum^  vel  numerus  negativus  per  numerum 
positivum  multiplicatur  ^  Productum  est  nega- 
(ivum. 

b.  Productum  ex  dt^obus  numeris  negativis 
fff  positivum^. 

Quo- 


.    NuiUiRORuiift   Integrorum.  ^9. 

QiioQiam  autem  per  se.  patet ,  Productum  ex  duo«. 
bus  numeris  positivis  esse  positivum ,  has  enunciatio» 
pes  in  unam  contrahere  possumus  hujus  argumenti : 

€,  Si  signa  duorum  Factwrum  aequalia  sunt , 
Productum  est  positivum^  sed  si  inaequalia 
umtj  Prpductum  est  negativum. 

Animadv.  Quo  magis  perspicue  pateat  veri« 
tas  hujus  praecepci,  proponatur  numerus  8  roulti* 
plicandils  per  7 — 4.  Productum  7. 8=:56justo 
majus  est«  Neque  enim  totus  numerus  7  multi-' 
plicat  89  sed  diminutus  numero  4.  Ergo  Produc- 
tum  56  diminui  debet  quantitate  4.8=232,  id 
est,  a  Producto  56  subtrahendus  est  32.    Quare 

(7  -^  4)  8  =  56  —  32  =  24 ,  id  est ,  f— 4;  8  =  —  32* 

Si  12  —  4  multipHcandus  est  per  7 — 4,  primum 
invenitur  7  fi2 — 4)  =84— 28=56.  Hoc  autcm  Pro- 
ductum  justo  majus  est.  Nequcf  enim  totus  numerus 
7  multiplicat  numerum  12 — ^4,sed  diminutus  nume- 
ro  4.  Ergo  a  Producto  84  —  28,  subtrahendum 
est  4  (12  — 4)  =  48  — 16,  aut  ipsi  addendum  est 
16— 48  =  — 32  (§.  32.).  Quare  (7 — 4)  (12—4) 
C284  —  28+16 — 48  =  100 — 76  =  24;  ergo  ( — ^4) 

(-4)  =16. 

§•  loi.  CorolU  2. 

Productum  ex  pluribus  Factoribus ,  qui  aut 
mnes^  aut  ex  parte  sunt  negativiy  negativum 
4itf  H  numerus  negativorum  Factorum  impar 

€Stf 
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est^  sed  positivum^  si  hic  numerus  par  cst^ 

veluti : 

( — d)  ( — F)  czi^abc. 

(—d)  (— *)  (— <)  d^zs^^ahcd^  caet. 

Quare  etiam  Potestas  numeri  negativi  est 
positiva ,  si  Exponens  est  numerus  integer  par » 
sed  si  impar  est,  Potestas  negativa  est,  velu^ 
ti:  C^ay^^aii-^ay^a^      . 

Ex  quo  sequitur,  Radicem  quadratam  'numeri 
a-^  non  solum  esse  +  ^ •• ,  sed  etiam  —  /x»  ,  quo- 
niam  non  solum  (-4-«"')  (+ « •)  =2  ^a» ,  9fid  etiam 
( —  am)  ( —  ^w)  =  ^a"»,    Sed  Radix  quadrata  ali- 

cujus  numeri  negativi ,  ut  V^—  a ,  non  est ,  quoniam 
non  iieri  potest,  ut  — ^  sit  Productum  ex  duobus 
Factoribus  aequalibus.  Quare  V  —  a  atqueuniver* 

sn  V 

se  V  — ^9  id  est,  Radix  ordinis  paris  ex  numero 
negativo ,  f:on  cssc  potest ,  atquc  dicitur  impossibilis. 

Sed  V  —  a  ^  atque  universe  V  —  a  ^  id  est 
Radix  ordinis  imparis  ex  numcro  ncgativoj  cst  w- 
gativa*  Omnis  dcniquc  Ra^ix  ordinis  paris  ex 
numcro  positivo  est  positiva  ct  negativa  ^  id  est 
V^s=!+*  si  «=***. 

Animadv.  Per  se  patet ,  %fh  indicare  numerum 
quemlibet^dirtf/!»  ,  sed  aw+i ,  atque  2»5— i  imparem. 

§.  loa.  Coroll.  5. 

Ex  hoc  Theoremate  explicatur  methodus  nume- 

ros  determinatos  ,  compositos  ex  diversis  ordinibus  , 

inter  se  multiplicandi ,    quam  docet    Arithmetica 

vulgaris. 

Quae 
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Quaeratur  24  x  36=:*»atque  ^46  x  483=7, 
ergo   X  s  24  (6  +  30)  =:  144  +  720  rs  864 
atquejFC=246  (3  +  80+400)  =738+19680+98400 

=  118818. 

Eodem  modo  procedit  calculus  Arithmeticae  vul- 

garis 

2005 
6003 


246 

483 

—  aut 

246       246 

483       483 
aut  ita  — 

483 
246 

738 
1968 

984 

984       628 
1968      II 
738     628 

134 

2898 
1932 
966 

I188I8        II88I8        864     II88I8 

12 


6015 
12030 

I2036015 


II8818 

quae  eadem  est  Methodus ,  praeterquam  quod  no- 
tae  o  compendii  causa  omittuntur.  Nitiil  interest 
a  quanam  nota  Multiplicationem  incipiamus ,  dum- 
modo  caremus ,  ut  notae  ejusdem  ordinis  in  eadem. 
linea  verticali  scribantur.  In  schemate  primo  ini« 
tium  fit  ab  ultima  nota,  in  schemate  secundo  a 
prima  nota.  Possunt  etiam  in  singulis  Productis 
partialibus  notae  majoris  ordinis  in  sequenti  linea 
horizontali  scribi ,  uti  factum  est  in  schemate  tertio. 

Quoniam  (J.  74.)  idem  oritur  Productum ,  sive 
a  per  bj  sive  b  per  a  multiplicatur ,  Multiplicatio 
ipsius  b  per  a  potest  esse  indicio ,  an  Multiplicatio 
ipsius  a  per  b  rite  peracta  fuerit ;  quod  indicatur 
achemate  quarto. 

Schema  quintum  docet,  quomodo  agendum 
•it,  si   notae  o  sunt  in  Multiplicatore*    Etenim 

aoo5 
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ftoo5x  ^003  s  2005  C3+<^oo)  £=s  6oi5-fTiflto3060o. 

S,»036ol5 

Exempla  Multiplicdtionis  suppeditant  Potestttes 
nuiiierorum  I...VK  J.  95,  veluti:  Ci5943ft3> 
=  »594ia3*  15943^3=3  »541865828329. 

jtnimady.  Exempla  Multiplicationis  numerorumy 

secundum  Systema  Dodecadicum  designatornmt  haec 

sont: 

41T38 
TT70  * 

2517180 

,  399444 
399444 


4i96a358o 
atque  secundum  Systema  Dyadicutit 


iiiii 

lOIII 

iiiii 
iiiii 
iiiii 

IIIIIO 


lOIIOOIOOI. 

§•  103.  CorotU  4. 

Multls  saepe  modis  Multiplicationis  calculus  bf6* 
Vior  reddi  potest;  ex  quibus  duo  hoc  loco  no* 
tentur. 

Quoniam ,  ut  numerus  multiplicetur  per  lo*  y 
nihil  aliud  faciendum  est ,  nisi  ut  numero  adjic!an« 
tur  m  notae  o ,  exsistit  brevior  calculus ,  sl  MuU 

tiplH 
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tiplicttor  est  9  »  99  9  999 »  9999  •  •  •  et  universe 
xo*— -!•  In  Multiplicatione  per  hos  nuineros 
commode  adhibetur  Subtractio,  quia  a  (10* — 1} 

Sit  fli=3i,ergo  (10* — 1)^599^,  veluti  3856, 9  a  38560 

—  3856 

3470+ 

,     .     .    .    .    =99«  .  .  3856.99=385500 

—    385S 

381744 

=9990  .  .  3856.  999  S3  3856000      • 

—         3856 


9         •        •        •        • 


•       • 


»         •        • 


385^144 

•  =39999« . .  3856. 9999  r=3  38560000 

—        385* 

mmi^immmmmmmmmmm 

38556144 

•  £=999990 . .  3856. 99999  =3  385600000 

—  385^ 


38596144 
Ica  etiam ,  si  Multiplicator  est  98 ,  998 ,  9998 

ee    universe   10"  —  a ,  quoniam   a   (10"  ~-<  a) 

'U  «i>.^,  ergo  (lo"— a)  0=98« ,  veluti  3856. 98 = 385600 

—  •  77ift 

377888 
,     .    ,    ,    .    sr=998«  . .  3856.  998  S3  385500O 

•  —    •    77ta 

3848^88 

,     ....    099980  -. .  3856.  '9998  =3  38560000 

—        771* 

8855a»8? 
N  H09 


I 
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Hoc  modo  prografi  possuniBs,  seetmdimi  Jbl^* 
nalam  generalem  a  (i^  ^V)fsxm.  lo^  •—  d#b 
Nam  si  ksni ,  MaltipUaitores  fiimt  97, 997 ,  9997  ••• 

Sit  ffi=»,  ergo  O  0*"— 3)  ^^=^97^1^  veluti  3855. 97  s  385(506 

~  ii5<St 

37403» 

K=;8»    •    •    •    »    :=997A  «•  3856.  997  a38s6oo( 

— •    1x5« 

384443S 
VKSBii^  ^     m    •    •    •    ^=3^970  #  •  3856.  9997  s  38s6oo( 

—       iiS< 

3854845 

'    ct  ttft  dt  tlHs  MukipliGUoribus,  qui  non  mulcum 
dUTerunt  ab  10*. 

Saepe  etiam  commodior  redditur  calculus  par« 
tindo  Miikiplicttorem  in  &uos  Factores,  vebiti 
48^Kza6.  8«  a.  Quare  primum  a  multiplicatur  per  6  ^ 
deinde  per  8.  Sed  hoc  latius  paret.  Nam  cum 
MtfltipUcator  B  sit  uoiverse  faujus  formae: 
Jssa-vio^  +  100C+  iQood  . •  10"^  9  si  noxmulls 
ex  his  terminis,  aut  Summae  nonnullorum  termi- 
Boium  commnnem  habent  Fadorem^  saepe  fiiciliar 
reddi  potest  calculus,  veluti 

Sit    £=r^  +  io^+ioo^,   atque  i+iocssar^ 

uode  (S*  82.)  fo^4-ioQ^£=:xo^r, 

crgo  -Bsr/j  +  io^rsa^  (1+ xor),  ($.80.); 

vpluti  328  =  8  Ci+40) 
t  <S48  =  8(i+8o^ 

497  =  7?! +70) 
819=9  O+S^)* 

Sit 


•  « 
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Sk  MnMplifmrlM  435«  «Bd 
435. 3*8=8.435(1 +40)=3  ^.^^Jigf^o 

Prpdoetiini  t^6SQ 

43$.M=8.4S5C«+8«)a  ^^ff^SjiJl^So 

Productum  a8i88o. 

Ita  etiam  si  complures  sunt  numeri ,  qui  commu* 

nem  liabent  Factorem, 

Sit  jB=:  6432168,  atque  ^24356784 
ergo  ^  X  £  ss  8  if  (Seoooo + 4000 + 20  •<- 1) 
Sit    CsaS^. 

[D^aoCzsiCoA. 

£  =  200  /)  =  32000  yt. 

F  ss  200  JB  ss  6400000  ^* 
Ergo^.^s=:C+^+^+/*«  £st  autem 

C    •••••.    34854*4 

i)=:ftoC  ,  •  •  •  69708480 
£^2ooD  •  •  •  13 941  696000 
F:si20oE  •  «  2788339200000 

ergo  A.B^  •  •  •  •  2802354089904 
De  aliis  methodls  in  posterum  dicecun 

$•  104.  Probkma. 

Numeros  untvetsaUs^  Polymmla  et  Mo* 
nomia^  inter  se  muliiplicare. 

Solusie. 

i 

KumerOnim  inii?ersalium  Multiplicatio  fic  seeun- 
dum  regulas  expositas^  Praeterea  observaodim  ess/L 
h  Oido  reqtiiiicx 
1«  U$  Murm^  quao  issigumss  Pe/jmmia  u  Hbh 
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nmia^  quantum  id  fUri  potcst^  ordinem  serfent 
clphabeticum.  Quare  Monomia  ba^  bae^  chh,^ 
ebxdaj^  ita  scribantur  ab^  abe^  abcd^  abedxj\ 
atque  Polynomiam  ctf +^+^  — - de  — •  b+eba^ 
MihtLtm  a-i^ac+abc-^b+bd — cd.         \ 

t«  Si  in  Polynomio  sunt  numeri  exponentialed  9 
qui  eundem  habent  Factorem ,  hi  ita  collocentur  ,  ut 
in  serie  quadam  progrediantur  Exponentes.  Secun- 
dum  hanc  regulam  v.  c,  collocati  sunt  termini 
hujus  Polynomii  a^  —  a^b+a^b^ — a^b^  +  a^i^ 
^ab^+b^  ubi  Exponentes  Factoris  a  dtminuun- 
tur,  sed  Factoris  b  Exponentes  crescunt. 

Hic  ordo ,  qui  maximi  est  momenti ,  etiam  tum 
tenendus  est,  quando,  eo  servato»  CoSfficienteif 
non  possunt  sequi  ordinem  alpbabeticum ,  nt 
cx^ + dx^  +  ax^  +ex  +  b.  Hoc  Poljnomium  didtur 
cssc  scriptumjuxta  ordincm  Exponcntium  Factoris ». 

3«  Numeri  determinati  ponuntur  ante  liumeros 
universales»  si  eorum  sunt  Multiplicatores  seu 
Coefficientes.  Scribatur  igitur  3^ ,  non  vero  a.  3. 
Universe  quilibet  Coefficiens  anteponitur  numero, 
cujus  est  Coefficiens ,  xxtax^  ^tdfx. 

4.  Quo  facilius  fiat  reductio  Producti  ad  simpli* 
cissimam  formam ,  Producta  partialia ,  quae  aeqiia* 
lia  sunt,  aut  solis  Coefficientibus  differunt,  alte* 
rum  sub  altero  coUocentur. 

n«  Brevitas  atque  simplicitas  expressionis  haec 
.praescribunt : 

I.  Si  Productum  habet  duos  aut  plures  Factores  , 
4^ui  sunt  numeri  determinati  ^  in  eorum  locum  acri- 

ba- 
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batur  Productum  ez  ipsis,  veluti  isax^pros.s^x^ 
NQQBunquam  tamen  tdesse  potest  ntio »  cur  sepa- 
nd  mineant  factores ,  v.  c.  si  ita  melius  perspici» 
tor  ordo  atque  regula  quaedam  generalis« 

2.  Termini  aequales  qusdem  Polynomii  ad  uni* 
tmn  redocantur  terminum  aut  addendo  aut  sub« 
tnheodo,  si  signa  Iiabent  aequalia  aut  inaequalia, 
iti  nt  prorsus  ddeantur ,  si  Summa  positivorum  ter* 
niinoram  aequalis  est  Summae  negativorum. 

Ergo  pro  a+a+a^  ab+ai—ab^—ab^aB-^ai 
'^dhc^abc  scribatur  ^a + a^*. 

Idem  fit,  si  termini  solummodo  differunt  CoSffi* 

ocQtibus,  ubi  ad  unum  terminum  reducuntur,  aut 

^^do  aut  subtrahendo  Coefficientes.  Ergo  pro 

5ob^2ab  scribatur  ^ab^  atque  prorsus  omittatur 

**oIynomium  ^ab-^o/ib^^ab  —  ab  (§.  ap.) 

3.  Si  terminus  est  Productum ,  in  quo  sunt  plures 

^^ores  aequales ,  unus  numerus  exponentialis  pro 

**^  ponatur,    veluti  pro  5^7^^^  scribatur  5<i*  **• 

^odem  modo ,  si  in  Producto  sunt  plures  ejusmodi 

'^^eri  exponentiales ,  hi  ad  unum  numenim  expo- 

^CQtialem  reducantur ,  addendis  Exponentibus  9  ve« 

-*^tf  pro  s^^a^b^n  scribatur  5^1'*^  (f.  91.) 

4*  Factores  Producti  non  scribantur  cum  ipsorum 

*^tiis ,  sed  signum .+ et  —  ponatur  ante  Productum ; 

^Stium  4-  si  numerus  negativorum  Factorum  aut 

^^us  est,    aut  par  est,    sed  signum  —  si  iste 

^^«erus  est  impar.    Quare  pro  (— <j)  (— *)  (— ^) 

^'H-J)  scribatur  —  abcd.  ($•  ion) 

^aum  exemplum  has  regulas  explicet. 

Mul- 
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Mukiplketinr  Polpkmium 
^as^i^at^    per    PcriyaoiQiiiiii   ^aatm^ 

Hae  txpmakiQCB  ^  in  ordiaeiii  fochctte^  et  airn^ 
plkioret  redditaey  fiimt;  * 

Multiplicaiidtts   4^H^*»^^{^^oi^»^^ak^-^t^. 

Multiplicator  autem  4a^i+i^i^^ S«^« 

Subscribatur  vd  adacribatur  posterior  priori  ^  Wb* 
que  siDguli  MultipIicaDdi  termini  multipIiceDtur  pet 
singulos  tenninos  MuItipUcatoris  ^  atque  faaec  Pio^ 
ducta  partialia  in  unam  ooUigantur  Summam* 
a^i  -f-  iJ**»+fto«***—     «*♦—*• 

+  a^i^+  a^i^+2oa^i^^  a^lfi^  a^i^ 

•—  ^a^b^—  za^b^ — 6oiai**^+Stf**'— S^ 

Prod.  est  4tf^*^+5iiV+78tf'*Vx3«***— <5»'*''-f-a^*^— ««( 
Ejusmodi  autem  imprimis  eligenda  sunt  exempla 
Multiplicadonis ,  quae  r^ulam  aliquam  generalefll 
docent,  aut  saltem  suspicionem  ejus  movent.  Si 
perspicimus,  eam  regulam  convenire  Productis  ia» 
ventis,  ejus  quaerenda  est  demoDstratio  9  tel 
iavestigandae  sunt  Fttiones  9  cur  Iioc  Ita  ait*  Uujus 
generis  sunt  esempkt  quae  sequuntur* 

$•  105.  Exemplum  MultipUcatimh  imma* 
merifrum  universalium. 

Multiplicandis  ioter  ae  Biooiiiia  (ip^)  (iH^) 
(^)  * •  •*  infeDimQs : 


Mmaftoitmi  IitTioRoai».    '        ^ 
i.(*f^*+*> =s^+C*+^>+*». 

•Kflt+«p+*<^+<»'+*'^'0^  M-(fli«+«*rf+f»i;<^4^rfJa:+flierf. 

+(ia^-i-ac+bc+ad-i-^d'i~cd+ae-t-^c+cc+{ie)x'' 
+{ahc+abd+acd+bcd+abc+ac(-\-bc(-\-adc+bde+<:He)x^ 
+(abcd-i-abc  c+abdc+acde+bcde)x+abcde. 

itque  iia  deinceps ,  pluribus  propositis  Factoribus. 
Hoc  czemplum  nostn  attentlone  est  dignissi- 
iDum,  cum  propter  varios  e}us  usus,  tutn  quod 
DDs  dncit  id  tlUs  Aritlimeticae  uuiversalis  partes 
gravisrimas,  atque  ad  eDunciationes  gCDcnles , 
quae  «I  co  aut  certae  esse  cognosamtur ,  ant 
propter  analo^m  et  inductionem  miximam  prte 
se  ftsnat  probabifitatem.  Quare  operae  pretium 
Cit  itiquirere,  quid  ex  ipso  aut  contlnuo  sequatnr, 
ant,  anaVogja  et  inductione  ducibus,  probabUiter 
ccodiidl  possiu 

S.  lotf.  CorM*  I. 

Vrimrai  natun  tpu  fntju  MuldpUcKioBia  per- 
apicue    docet,    Productum   m  FactoruiB    (j:+«) 

(je+f)  ix  +  e) coostare  ex  m+i  terminis, 

ita  quidem,   ut  priinus  terminus  sit  x",  secun- 

das,  tentus  ,  quanus habeat  Poteattteoi  «'^'» 

jt*— ■,  jc*— 3  ...;  ntimus  Genniiuis  simpUcem  m, 
itqoe  posuemus  sit  Productum  ex  n  CoeScKQti. 
tms  Mt  b,  e,  d  ,., 

CoMclMMi  inMn  Junim  PotewQUD  pfoduc»»- 
nir 
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tur numeris  a^  b y  c^  d  ...^  quos  Coefficientes  si 
indicaverimus  literis  A%  B^  C^  D  ..  Lj  M^  N^ 
imiverse  erit : 

(4P4-^)  («+*)  (*+0  (*+^  . . .  •  (*+«) 

...  +£r*ft+Af*+iV. 

$.  107.  CoroU.  a. 

Id  etiam,  si  ad  naturam  hujus  Multiplicatioids 
attendimus,  perspicuum  fit,  Coeffidentem  A  in- 
dicareSummam  m  numerorum  a^  b^  c^  d .. .;  B^ 
C^DfE  ...  Lj Mj  N  Summam  omnium  Produc* 
torum  ex  duobus ,  tribus ,  quatuor,  quinque ...m 
Factoribus ,  quae  ex  his  m  numeris  effici  possunt. 
Ultimus  igitur  terminus  N  est  Productum  ex  onmi* 
bus  his  m  Factoribus. 

Ita  in  postremo  exemplo  primus  Coefficiens  est 
Summa  quinque  numerorum  a^byC^d^  e;  s^ 
cundus ,  tertius ,  quartus  est  Summa  omnium  Pro- 
ductorum  ex  duobus  9  tribus ,  quatuor  Factoribus  , 
quae  ex  his  quinque  numeris  effici  possunt;  pos* 
tremus  autem  terminus  est  Productum  ex  his  quin^ 
que  numeris. 

%.  108.  CorolL  3. 

Hanc  legem  esse  universalem ,  etiam  hoc  modo 
perspicitur.  Vera  est^  si  sunt  a,  3,  4  Factores^ 
ut  patet  ex  exemplis  propositis  ($.  105.).  Si  igitur 
demonstrata  fuerit  haec  propositio:  5i  haec  lex 
yera  est^  propositis  m  Factoribus^  etia0  yera  pst^ 

pro^ 


i 


NunaoKuii  hmstikxmnL         loi 


QDi  mM  vente  9  qtiotcimque  siae  Ftct^reH 
Tmn  eldai  ia  CQDClttdimiis :  Fi^«  es$  pNp4^iHf 
patuor  'FacMihtt$  ergo  Hiam  pr$p0jiiis  qkissfite^ 
^fo  ctiasn  proposisis  sex  etc.  Ci). 

.  niuti  aotem  Propo#itioiiem  ea^  Verftm  pk^  ex 

•••4*X«^-t«Af«+iV.  proi»  Factoribus  ($•  io(5.) 
£x  liac  aequatione,  multiplicata  per  x+n  prodit 
ttquatio  pro  sn+i  Factoribus ,  quae  i^tur  est : 

(*+«)(«  4-*)  (x+O  •••  («+«')  C^«)  =«"+»  +  C-^+«>* 
+  (B+nA)  xm^t  +(^C+n£)  *»-«+  CD  +  nC)  *»-» 
... + (X  + /vif)  x*+CAf+«2r)  x«+  C-^+^^^^+^* 

Si  e|tt8  Coeffidentea  litdri&^,  £\  C  designflsi- 

I         ^9  prodit: 

(*I^)(*^)C*+^)  -•.  C«+w)  C«+rt)=x«+'  +if'Ji*+iJ'*^« 
+C'x»-a+zyj5*-a ... +ZV  +  Jlf'**+ 2V'«+0# 

£igo  ^ss^+n  Zr's=:jL  +  /'^ 

»  =  B+nA  M'^M+nL 

C^C+nB  N'=iN+nM. 

jysexD+nC  (y=nN, 

Pnsc  igitur  hane  legem  etiam  veram  eMe,  M 

flumerus  Factorum  est  m  +  u    Tos  enlm  nd^a  ee 

^iia  acee^nt  PredueSa  ,  quot  6t  qrwlia  huie  legi 

^itfecittfie,  Quod  magis  In  lucem  ponitur  ^  si  ^  ttac 

•^uatidtte  duce,  ex  Producto  5  Factorum  confici- 

S^us  Productum  6  FactorUm: 

(x+a^ 

(')  Ad  hoc  demonttraCioiiis  geniu  attendendam  est ,  qao« 
"^  id  Mepe  neiirpant  Mathematici  |  praecipae  i|i  Arith-* 
**^  vdTersalii 

o 
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+[abc+abd+Md+bedr\-^b€+MC+ice+^idc+bdc+€de 
+f(ji\>+^c+hc+9A+hitr^ 

+£abcd+abcc+abdc+acdc+bcdc 
4:/rabc-^bd-^cd4-bcd-4^be-Kce4-bce+ade4-bde4^^ 

+[a*^^^/(abcd+^bce4-abde44cde4-bcde)]«4-tffca^^ 
Ubi,   quae  nova  accedunt  Producta,  distincte  ab 
tliis  sunt  designata.    Id  quod  Multiplicatione  ip* 
sa  horuni  Factorum  prodit,  prorsus  cum  lioc  Prx>* 
ducto  convenit» 

$.  109.  CorolL  4« 

Numeri,  a^  b^  c^  d  .. .  possunt  etiam  ant 
omnes ,  aut  ex  parte  esse  negatM.  Si  omnes 
sunt  negativi  ex  $.101.  patet,  A  cssc  ncgativum^ 
B  posithum ,  C  ncgativum ,  caet.  atquc  ita  pcr 
vices  hos  Coefficicntes  cssc  positivos  tt  ncgativos. 
Nam  illi,  qui  constant  ex  Productis,  quorum  nu- 
merus  Factorum  par  est,  sunt  posidvi,  sed  ne* 
^gfttivi  sunt,  si  iste  numerus  est  impar^  veluti 

I.  {x — a%x — *)=u?* — {a+V)x+ab 

a.  (x—  <i)(:p— *)(ar— ^)=ar*— (^H-*-K)Ar*  +(jab+ac+ic^x-' 

^^abc...+bcd)x+i 

(x^Xx—bXx-^cXx-^d^C^x—eyrix^—  (ja...+c)x^  +^ 
+de)x^ — Qabc...+cde)x^+ (^abcd...+bcdc)x — ab^ 


s.  1 


NUMERORUM    InTBCRORUM*  iO^ 

$•  iio.  Coroll.  5. 

Haec  autetn  Producta  evanescunt,  si  aliquis  ip» 
•sorum   Factor  est  S0,  veluti 
C*-ha)  (a:+*)=y:*+  (^a+h^x-^kz^ ,  si  aut  jr+ii=S9 
aut  x+b  :=io^  aut  uterque  Factor  est  =  0. 
Sed  si  f+tf=5o,  erit  :r  =  —  <i 
atque si x-H^ = (? 9  erit  xs  —  ^. 

Ergo  si  jr  estaut  =— •«  aut  =:— *  totaAequa- 
tio  ad  nihilum  reducitur  ($•  20.)«  In  tali  Aequa« 
tione  9  in  qua  incognitus  numerus  x  cum  cognitis 
ii,  ^  • .  •  est  conjunctus  ,  valores  hujus  x^  ut — a 
et  — *9  quibus  positis  Productum  x^^(jt+F) 
X  +  ab)  fit  =  0  9  dicuntur  Kadices  Aequationis. 

Eadem  ratione  patet  Aequationis: 
(x — tf)  (^x — h)  =»* — (a+b)x+ab^!o  9  Radices  esse 
atib  quoniam  x^azszo^  ergo  x^a^ 
aut  X  —  bzno^  ergo  jcss*. 
Ei^  Aequationes^  in  quibus  summus  Exponens 
incogniti  numeri  est  2  9  habent  duas  Radices.    Uni« 
vcrse,  in  quibus  Aequationibus  summus  Exponens 
incogniti  numeri  est  2,  3^49  5  •••  1799  hae  Ae- 
quationes  habent  2  9  3  9  4  9  5  •  •  •  ^  Radices.  Habent 
enhn a^^^^^s.^.f» Factores ,  qui  singuli praebent 
unam  Radicem. 

•  Ergo  summus  Exponens  incogniti  numeri  x  9  i;- 
que  numerus  Radteum^  idem  est.  Quaeri  igitur 
possit,  an  itla  lex  constans  sit  et  vmn  -  Si.  est 
attqua  Aequatio^  ad  nihilum  reducta^'  in  qua 
unus  solus  est  numcrus  incognitus  exponentiatts  x» 

cu^ 


pt0us  Exponcntes  funi  wmeri  inte^i  positivi  ,  stm^ 
tnus  Exponens  hu/us  numeri  semper  est  aequaUs 
mfimer^  Kadicum  AeqsiaHo^u  Hmc  legem»  q^ 
deinceps  alia  argumentatioiiie  confinxiahttut ,  patQt 
cne  geoeralein  et  (^nsts^ten^,  dmnmodo  iU$x 
possit  €ase  quiHbet  numerus,  etiain  ta,  qui  vsk* 
possibilis   sit. 

Si  proponitur  aequatio» 
#.  (ap^+«)(s+*):;=sjp*  +(*-i-*)x*»M^ji:satf,  ter- 
titta  accedit  Bactor  ad  x^a  et  x-^b ,  qui  eat  Xy 
qui  si  ponitur  zse^,  Rjadices  sunt  ■^#»  — ^6,a. 
Rattix  igiturpatest  etiam  esse  o,  quod  fit^si  mnrm 
$$rmim  sum  MultipUeati  per  x^  ejusque  Potestateau 

Sipre^onitur  (jp+4i)  (or+a)  =:«^+A<i;p+^pac 
duae  sunt  radicas  -^  a  et  —  a.  Brgo  KoMces  aut 
mmm »  aut  nonnuUae  posstmt  4ssc  inter  sc  aequaks» 

$.  III.  Coroll.  6» 

Sx  his  perspicitur,  nihil  esse  facilius,  qutm  in* 
Tenlre  Radices  harum  Aequationum ,  si  Factores  sunt 
cogniti,  atque  Factores  invenire,  si  Radices  aunt 
eognitae.  Nam  si  Factores  sunt  (x+a)(x~^)x 
Radices  aunt  —  ^,  +  b^  o;  si  Radices  sunt 
M^  -^hy  o^  Factpres  sunt  (:c— i?)  ix+tyx. 

Omnino  Aequationi: 
^+jfxm^i+Bxm^2^Cx»^^ ...  +Lx^+Mx+ltcso 
m  annt  m  Fs^tores ,  ita  sum  m  Radices  a^i^c^..^ 
quop  omnes  sunt  negathae^  si  omacs  C^cffidcmcf 
A^B^C...sun$positivi,  scdpositi^^  siilUCo^ 
^cntcs  pcr  vices  sum  ncgativi  etfasitiyi  ($•  loS.  x  ie.)u 

Si 
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IQ5 


i  wuiruni  ^iRndtQa  paaim  mn$  posUi^^  par» 
lim  iug0$i^ae. 

3i  ^Adices  Qmqes  sunt  xmmeri  Hitegri ,  Cogffii» 
GJeQteg  ^ckm  ompes  integrisunt. 

Sg,  quM  d|ict%  siiatt  magis  illuistrabimtur »  si 
pro  4«  69  ^  •%•  datermingtis  utimur  numeris,, 

quod  fit  in  sequenti  $« 

§•  112.  CoroH.  j. 

Ip  loqun)  horum  numerorum  a^  t^  c  .. .  pos« 
siint  subiititui  quilibet  numeri  integri ,  fracti ,  i^ 
tiootle^  eB  irration^les ,  possibiles  et  impossibiles » 
dr  quibus  deincep3  dic^tur.     Simpticissimi   hujus 
generis  suot  numeri   i  •  d  9  3 ,  4 ,   ¥duti  in  hia 
«MQiplis : 
U  (;»+i)(*-i-t)e=:4rH-3-»-l-ft=3oRadices  supt  ^tj^%. 
ft.  (a;^0(J«?— 0=»*— 3^^C5  0    .    •     .     .    -♦-ij+a. 
3*  (*+i)(*— Os»?* — 1?— 2=so    ....    -^i9  +  a. 
4.  (^p^i^fx^-O^^if^+^-^J^cso    •    •    •    •     •+-I9— o* 
(a>^iXiH-a)«=M?3 +x*— 2jK=aD    .    .     .    •    4-  1 9^^2,0» 
Similiter  in  sequentibus  ubi  Factores  omisimus^ 
eom  tam  ficiie  reperiantur  ex  Radicibus. 

5.  jp*  +  6ji?*  +  ii^+.6=3o.  Radicessunt  —  i ,  —  2 


6.  x^—6x^+lix — 6rsBo  ^ 

7«  ^           ""  7^?— 6=0  • 

8.  xs^           -^  7«  +  6c=2o  • 

9.  x^  +  iup*-^  5x — 6=:o  . 
10.  x'-p-2J7* —  5x  +  6=:o  • 
iif  X*  —  4^+  jpH-6=:?o  . 
12.  jif' •f'4«^+    :c-*-6so  • 


+  1 ,  +  2 

—  I,  — 2 

+  1  9  +2 

•^19  4-2 

-^I»  +2 
+  I9  — 2 


>  — 3« 

»+3- 
,+3. 
t  — 3* 
j  — 3* 
.+3* 

!r+3* 
»  — 3* 


X3f 
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XS*  xH^tox^+zs^  +50x4-24=».  Ra^ces— 1,— tt,— 3,. 

14.  x^ —  I  ox*+  35ir* — 50A-  +24^=0  J  •    •    + 1 , + a,  +3,  • 

15.  xH-  ax^ — 13^* — 38^ — 24=3     •    •    —  I, — 2, — 3,. 

16.  x^ —  2a^ — lyc^+sSx — 24=0    .    »     +if+2,+3,- 

17.  :c*+  4^3— 7^' — 34^«' — 24=»  •  .  — I,— a,+3,- 
x8.  x* —  4JP* —  7^* +34^«? — 24=33  •  •  +I9+2,— 3,- 
19.  *♦+  4x* —  7x» — aax+24==o  •  .  +i»+2,— 3»- 
fto.  x^ —  4x* —  70;* +22^+24=0  •  •  ~i, — 2, +3,- 
fti.  x*+  6x^+  ix^ — 26X — 24=30  .  •  — i,+a, — 3,- 
aa.  x^ —  6x^+  3x*+26;c — 24=»  •  •  +1, — 2, +3,- 
aS.  x^+  2x^ — 13^' — i4x+a4==o  •  •  +i>~2,+3,- 
04.  X* —  2X^ — i^or^+i^x+^^so  .  •  — i,+a,— 8,- 
ft5.  «♦  •  •  — i5x*+ioar+a4=o  •  .  — i,+ft,+S>'" 
26*  ^  •  •  —15^* — ioir+a4=3o  .  .  +1, — a,— 3,4 
ft7.  **+  Sx^+i7x^ —  2X — 24=0  •  •  +1»— 2,— 3,- 
slS.  x^—  8;«;* +170:*+  2:^—24=30     .     •     — i,+2,  +  3,H 

£x  quibus  videmus ,  ut  etiam  res  ipsa  indicat , 

duas  Aequationes,   qiiae  easdem  habent  Radices, 

sed  omnes  contrariis  signis  affectas ,   habere  eos- 

dem  Coefficientes,  ita  tamen  ut  primus,  tertius, 

quintus  ....  terminus  signis  differant*  Quare  etiam 

Aequationes  in   unam  contrahere    possumus,    ita 

ut ,  ubi  signa  sunt  diversa ,  superiora  ad  alterutram  , 

inferiora  signa  ad  alteram  referantur,  veluti: 

29.*s+i3JF*+ 52* +60=0  •    •    T^^-rSfTjS. 

—  —  -^    -^    ^ 

30^  «»+    ar*—  32*  -•  6q=3#  •    •     ZL^yZLSy^* 

3I.x«+  3Ara—  28«  -60=0  ^     ^      -.^,+5,--«^ 

3^.««-  9**+    8» +60=0  •    .     :7  2,+5,+5* 

33i  **+29**+  287*»+ii47*+i56o.  Radices  -  3,x5»-T  *»  r 
""  —  •+.+    +    + 
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ii  m  Prodoctis  est  Factor  (x^y  ^  C«4-^)'t 
y^  •  ••  id  indicat ,  duas,  tres »  quatuor  •  •  • 


ttse  Radices  =  ^  «,  veluti 


~i35ojr+648so, ubi Radices sunt  a^^tSySyS»^^ 
JS<H-iX*— ft>=**—3**--asao;  ubi  Radic.  sunt  ^i,-i,+a^ 
iSr  ^ttfj  Cocficiens  cvancscitj  totus  cvancscit  qus 
icrmitms.  Sed  evanescit  /t^  siSumma  Radicum  pa* 
sMvatrutit  acqualis  cst  Summac  Radicum  ncgatiya^ 
rum^  ut  fit  in  Aequationibus  7,  8,  25,  a6.  B  au. 
tem  evanesdt ,  //  sumtis  mnibus  Proiuctis  cx  hinis 
MjicUcibus^    Summa  Productorum  positivorum  ac^ 
pusUs  cst  Summac  Productorum  ncgativorum^  ve- 
hd 
3^«(*4-a(j^— 3)(x— 6)c2x*— 7x*+36=x>,  ubi  Radices  sunt 
***ft9+39  +  6.    Summa  enim  Productorum  est  (-*2)3^ 
•t.6( — 2)  +  3.  6=— 6— ia+i8s=:o.    Ita  etiam 
^'  C«+4)'(«^— a>=ir8+6«*— 32,ubiRadic.  sunt — ^4,— 4,+2. 

$.  113.  Coroll.  8. 

Si  hac  Jcquationcs  non  rcducuntur  ad  niki^ 
Um  ,  ipsi  9  qucmlibct  yalorcm  dctcrminatum  da^ 
re  fossumusn 

Ita  Aequatio  (x+i)(:c+d)=:«a  +  3«  +  &9  si 
ipsi  X  damus  valores  1,2,3,4,  fit  2.  3=1+3+2 ; 
3.4=4  +  6  +  2;  4.5=9  +  9  +  2.  Quare  tum 
»  dicitur  esse  yariabiUs^  atque  (^+x)  (x+O 
Tocatur  ejus  Functio. 

Hoc  modo  ex  his  Aequationibus  saepe  Produc« 

ca 
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U^  iimiiilintut  Mmplid  Additkme  ^  si  jr  ponimr  ts- 
se  1 9  lOy  loo ...  9  vdud : 

fi.  3.  4=i+6+ii+6c=a4f  si«=3i  7^,^^ 

ii«ia«i3=:iooo+6ocH-iiOb4.6=i7t6,  si«=5io3 

S.  6.  ?-=ri+i3-|-52H-6osaift6,  sitesi  \^^^^ 

*    1ft»l5tl6c:fiiooo+i300+520+6oes»tSo,ii«S£ioiJ^' 

t.  8»  4»  5i:fi+ic^h35+5o-Hk4=:iao,      sImm  h 

xi.iiu  134142=310000+10000+3500+500+14  VexA» 

.;  =324024  fSi«sio3 

4.  6.  9#  14531+49+287+1 147+1560BS302A, 


13«  15.  iS.ftsaioooo+ftpoOo+ftS^oo+i  1476 

4^156(22=380730  f  St  jSSIQi 

§•  11+  Carolk  9« 

Si  numcros  a^b^c^d  ••,  ponimus  =-7  ^ '  P^ 
deunt  diversae  Pote^tates  Binomioruitt  (a+^)  &t« 
que  (x—a^^  quas  etiam  simplice  MultSplicStione 
invenimus»  Utriusqtte  Binomii  Pdt^tates  in  uiiaitf 
contrahere  possumus  formulani,  desigittiido  iSigfliS 
superioribus  Potefttates  Binomii  («+1)9  infeiio- 
ribus  autem  Potestates  Binomii  (x — ^),  ut  fe« 
cimus  $•  iift^  Ubi  unum  est  signum  +9  id  utri« 
que  Binomio  est  commune: 

Si  in  hisce  ponimus  azai^  prodeunt  Potestates 
Binomiorum  (*+i)  et  (jt— i). 


4 

+1+1 

%   •«^ 

+  +  ? 

K      K»    3<    J 

+1+1+1+1 

H    H  "h    H 
H     H  Tl    H    H 

+1+1+I+1+I+1 

H    H  2*   i*  3*   ^ 

+  +.+  i-+|d^ 

H  n,    H  >  T<  %    H 

+i+i+i+i+i+i;+i+i 
.  .»  2<  >  .«  .» >  .«  .« 

+  +  +  +  +  .+  J^ .+ ,+ 

«SHHtHHHljH 

•  S  S,  J  S,  ,S  5.  <S  5,  3 

+1+1+1+I+I+I+1+I+1+1 

Hl^li^nTl^^H^^H 

D II II II II II II  n  II  ji 

IIIItiliH' 


+1.+" 
-&* 

+1+1+1+1 

+  +  +Jj 

+1+1+1+1+1+ 

+++++++ 

+1  +  1+1+1+1  +  1  +  1  + 
H  ^«1     H  ^    «  "^  "h  'h 

+  +  .+  .+  +  *  +  +  J 

_^h"hhhh1*'h'h,' 
+1+I+I+I+1+1+1+I+H 

K  "h   "„   1,  -H  n,  -«  -H  ■!,  -» 

II  II  n  II  II  II  n  n  ii  i 


"  <l  v>«iA<e  l^n  dto 
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§.  w^.Coroll.  lo. 

CoefBcientes  ,  id  est  numeri  determinati ,  qui  mul* 
tiplicant  Potestatcs  numerorom  x  ei  a  ixi  Binomiis 
(jc  +  tf)"  dicuntur  Coefficicntes  bmomiales ,  vel  Unciae 
binomiales ,  atque  memorabilibus  gaudent  proprietatH 
bus.  Primum  enim  Summ^  eorum  in  Potestate  Cx+tf)« 
est  +  a"».  Quod  per  se  patet ,  si  in  locum  ip* 
sius  X  tt  a  ponimus  unitatem.  Tum  enim  esc 
(i+i)"s=S2«»,  veluti,*  in  his  eremplis 
«    ==i+i 

ft*    SI.+-2-4-   1=2  4 

ft^  =31+3+  3+  1=8 
4*  SS14-44.  64-  4+i=:i6 

a*  =i+5+io+io+5+i=:3a. 

a*^S=!i+io+45+i2o+aio+25a+ftio+iao+45+io+iaio 
ubi  recordandum  est,  Coefficientem  Potestatis  xm 
t$se.ufiitaum  ($.  i6.). 

.  Si  autera  ponimus  xm  in  Potestate  (x — i)», 
erit  (i — i)*  =  o,  id  est  Summa  CoSflScientium, 
qui  habent  signum  +,  aequalis  est  Summae  CoSP* 
ficientium  ,  qui  habent  signum  — ;  ut  (i  —  i)^ 
cni  —  4  +  6  —  4  +  1  =so. 

Si  autcm  ponimus  asio,  erit  (jf +  i)«=2ii»^ 
atque  igitur  facili  Additione  invenimus.  diversa» 
Potestates  hujus  numeri  11,  veluti 

121=11*        15  16 

1331=11*         10  15 

I464i=:n*  1051  flo 

1561 


161051=11' 


1771561=11* 

'7 


NUM£RORUM    InTEGRORUM.  Ilf 


»7 

x8 

31 

28 

35 

5<S 

35 

70 

ai7i 

56 

a88i 

10487171=11' 

^V  W  %*    A 

ai  435888  i=rii%caeu 

$•  116.  C^rc?//.  II. 

Alia  autem  horum  Coefficientium  binomialium 
proprietas  multo  majoris  momenti  atque  usus  in 
eo  consistit,  quod  indicant^  quot  Producta  duo^ 
rum  ,  trium ,  quatuor  ,  quinque  • . .  m  Factorum 
cx  m  numcris  effici  possint.  Id  ita  esse  nos  docent 
ea,  quae  dicta  sunt  §.  107  et  108.  Veluti  Coeffi- 
dentes  Potestatis  (^x  +  ly  designant ,  esse  5  nume- 
ros ,  atque  ex  his  quinque  numeris  posse  effici 
10  Producta  duorum^  10  Producta  trium^  5  Pro- 
ducta  quatuor^  atque  unum  Productum  quinquc 
numerorum.  Quod  quidem  nos  ducit  ad  Combina^ 
tiones  et  Permutationes  numerorum ,  eamque  par- 
tem  Arithmetices ,  quam  artem  combinatoriam  dl<- 
cunt ,  qua  maxime  liititur  calculus  probabilitatis. 

§.-  117,  Coroll.  la. 

*  Memorabilis  imprimis  etiam  est  nexus  inter  hos 
Coiffkientes  binomialeSj  quem  docet  $.  io8.  Qui* 
libet  cnim  Coefficiens  ptimi  termini  Potestatis  m  + 1 
acqualis  cst  Summae  duorum  Coefficientium  Potes'- 
tatis  antccedentis  m ,  quorum  alter  est  terminus  p , 

t^  est  terminus  antecedens  p«i. 

Nam 
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Nam  Secundum  $•  loS,  si  ^csi  erit  iksi  ,  atquo 

^rzi^+i 

Ita  qumus  CoSfficiens  in  Potestate  septimt  (35) 
est  Summa  tertii  et  quarti  Coefficieatis  in  Po« 
testate  sexta  (15+20). 

Quare  Coeffimntes  binmiaks  numeri  (jc +«)»+« 
Jldditione  reperiuntur  ex  Coefficientibus  numeri 
(x+tf)*.  Id  nos  ducit  ad  doctrinam  Serierum 
quae  dicitur.  Numeri  enim ,  qui  se  subsequun* 
tur,  juxta  certam  quandam  legem  communem  &c- 
ti  9  dicuntur  formare  Seriem  quandam ,  cujus  sint 
iermini^  Simplicissima  hujus  generis  Series  nu« 
merorum  est,  quae  naturalis  vocatur ,  i.  2.  3.  4« 
5«  6.  7  ... ;  ubi  quilibet  terminus  consequens  ex 
antecendente  oritur,  addita  unitate.  Hi  termiui 
etiam  possunt  esse  partes  alicujus  Quanti^  idque 
Quantum  tum  dicitur  esse  resolutum  save  evolu^ 
fum  in  Seri^m. 

%.  118.  Coroll.  13. 

Ex  bac  proprietate  Coefficientium  alia  sequimr. 
Nam  qui  sunt  in  eadem  linca  verticali^  oriuntttr 
€X  Additionc  eorum »  qui  sunt  in  ea ,  quae  proxi* 
mc  antecedit.  Ita  CoSfficientes  in  his  lineia  verti- 
calibus  suDt 


Iii 


**         *^  «H    eo  JC  st; 

•    •  a  i 

'^«eoto2^2g'ooio  .3    ^ 

•^    ^   o^    «     CO  ^    ^ 

§  ^ 

•••••••  .So^ 

«0.5^§C0      8      5^S,JC!^  Ogg 

•    .    .  ^  g 

-^NoO&^^Sa^^^S'  j^§a, 

•*   ■•     •#*   cil*^OSir-4ri*-^^oo  aj          •53^ 

•^^*^M«CO  «c^.S 

••••••••••••  »^^a 

o#4-*-^«^*ooo^  3§ 

•^      ^OSiH      C01000      2 

M    M\n    O    v>;:«S^    v>v>>oeo 

»«<««^V»\ON.»Oh2S2 

iisiiliiiiil 

.s 


it 
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Nntneri  in  ptima  linea  verticali  iidem  sunt ,  atque 
in  ^tima  linea  horizontali.  Ita  in  tertia  linea  ver* 
ticali  atque  horizontali  idem  sunt  numeri  1 9  3 , 6  ^ 
10  ...  •  Si  lineae  obliquae  ducuntur  ab  unitate 
in  aliqua  linea  verticali  ad  unitatem  in  linea  hori* 
zontali  ejusdem  ordinis,  hae  transeunt  Coefficien- 
tes  tiinomiales ,  ut^i^i;i,a,i;i,3,3,i;  caec. 

§•  119.  CQrolf.  14. 

Sit  proposita  universe  Potestas  (x+^)»,  ubi 
m  est  quilibet  numerus  integer  positivus  9  primum 
perspicuum  est,  eam  constare  ^x  m  +  i  terminis 
(S-  106).  Coefficientes  deinde  incipiunt  ab  unitate 
atque  desinunt  in  unitatem.  Si  m  est  numerus 
impar,  atque  igitnr  numerus  terminorum  m+i 
par  est,  in  duas  partes  numero  aequales  dividi* 
tur,  quarum  pribr  pars  terminorum  eosdem  ha^iet 
Coefficientes,  atque  posterior.  Si  m  est  numerus 
par,  idem  fit;  sed  cum  numerus  terminorum  ro+i 
impar  sit,  in  duas  partes  nuraero  aequales  dividi 
nequit  5  scd  relinquitur  terminus  quidam  mcdius , 
cujus  Coefficiens  semel  tantum  in  Serie  reperitur. 
Ita  termini  medii  Potestatum  (js+xy  ^  Qa+»y^ 
ia+xY  ^  (^+^)S  (^+*/°j  simt  a^jp,  6a^x  , 
SLoa^x^  5  yoa^x^ ,  ^S^a^x^ ,  iri  quibus  a  tl  x  ha- 
bent  Exponentes  aequales. 

§•  I20.  Coroll.  15. 

9  tx.  a  prorsus  eodem  modo  insunt  Seriei  ($•  IT4.) 
quod  per  se  patet,  quoniam  (jK+a)m:::s^(ja+x^^  ^ 


NuMBRORUftl  ;  iNTBCaORUfil»  .  Ii5 

itque  igitur  a  Potestate  ;t*">  atque  a  Potestate  am 
cz  lubitu  incipere  possumus»  Prlmus  termjnus 
habet  x» ,  secundus  :p»— ' ,  atque  ita  Exponens  m 
unitate  continuo  diminuitur,  ita  ut  penultimus 
terminus  habeat  simplicem  x  (ultimus  est  x^=ri< 
Possumus  enim  pro  unitate  scribere  x^  j  quoniam 
jf^  «"'ssapw+oszir*).  Idem  fit  in  Potestate  a^ ,  sed 
ordine  inverso.  Ultimus  terminus  habet  a^  j  penul- 
timus  j»— « ;  antepenultimus  ^»— ^,  atque  ita  Expo- 
nens  m  in  hoc  regressu  continuo  unitate  diminuitur , 
ita  ut  secundus  terminus  habeat  simplicem  a^ 
(atque  primus  ^si).  Quare  etiam  in  quolibet 
termino  Summa  Exponentium  ipsorum  x  atque  a  ^ 
est  siKi* 

Omnes  termini  Potestatis  (ar+^)*  sunt  positl- 
vi,  sed  terminus  Potestatis  (x — ^)»  est  positi- 
vus ,  si  tf ,  quem  continet ,  habet  Exponentem  pa- 
rem;  negativus  vero,  si  habet  Exponentem  impa- 
rem ,  cujus  ratiopatet  ex  %.  loi.  £x  quo  fit,  ut 
termini  Potestatis  (jx  —  ay^  per  vices  sint  positivi 
et  negativi. 

%.  xai.  Coroll.  i6« 

In  locum  ipsius  x  tt  a^  etiam  possunt  poti 
Potestates ,  veluti : 

1.  (jc"Hri)*=»»-+2:c"'+X 

%.  («■4-i)'=»3"+3^*"H-3**+;i' 


Vo. 


1 16        P.  l.  C.  V.  DB  M0LTIPUCATR»IE 

Velad  si  «^ssft,  atque  :rs=io,  erit 
(xoi^^ssioooot-aoiszioftoi  ' 

5)19^10001—- aooc=98oi 
(loiysai  000000*4-^300004-301221 030301  • 

3.  (x^+x^ycsix^^+ax^-^^+Xi». 

4.  (x^+a^^ysiix^^^^+ixmam+a^m* 

5.  (^'^''y^s^sx^^^+ix^a^^+ix^^a»'^^^. 

?•  (3 — aa?*/sa7ft9 — ft9i6x*+486ox*— 43ftQs^+ftitfc«^ 

— 57(Jx*®H-(S4Jp** 

8»  (se^(^d^^ab^d^y:=s6isaH^d^ — 20oo^y**£:^^+ft4ooi^^ 
.  .  — ift8oa**^tf*^+ft56fl*** 

9.  (5~4JB*)4ca6ft5 — ftooocc^+ft^oo**— Ift8ajp'*-hft5fi«*^. 

C«+y>»-C^ftW=C^+j;+a(aH-jr)(«+ftjf>+(x^^ 
ubi  singuli  termini  in  suas  Series  resol^  possunt^ 
eo  modo,  ut  explicatum  est  %.  114.  Series  Po« 
testatum  (x+yy  et  C«+ftj)*  inter  se  muldpfican« 
tur ,  ut  praescriptum  est  %.  104. 

5*  132.  CoroU.  ij. 

£x  $•  114.  edam  facile  reperiuntur  Differentlae 
et  Summae  cHversarum  Potestatmn  Binomiorum 
(x+ay^  et  (;jiv-^)»  ,  velud 

i.  (x+ay +(x^yt:zi(x^+i/'^. 

ft.  (x+ay—^x-^ayrnu^x. 

3.  (:t-N?)^ +(a:— ^)*csftx*+6ii*jr. 

4.  (:p+>)*— C^— ^)«=5ft<^*+3ar*).  - 
'5.  (x+»)^+(:i?-^)*cs2(jir^+6u*a:N^^). 

'6.  (at+j)^— (X— ia)*S38«ic(a?»+a*).' 


Htmnmjm  hmmosm         tif 

Si  ib  iusce  po«Me^uft  «ssio ,  atque  ^rai  ^ent 
ti*«H^=ai  d«ioit;:s9Qa  li» — 9*S4o 

ii»+9»ft3ao6Q  n»— 9»a«(3oO«r(So» 

liH9*=  a,(io6oO=aftiaoi>«    ii^— 9* sa 80*101« 8a8d« 

S*  id^  C^^//.  i8. 

Imprimi^  cotBtoemowidaa  auot  JDifercmi^  J^ 
HHoitm  mtmcrarum »  qui  in  Serie  iS-  ii7«>  «t»* 
qua  progrediuntur ,  quoni&ni  earum  natuni  ct 
CoEflkiemibu4  Potestatum  Blnomii  (4^4*^)*^  cog- 
QQtcUttt.  QuaoKUus  it^  ips4  iiuelligatur»  ponaimi 
tiumeros  A^B^C^D^E^F  ...  atque  quaeamttl 
eorom  DiSerentiat. 

Sit  2?  — if=s>'  E^f>mit 

C-^B^if  F^Et±tf 

D^C^r'  caet, 

Designentur  Differentiae  Differentiarum /»  j^^ 
H,i',/  ...  liieris  f  r4\r"^!!'  . . .  atqu^  barua| 
Differer^iae  Uteris  ^'\(i" ^r"' ^r  y  et  ita  deia|i 
cep.s    Ergo 


i'«j'2a5''  *2F-^ft£+Z)  cftiBt.  Deind« 

f/'_^/=a^'te5— s/)+3C— 5 
^^'^"^-^lE^iD'^  caet. 
tam  f"'-Tj/'';?^v5s^_4^C— 4A+-/f , 

atque  ^— ^^sq^^xsF— sit+ioZX— loC+S^-'*  ^* 

Q  yj 
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P%  ?  9  ^  9  ^  •  •  •  dicinitur  primae  DifTerentiae 
P"  9  9"  9  r'' ,  i^'  • . .  secundae ,  quae  igitur  sunt  DiflTe- 
rentiae  DifFerentiarum ;  p'" ,  q"'^  r"'  ...  Differeii- 
tiae  urtiae;  p^^  q'^  •  •  •  Differentiae  quartac  at« 
que  ita  deinceps. 

Ex  his  statim  perspicitur,  in  his  Differentiis 
Coefficientes  numerorum  A^B^C^D  ...  esse  ipsos 
-Coefficientes  binomiales ,  ita  ut  v.  c.  sexta  Differen* 
tia  sit: 

r  p^Fl^7G+2 1 F—S5E+25  0— ^  i  C+7B — A. 
adeo  ut  hae  Diferentiae  per  Coefficientes  innomich 
ks  definianturm 

Rursus  ex  Differentiis  ,  atque  ex  primo  numero  A 
innotescunt  numeri  ipsi.    Etenim 


Bz=ip'+A 

C^p^^+^B-^Azzsp^+ap^+A 
D=p'"+3C^3B+/1=:p'"+2p"+2p'+^ 
E:=ip'''+^D--^C+4B-^A=f^''+4p'"+6p"+4p'+A. 
In  quibus  Seriebus   etiam  sunt  Coefficientes  bi- 
nomiales,  ut  etiam  in  bis: 

r'=:D—C=:f'+ip"+^ 

s'=sB^D=:p"+3P"'+3p"+t^ 

»'=3F— jE=r/)''+4/>"''+6/)"'+4/>"+/,  caet. 

Possumus  etiain  con.sequentein  tenninum  indica> 
re  per  Summan)  proxime  antecedentistermini,  at> 
que  DlfiierentianHn : 


NUBIERORUM    InTEGRORUH.  II^ 


=u'+i)=3r"+f'+D=Y"-l-/'+r'+ftq?"'+/>"'+^'+r'+D, 
^f+Esss^+s^+E  z=r"'+r"+s'+E  =fl'*+^"+r"+j'+fi 

==p'-h?'+y"'+'-"+^'+-E« 
'+p'+q'''+r"'+s"+f+F. 


Vt 


Si  primae  DiSerentiae  sunt  aequales ,  id  est ,  si 
P'^=^  . . .  ergo  p":=^'  . . .  =2^  9  erit 

Si  secundae  Differentiae  sunt  aequales,  id  est,  si 
//'=a/'r^'  . . .  ergo  p'"=y"'  ...=:(?,  erit 

JEsr/Z^+r^+Z),  caet. 
Si  tertiae  Dilferentiae  aequales  sunt ,  erit 

Fz=^"+r"+s'+E^  caet. 

Si  quartae  Differentiae  aequales  sunt ,  erit 
F=?>'^+^''+r''+/+£ 
G=y'''+r'"+i"+/'+/?'. 

Quaresinguli  termini  reperiuntur  exSumraa  antece- 
dentis  termini,  atque  Differentiarum ,  ita  quidem  ,ut , 
ad  reliquos  cognoscendos ,  requiratur  cognitio  duo» 
rum  priorum  terminorum  jl^Byti  primae  Differemiae 
sunt  aequales;  cognitio  trium  priorum  jf^  B^Cj 
u  secundae;  quatuor  priorum  yf,.8,  C,Z),  si 
tertiae  Differentiae  simt  aequales ,  et  ita  deinceps. 

Ejusmodi  numerorum  Series,  quorum  aut  pn- 

mae  tut  secundae    aut  tertiae  •••  fntimae  Diffe- 

ren- 


^tiae  inter  se  aequales  sunt,  dicuntur  Series  Jtrki^ 
meticae.  Series  Arithmeticae  simplitcs  suoc^  «bi 
priinae  Difllerentiae  inter  se  aequales  sunt^  ut  Se* 
lies  iHunerorum  oaturalis  Xf  ^»  s»  4»  j^t^  •»« 
Hbi  {tffana  Differmda  est  unkas.  Ig  3«riebus  autem 

?.  5*  5*    f-    9«    »*» 
!•  4.  7»  lo.  13.  i6. 

prima  biSerentia  est  a ,  3« 

Rdiquae  Series  AnthmfeticHd  dkruntur  esse  wus^ 
joris  ordims ,  ita  quidem ,  ut  series  sit  secundi  ^ 
(ersii  5  quarsi  •  •  •  msimi  ordinis ,  si  Difierentiae  s^ 
^undae ,  tertiae ,  quartae  •  •  •  suot  aequales*  In 
his  referendae  sunt,  quae  oriuntur  ex  CoSffiden- 
tibus  binominalibus ,  indicatae  $•  ii8»,  ubi  Series 
in  secunda  linea  yerticali  est  numerorum  nettura^ 
Us^  quorum  primae  Differentiae  aequales  sunt  uni- 
tati.  Qui  sunt  in  tertia  linea  verticali  secundam^ 
qui  in  quarta^  tertiam^  qui  in  quinta^  quar" 
tam  •to*  Differentiam  habent  aequalem^  In  his 
omnibus  ultima  Difierentia  est  unitaa« 

Exemplo  sit  quinta  linea  verticalis ,  in  qua  quin» 
$ae  Difi^entiae  aequales  sunt  unitati.  Requi-» 
runtur  igitur  5  numeri  priores  ^  ut  rdiqui  rq>e- 
liantur 

!(-*),     5(5),    i5<C).    isCD),    toQJE;)^ 

4(f')f    io(/),    ao(0.    js(0, 

6(pn.    io(y'0,    15(0, 

icn\ 

tfgo  i^ssi  +  S+^  +  SS  +  rossjiatf^ 

Er. 
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Ergo  quemlibet  ntimerum  terminbruA  vepcsrif^ 
possumiis,  cotitinu^do  Seriem  ulkitttuiti  atque 
SRmmam  duorum  nutnerorufn,  qui  sant  in  eadem 
liaea  veiticaU ,  ponendo  In  Unea  superiore  hori^on* 
tafi,  vemtt 
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35 
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5f  1R4«  CorolL  19. 

Ejusmodi  Series  suppeditant  Potescates  sumero- 
rum,  veluti 
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Hoc  exemplum  memorabilem  borum  numero* 
Tum  nos  docet  proprietatem.  Nam  sumta  eo- 
rum,  secunda,  tertia,  quaita  •••  Potestate, 
secundae,  tertiae,  quartae  .••  Differentiae  enmc 
inter  se  aequales ,  atque  2^6^  24.  Si  ita  pergi* 
rous ,  inveniemus  quintas ,  sextas  •  •  •  Differentias 
qumtae ,  sextae  •  •  •  Potestatis  esse  inter  se  aequa* 
les ,  atque  iso  •  720  •  •  •  Cum  autem  6=2  •  3  ; 
a4=32^3,4;  iao=2,3.4^5;  72o=2.3^4^5.6* 
Analogia  duce  concludimus  tntimas  Differcntias 
tntimae  Potestatis  esse  2.3.4,5.6.7  •••  m. 

Ea,  quae  didicimusde  Potestate  Binomii  (^x), 

non  solum  b^ec  confirmant,  sed  etiam  legem  ge* 
neraliorem  docent,  quae  ad  omnium  numerorum^ 
quorum  Differentiae  aequales  sunt,  referatur  Potes- 
tes^ 

Sit  enim  proposita  Series  numerorum: 
a ,  a-\-i ,  a+2i ,  a^jf^ ,  17+4^  9  ^+S^  9  ^4-6^  •  • « 
cujus  quilibet  terminus  consequens  est  b  unitati- 
busmajor,  quam  antecedens;  A^B^CjD  •••  sint 
ipsorum  secundae  Potestates^ 
^csa*  txgo  ff:=:iab+  b* 

Jk=\a+  by:=ut^+2ab+    b^  ^xzsxab+^b^ 

C=Ca+2b)''z=ut^+4ab+  4**  r^zz^^ab+sb^ 

D=(a+3byz:ra^+6ab+  9*»  i'=2^*+7** 

jE=<dH-4*)*=a*+8/3f*+i6**  caet.  caet, 

ergo  p^-zrqf^zzf^' .  • .  =2*». 
Ergo  quicunque  sit  numerus  ^,  a  quo  incipiat 
Series ,  atque  quaecunque  sit  Difierentia  b ,  secun- 
dae  Differentiae  omnes  sunt  2^^ 
-  Si 


f^a«*+i5«**+i***^  ^- w64i*»+i8M  ©»:• 

Ergd  tertia^  Differenitiae  QnuMa  awi;  i^  %  3  « b^« 


Si Jif  B  jC 9 D  .^  .iwik$nt  qoartiiPotestttes^crk 


AcjC^  */tsaS- 4«^*+  6^*""+  4^^K  *« 
0=:tf+a*y2=:^+  8^**+  ft4«**»+  3a«*»+  i«** 
•2>sCtf+3*>%9a«+ifl4^*+  54ii^*H-io&i*»+  81*^ 

jEcaC^*><aB9«+i6j»*+  s&y^^^+os^tfiHlftS^A* 
As<tf+5*>^tai»+ao^*+i5oa^**+5ooa**+6o5** 

Qutfe 

^^£124^9'*+  6M''i^  4^U^  *« 
9lBB44i9*+i8/7''*»+  28tf*s+  15*« 
i*tes4a'*+30iJ***+  jr&f*^K  65*^ 

i^a«4«3*+4a^*a+i48^*+»75** 
l^ifiB^tfa^+S^^^^V^j^^+Sfij^^f 

Atque  ^<22iM***+»4^*-^  »4*^  ^^aiH«A«+36i 

j^iskf***+4«^*+  5^*  ^''tea^^^+^d 

f^^ssisd^^H?^*^^'  >o*^  ^*^M^+90i 

j'^ia#^^*H96^*H-i94**         *'go  ^"^  ?^^  t=oft4i 

Ergo  Analogia  du«o  ooiicliidiiiMis»  oniMi  Diio» 

reii* 
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'^  $•  12$.  Caroll.  fto 

Potestates  fiifl^mit  v^ffi  ndbi^  Aemunt^  ad  rdfe» 
riundas  Potiittces  Pblynooorfcvum ,  qu«e  plure^ 
quam  duos  It^t  termlnos. 

L  Sint  ftPeimhdzeFolcsiafes  TrinomU  a+b-^^ 
Ponatur  b^-^Sx^;  el^ 

atque  Qa-^^hk-^f^^itd^pyt^^+i^ 

atquet  eodem  roodo  aliae  reperiuntur  Peteaftates. 

IL  '&if  &i»  eofiigDntur  eadem  ratioiie  totcsidus 
QuaJHmmi  a-iJh^+d.    Ponatur  ^+r+^^^;  6rg6 
(^+* + * + ^)*=i  C^+p)^  x=  tf  * + M^  + />*  =  ^+ftiT 
(b^-c-i^ + (^j^^  sa  ef^^ab^^ac  +2»rf+*»+€r* 
-^^^-^^itc^sAd^^J ;  afque  eodem  modo  aliae  Po» 
testates.    ka  quidem  ope  Substitutiontfm  Potestate* 
Polyriomionim  /w+i  terminorum  reperkmtur  cx  Poi- 
tcstadR)ite  Potynomibrum ,  qmbus  suns  m  termtnL 
HcJC  Mido  coropatari  possunt  Potestates  e^)0- 
6itae  in~  KisCe '  tdbnliS ,  qtiae   suHt : 
1.  Septem  priores  Trinomii  a+bx-H:x\ 
ft.  Qumque  priores  Quadrinomii  a+bx+cxf^'+-dx^0r 
3.  'Kbveni   j^iores    duonim  Polynomiorum  indc- 
finiti  nXimcri  tcrminorum  ;  ubi  Series  oritur  infi- 
nita,  etijus  octo  tantum^  terroini  sunt  designati^  ne 
nimiurror  spatlii  Toturo  oecuparet. 


Per 
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^^er  le  intelli^r ,  aliqoeis  CoSfficientem  SfSiid  es- 
6^  Summam  terminorupi  in  Unea  verticali  cpnscrip-^ 
torum,  veluti  in  Serie: 

Coeffciens  />  eist 

.Caeterum,  qoatuor  liaec  Serknim  genern  sopt 
formulae  generales,  quoniam  in  locum  num^rormn 
Cyhycd..^  quilibet  pos^unt  poni  numeri ^  ui« 
tegri  et  fractiy  Potestates  et  Radices.  Ita  ai 
quaeritijr  j*  =:(«*+ 3*:r  +  ^»xa-f- rfxay  pro  a  po- 
nitur  ^ ;  pro  b^  b^i  pro  c  f  iC\ 

Si  ai|tem  proponitur: 

y^  =2  (^ax  +  bx^  +  <rjr*  +  ^jp*)* 
omnes  fermini  cum  contineant   x,    aequgtio  fit: 
f  =  or*  (^  +  *;c + £7;c*  +  dx^y 

atque  omnes  termini  Potestatis : 
y^rri^a  +  bx  +  cx^  +  dx^y   per    o;»  muhiplican^li 
sunt.    Ita  quidem  omnes  Potestates  hujus  generis 
ad  eas ,  quas  exposuimus ,  Series  facile  accommodtri 
possunt. 

£x  Potestatibus  Serierum  infinitarum  facile  re- 
periuntur  Potestates  Serierum  finitarum.  Ifam  si 
reperiunda  est  Series. 

(fi  +  bx+cx^^  +  dx^  +  cx^^y  ^  /,  gf  h  et  reliquae, 
quae  ba3  sequuntur »  literae  ^  poQuntur  =s  o. 
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f  ABf  JII.  Pylonomium   fr=i+axii-l>x*-+fx*-i^ 

Si  ponitnT  y»z=^+/ix+Bx*-\-Cx»-h£ 
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6ae 
$a^d 
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6^   I   6c       6d 
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TAB*  IV.  Poiynomiuro    yzsa+ix+ex^^x^+€X* 

Si  pomtur  y^/t+Bx+Cx^+Dx^+Ex^ 


6a^c  I  6a^J 
iSa^i^ioa^ic 


I 

6a^c    I   6a^f 
yyaHd  ^^oa^bc 
6oa^bH 
yoa^cd 


%oa^hH 
2oa*cc 
^oab^d 
6oa^bcd 

loa^d^ 
yyab^c^ 


6oa^b^c 
iSa^c^ 


6oa^b^c 
6oa^bc^ 

6^^ 


6a^g 
y>a^bf 
6oa^D^c 
^oa^ec 
6oa^b^d 
laoa^bcd 


«8J 

^:i^+g3^+iis* ...  ex  tenninis  nui&ero  indefinids  constans 
+fte»+Gjt*+^'+/««4-£x» ... ,  hi  Cogffidentcs  sunt , 
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7^f 
losa^bc^ 
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ga^c 
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9aY 
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36a^c^  I  72a^cd 
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7^8 
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70,a^bf 
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1)4        P.   I.  C  V.  DE  MULTIPLICATIONE 

Plura  funt  meraorabilia  In  his  exemplis,    quo- 

'  rum  leges  in  posterum  explicabuntur.     Hoc  jam 

prinium  in  promtu  est ,  numeros  daermifMtos  f>en* 

-{kfe  e^  ^xfonen^bus  Uterarum  a ^  b^  c  ^  d  .  .• 

.  Vel^ti  In  Tab.  VJ. ,  ubicunque  forma  Coefficien- 

tiam  est  p»,  numerus  determinatu$  est  unitas^  ubi 

autem  fonn^  est  p^^a ,  p»^ ,  f^qrs ,  numerus  de- 

terminatus  est  w-fi ,   C^  +  i)  (»  +  a),  (fw-f-i) 

(i»  +  a)  («'!+?)•    Ita  numerus  anteponendus  ipsi 

•  s^dt  est  4.5.6=1:120;  sed  numeri  aH^  a^bc^ 

a^b ,  i^bc  y  iiabent  Coefficientes  4  9  20 ,  3 ,  »« 

fl^.  Si  Tab.  IV.  pro  df ,  * ,  ^ ,  1/  .  •    ponimus  uni- 
tatem ,  oritur  Series  jr=i+A+aM-^^+^*  •  •  • » quae 
,  dici  splet  Series   Geometriea,   ubi    quilibet  termi- 
W$  coasequens  ex  anteccdente  oritur ,  multiplicato 
per  nuflierum  x.    Potestates  hujus  Seriel  Geome- 
iricae  facile  reperiuntur  ex  Tab,  IV.  veluti: 
3^*ap;»+9Lr+  3*-^+  4^^+  sx^+    6x^+     7x^+    9x^+ 
jf*C3i+3A+  6x^ +10x^+1 5x^+  2ix^+  aSx^+  26x^+ 
j*i::?:i+4x+iar*+2ox*+35a;*+  56x^+  84:1:^+1200:^+ 
35X;i+S^+\Sx*+35X^+7ox'^+i26x^+2iox^+S3ox^+ 

Sed  non  nece»se  est,  ulterius  progrediamur. 
Naro  iidetti  prodeunt  numeri,  qui  sunt  incUcati 
p.  113.  Quare  ope  horum  numerorum,  qui  ntf* 
meri  dicuntur  figurati ,  facile  reperiuntur  Potesta- 
tes  ejusmodi  Seriei  Geomjetricae. 
t      3*  AUi  prodeunt  numeri,  si  3eries  Qeometrica 

est 
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68t  finiia ,  id  est ,  si  ex  definito  numero  termiDorum 

constat.  Ita  si  in  Tab.  II.  ponimus  ^  =:^z=rs//stsi^ 

Series  est  jcri+x+ArM***'*  9  cujus  Potestates  sunt : 

3jp*+  4^*+  3^*+    a.T'+      x^ 

jr«=:i+3x+  6jfA+io:F^+i2ji?*+  iajr^+  io;i?^+    (^x^+  3;c'+x' 

3r*=i+4Jir+iojc*+2oj?^+3ix*+  4ox*-k  54:t^+  40jr^+'3i;i;' 

+!2oa;^+ioa7*°+4:r'  *+a;** 

+i35.^^H-ioi^'''+65^*'*+35^^*4-«5^'^-i-5«'*+^'^ 
E>e  his   Coefficientibus  iJem    valet,  qiiod.  nota* 
tum   est  de   Coefficientibus  binomialibus  %•  119.. 
Summa  omnium  Coefficientium    Potestatis  m    est 
=34».  Nam  si  X  ponimus  m,  erit  j=i  +  i  +  i 
+  1224,  quare 
2  (i+2+3>+ 4=16=4* 
»  (i+3+6+io+i2)=64=4* 
a  (i+4+io+2o+3i+4o>+-54=25(S=4* 
aCi+5+*5+35+65+^o*+i  35+ J155)  =1024=4*. 
Idem  fit,  si  in  Tabulal.  ponimus  ^=3=3^=1^ 
Tum  oriuntur  Potestares  Serlei  Georaetricae   i+Jt  . 
+  jp*;  veluti 
(l+jir+jt*)*=  1+2^1+  3^*+  2;c^+      .Y* 
(i+jir+j?*)*=i+3*+  6a:*+  7;c3+    6.»^+    3:17^+      x? 
Ci+JC+Ji*)^i+4^io;t;*+i6:c^+  i9A;*+i6;ir*+  iojc^+^at^^+jc* 

(i+jH-jp  )*=i+5^i5JC*+30Ar»+  45«^+  5^^^+  45^+ 30*^ 

+i5^*+5*^+Jc''' 
(i+jp+**)^==5l+6«+aiJi;*+5oa:3+  9oa:*+i  26;c*+i4iA;<^+ia6jc^ 

90:^^+50X^+2  IJC'°+6x"+A'«* 

(l+jp+;i?*)^=i+7^a8a;»+77;c3^i6iA;^+266**+357ir<^ 

+393JC^+357«'+a66;i?^+i6iJt'*'+77;c"+28^'*+7«"+;c'*« 

Swrk"^ 
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Summa  mmum  Coefficientium  Potestatis  m  est  3»  , 
^s^desi  radone ,  qua  antea ,  velud : 
3*=:  9=ri+2+3+a+i 
3»=227=2a(i+3+6)+7 
3*=38i=:2(i+4+io+i6)+i9,  caet. 
Si  ponimus  ^  =3^=21,  $ed  ^s — i,  Summaoni* 
pium  CoSfficientium  cujuslibet  Potestatis  est  uni* 
tas»  quoniam  (i+i-f.i)«=i, 

Si  ponimus  :n=sio  prodeunt  Potestates  numero* 
rum  iiii  et  111.  Ita  (1110*531234321;  (111)* 
paia^ai;  (lu)' 5=313^7631  >  caet, 

Animadv. 

Quae  continentur  $•  105 — 126.  eummaximein  fi- 
pem  exposita  sunt  9  ut  dilucide  appareret ,  quomada 
Arithmetica  universaHs  ex  repertis  nava^  ex  um^ 
versaUhus  particularia ,  atque ,  Inducdone  et  Ana* 
logia  ducibus ,  ex  particularibus  eliciat  univerraUa  j 
quamque  aptae  sint  saepe  expressiones  seu  formu- 
lae  Arithmeticae ,  simplicissimis  mentis  acdonibus 
repertae,  ad  elicienda  ea,  quae  disciplinae  fines 
maxime  extendant.  Quare  non  veremur,  ne  con« 
tra  viam  et  radonem  disciplinae  peccasse  videamur, 
quod  ea  jam  attigerimus ,  et  quasi  praeripueri- 
mus  loca,  quae  postea  seorsim  tractanda,  atque 
tum  demum  plenam  lucem  et  extensionem  acci- 
pere  possunt.  Immo  vero  haec  non  sunt  praerep* 
ta  9  sed  ad  ea  strata  est  via ,  Qt  munita^  Caeteruqi 
in  iis  9  quae  exposuimus ,  nihil  est ,  quod  non  pl^* 
ne,  ex  principiis  posicis,  intelligi  possit. 
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J.  la^.   Exempla  Productorum  ex  Facto- 
ribus  Polynomiis  cujuslibct  generis. 

Unde  enunciatum :  Productum  ex  Summa  atque 
Difercfitia  duorum  numerorum  aequaU  e$t  Difft^ 
ftntiac  Quadratorum  ipsorum. 
I.  Hac  r^la  duce  Productum  ex   Factoribus ,    a+b+c  et 
«+*—<:  facile  reperimus.    Sit  pizia+b^    ergo    (<ar  |  ^  1  O 

=2;.  (j — ft^),  si  xsi^^  +  A  +  tr. 

Adreperiundum  Productum  (a^—ab+i^)  C^*+j*+*»)=sP, 
ponatur  eodem  modo  p  =  <»*+A* ,  ergo  P  =  (p — ^*)  (p+ab) 
sp*— tf  a*a=M*+tf  ***+*^  =:  C^— a^*)  J  ,  s\sz=:  a^^+ab+i^ 
^  Sit  i^=:(<H^ — c)  (a — b+c).  Ponatur  p=sb — c^  ergo 
^a+p)  (a—p^^sa^—p^^^^a^—Qb^^^^z^ia^-^^—c^+abc 
^•^X^ — 2*)  9  si  szsa+i+c. 

SkPzs(a^+2ab+2b^)(a^ — 2ab+2b^)s  Ponatur^=:tf»+a*S 
ttgo  P=!(p+2ab)(p — 2^j*;=/>*— 4i3***=tf^+4**. 

Qendo  b  negativum : 
{sF^^^^a+by^i^a—b^^a+byzzLa^+a^b-^b^^b^ . 

4-  (fi^^b+ab^+b^)(a^—a^b+ab^—b^)=a<^+a^b^—aH^-b^. 

5-  {t^+b^+c^^^^b—ac^bc)(a+b+c)=::a^—Sabc+b^+c\ 

t  (/fi+a^b+a^b^+ab^+b^)(a^^a^b+a^b^—ab^+b^)=us'^ 

+tfib^^b^+a^b^+b^. 
y.Srt  ftaC<^+£?)(*4<_^)(tf+^— <)(tf_*+:).      Ponatur 

/=AK,  ^— ^,   ergo  P=5(/+<ar) 0>— tf )  (^) (^»— ^) 
=</>*— tf»)  (a*— j*)  =  «*CP*+?*)  —/>*?*— ^^m*(**+^*) 
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_  (J**^*)*—  «♦  tsa  — .  41*  —  *♦  '■-^c^^M^fi^^a^^TA 
=2;.  (j — m(j— orX^^—ft*) ,  sl  I    w  I  A  h% 

8.  te(tf+*)^(^»— *)4<a^»^»)^»s=«*--^»^H^. 

9*  /fe<^*)»(ij— *)«c=3(ii*— 3*)»r=2fl<^— 3a**N-3a*^^ 

5-  1^8.  Producta  formae : 

m 

!•  (#— y5)(iiH^5+ia)-5tf3_3«. 

ftt  (^*)  (tf >+tf •A+^**+^a)=:^— *♦. 

S.  (i»— 3)  (ii*+ii»A4-tf *^a+ia^3+^)=aj*— **. 

4,    (iJ— *)(tf*+a4^3^^i3^_^^^^— ^_^. 

Atque  universe ,  si  09  est  numerus  integer  posi- 
tivus , 

5.  (^^)(a"-'+a*  -«5+^»-8^*+a»~4^»  .,^^3»-2+^ 


Si  ponimus  ^  negativum,  erit 

7.  (j+*)(ia* — j*^+<iA*— iJ*)=tf4— ^. 

8.  ^a+iyQa^-^a^t+a^b^—alf^+b^yzzui^+b'. 

•    9.  (<H^jCtf*— tf^^+^^iJ»— tf»i5»+tf34— i5*)=tf^— A^. 

Atque  universe ,  si  m  est  numerus  par  integer  f<h 
sMvt/s^  erit  secundum  $.  loi. 

10 .  (a+3)(^"  -'— a»-a*+^»-3^a— a*-43*. .  .+tf *"• 


Si  vero  est  impar^  erit 

ii.(^+*)(tf""'— ^*-*^+^"--3i5s..— ii3»-^+*»--«)==aj*+ 

Posito  ^  =s  I ,  erit 
la.  (u*+^i)  (^i— i)=aj3«i. 

X3»  («*+i«*+ia+i}(^i)=M*— !• 
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Et  imivene^si  m  est  numerus intq;er  positivui, 

(H-i)  C«*— iH-i>=a»*+i. 
(H-i)  (#•     #^  I  •     i>gaH^i, 
,  (tf+i)  (#^— n^-Hg^    .^  I  i>zai*+i> 

.  (H-i)  («^-^+^i*— -tfM-^^--i>=3»^*-u 
Bt  imif«rse »  si  jii  est  numerus  par , 

8i  vero  1»  est  numerus  impar, 

Posito  43*  pro  if  9  erit* 

(uHM-41*)  («*— i>=ai*— 1. 
(ii..fl«+^)  (ii»^.i)c=laM-i  (ir)  cset. 

Potito  «^  pro  tf ,  et  ftjs*  pro  i§;  prodit 
4*(4^+ig*«^+4ii^s<f 8jr«)  (tf^M^>=af^i««*  (t> 


St  125)1  De  usu  MuUiplicMimis  in  vita 

sodalL 

Varius  et  multiplex  est  Multiplicationis  usus  in 
%Aociilift  a  quibus  duo  soium  notentur: 

1.  Si  alicujus  unitatis  magnitudo ,  pretium ,  vd 
9)iDtitas  esi  cogniia ,  MlikipUeati<m  reperitur  mag* 
^fitudoj  quantitas  ct  pretium  gus  TotiuSj  quod 
W  ufdtctem  altqttotics  contimt.  Ita  si  una  libra 
^Boijus  mercts  constat  a  dorenls ,  Multiplicadone 
i^tur ,  quot  florenis  constent  m  librae»  Quae- 
^  enim  Productum  ma. 
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a.  MuhipUcationc  convertimus  ufdtatesin  urn^ 
tates  minores ,  seu  fractas ,  quac  in  prioribus  attm 
quoties  contihentun  Ita  reperimus  diein ,  id  est 
spatium  24  horarum»  constare  ex  114  •  6oe=:i440 
minutis ,  atque  ex  1440  •  60C386400  minutis  secun» 
dis.  Minutum  enim  primum  sexagies  contiaecur  in 
hora  9  minutum  secundum  sexagies  in  minuto  pri« 
mo.  Eodem  modo  Multiplicatione  reperimus » 
quot  minuta  secunda  contineat  annus  vulgaris  »  pe* 
ripheria  circuli ,  .caet.. 

Praecipua  genera  unitatum  sunt  Geometrica  (i), 
esiqut  supt  longitudo  9  ut  pes,  ulna,  pahna;  figu* 
cie  planae ,  praecipue  Quadrata  9  ut  paUna  quadrata  ; 
corpora ,  imprimis  Cubi ,  ut  palma  cubica ;  eae ,  quae 
ad  circulum  et  angulos  referuntur ,  ut  gradus  9  mi« 
nutum  primum  et  secundum  arcus,  angfulus  rec- 
tus.  His  addendae  sunt  unitates  temporis^  ut 
dies;  ponderis^  ut  libra;  nummorum^  ut  flore« 
nus ,  caet* 


C    A    P    U    T      VL 

DE  DIVISIONB  NUMERORUM  INTEGRORUM. 

$.  130.  Definitio  Divisionis. 

Si  proponitur  aequatio  abz=^  ^  ope  Multiplicd- 
tionis  ex  Factoribus  a  tt  b^  Productum  p  ttge» 

rire 

(1)  VicL  Prolegomena ,  {.  6« 
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tid  potest,    idque,    quomodo  fiat,    si  Factores 

t\mi  numeri  integri,  in  pnecedend  Capite  V.  ex« 

positum  fiiit.    Eodem  modo,  proposita  aequationd 

tAcdc.xzi^ ^  qualiscunque  sit  Factorum  nume« 

nis ,  reperiri  potest  Productum  p'  (§.  76.).    Qua* 

re  Multiplicatione  solvitur  Problema:    Ex  cogrd^ 

tis  Faetoribus  reperire  Productum.     Quaeri  autem 

possit  soludo  Problemdds  inversi :   Cogfdti  Pro^ 

iucti  f  reperirt  Factores  a^  b^  c^  ^  •  •  •  Quod 

tamen  Problema,  nisi  ipsi  adjiciuntur  conditiones 

quaedam ,  quibus  satis  restringatur ,  indetermina^  . 

tum  estj  sive  diversas  iiabet  solutiones;  id  est, 

pksrcs  indicari  possunt  Factores^    qui  hoc  idem 

cfcsant  Productum.      Veluti  numeius  72  ex  di* 

versis  efficitur  Factoribus  integris.  Nam  72=22. 3^ 

IS3  •  24=4  •  i8s=36  •  I2:s8  •  9=2 . 2  •  iS=2  •  3  •  II 

S2«  4*9=2  .6. 6=23.  3  •  8=:3.4^6==2.  2. 2*9 

ts  2  •  2  . 3  .  6=S2 .3.3. 4=a  •  a  •  2 . 3 .  3^     Quare 

hic  numerus  quinque  modis  ex  duobus ,  6  modiS 

ex  tribusj  3  modis   ex   quatuor^  uno  modo   ez 

quinque  Factoribus  integris  efficitur,   quibus,  Ut 

Factor ,  non  adnumerata  est  ipsa  unitas.    InfinituA 

^utem  fit  Factorum  nuroerus,  si  ad  eos  etiam  ad-  , 

tnittuntur  numeri  ffskiti. 

» 

At  vero  Problema  hujus  argumenti :  Dato  Tn^ 

^cto  p  duorum  Factorum^  atque   alterutro  ejui 

Factore  b ,  reperire  alterum  Factorem  a ,  est  de* 

terminatum^  id  est  unum  tantum  Facrorebi  quae^ 

teQdum  proponit  et  proponere  potest. 

Solutio  hujus  Problematis  est  Diyisio»    Prcxluc^» 

)  T  tttfii 
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t^  (^),  quo4  datum  est,  Dmdtndus^  Fartof 
(4),  qjiii  datus  e&t,  Dmspf;  isqUiC  (^),  qui  qu^ 
rguj:,  12^0^^  appellatur*,  Solet  deagna^  DlvJisio  « 
aut  eodem  modo,  quo  fr4^//0  (i),  subscribeodo 
Divisorem  Dividendo  per  liiiieola^  tra^sversam» 
ai^  iif  imerponendo  duo  puncoi,  v^luti 

Itaque  ultima  aequatio  his  verbts  exprknkur  : 
t  cst  aequalis  mmero  32 ,  diviso  per  4 ;  vd  8  esP 
^otus  ex  32  tf/  4. 

Animadv.  Quo  commodius  Divisionis  praeceptft 

ez   Mulcvplicationis  natura  hauriantur,  in  hac  De* 

dnitione  ejus  notionem  ab  hujus  notione  deriva^ 

vimus.      Haec   autem  Definitio    prorsus  convenlt 

"-    tom  ea ,  quae  data  est  §.  65.    Etenim  in  Pro- 

Ijortione  AxBrr,—  .1^ terminus  A estProductum ex 
I^tctoribus  B  atque  —  ,  atque  Divisio  desigaaa 
duplex  Problema:   inyemre  B  ex  A  et  ^-^^   atqftf 

invenire  —  ex  A  et  B.    Quod  utrumque  indicatur 

luio  Problemate:  Ex  dato  Producto  A  duoru^ 
Factorum^  atque  alterutro  Factore^  reperire  alt^ 

rum  Factorem»  Nam  si  ^  et  jS  sunt  numeri  pu- 
ri,  ut  in  his  ponimus,  nihil  differt,.utrum  jB,  an 

*  sit  Quotus  (5.  iS/.). 


(1)  ProlefOBu  |.  11. 


S*  i3x< 
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§•  131.  CorM.  I. 

Quoniam  p  ipsum  ex  pluribus  Factoribus  con- 
stare  potest,  Problema  Divisionis  magis  universa- 
le  ho^  est:  Hatis  wnrnbus  Factoribus  aUeujus  Pr9* 
dudti  cogniti^  praeter  unum^  rcperirc  hune  Fae» 
Urcm  j  veluti ,  proposito  3  •  4  •  jt  cs  60 ,  repcrhrc  x. 
Quod  duplici  modo  solvitur:  aut  deinceps  di« 
videndo  per  3  et  4,  aut  dividendo  per  totum 
Productum  il.    Etenim  3.4.:r=4.3.x=!i»» 

(S-  74»  75»  76.) 

§.  133.  Coroll.  a. 

Si  ^  =  r»   erit   ab  =/,    et  *=— ,  atque  si 

abzzip^  erit  ^==^et  *  =2-^(5.  130).    Quare  w 

Divisorem  QuotuSj  aut  Quotum  Divisor  multipU* 
€at^  Productum  aequale  cst  Dividendo  ^  atque  si 
Productum  per  alterutrum  Factorem  dividiiur^ 
Quotus  est  alter  Factor.  Ergo  et  Mulciplicatione 
€C  I^visione  perspicitur,  an  Divisio;  Divisione 
tutem ,  an  Multiplicatio  rite  sit  pei:acta. 

.    S*  ^33-  Coroll.  3. 

Quoniam  Divisio  rite  est  peracta,  si  Divideo- 
dus  est  Productum  ex  Quoto  et  Divisore ,  coa« 
cludimus : 

s*  Si  49  =3^9  ^i^  ^  rs  A  Quare,  ut  in  nume- 
V  a 

ris  puris  Multipl|cator  in  Multiplicandum ,  Multi- 
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plicandus  in  Multiplicatorem  (§.  75.),  ita  Qnafut 

in  DMsorem^  DMsor  $n  Quotum  tramtrc  paiest. 
ach  acb        .     (md)b 

^  ac  '         iw  ^  ' 

i/  Produetum  ex  pluribus  constans  Factoribus  per 

.aOguem   aut  per  plures  hos  Factores  dividitur^ 

Quotus  est  Produotum  m,  reUguis  Factoribus  ,  at« 

que  8i  Factor  alicu/us  Producti  per  aliquem  nu^ 

mcriim  di^^fiditur  ^  per  eundem  numerum  Produatttm 

dMditur,    Vcluti  i^  =  *-lllilZ  =2  4.7^48 

»•3.  *'3 

28        4  •  7 
Htque  -  =3  ^  =3  a  .  7  C3  14. 

ab       abc       abcd    „      3.8      34      7% 
~  «  ~  ^^  "^  acd\         3      ~    3*^  9^ 

Quare  jj/i^^/w^  (wt  —  et  ^^  )  /»^«  mutatur ,  x/  «r/^r- 

^&^  et  Divisor  et  Dividendus  pcr  eundem  numerum 
muItipHcatur ,  vcl  dividitur ,  atque  cujuslibet  numeri 
Quantitas  (ut  b  et  8)  eadcm  manetj  si  per  eundem^ 
numerum  muItipUcatur  et  dividitur.  Inter  Mul- 
tiplicationem  igitur  et  Divisionem  eadem  interce« 
dit  ratio,  atque  inter  Additionem  et  Subtractio- 
pem;    ita  ut  Iiaec  tollat,    quod   illa    composuit. 

Nam  ut  a+b — bzs^a^  ita   ^  =  ^,  (J.  i8.) 

m 

£^x  hisce  etiam  perspicitur  ratio ,  cur ,  quemad* 
modum  Multiplicatio  Additio  contracta ,  ita  Divisio 
Sabtractio  contracta  appelletur.  Nam ,  ut  8  •  6=348 
«ignificat ,  Summam  numeri  8  sexies  sumti  esse  48  , 

ita  ^  s6  significat,    nihil  restare,  si  numerus 

o 

8  stxies  ^  numero  48  subtraiiitur. 

4*  Quo* 
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■ 

4*  Quonlam  ($.  100.)  +at  =  (-h»)  (-h*)=<-ra) , 
(— *);  aique  — tf*=(+a)( — *)=( — «)(+*) 
aequitor 

Ergo  Quotus  cs$  posMyus^  si  DMdcndus  ct  Df» 
yisor  idcm  haBcnt  signum ,  scd  ncgatiyus »  si  if* 
sis  diycrsa  sunt  signa.  Ex  quo  edam  sequitur^ 
Quosi  signum  non  mutari  ^  si  signa  Divisoris  cc 
Diyidcndi  simul  mutantur. 

§•  134«  CoroH.  4* 

Ez  comparatione  duorum  Quotorum  xs-ret  jsa  . 

l>  a 

innotescunt  praecepta  Divisionis  similia  iis ,  quae 
$.  8a-^7,  sunt  exposita  de  Multiplicatione,  Ete- 
nim 

a^bx^  atque  cxndj  (§.  132.) 
crgo  si  az^c^  erit  bx^dy  (§.  5.) 

Si  praeterea  i:=:dj  erit  xzizy  (S-  85.). 

Ex  quo  concludimusx 

!•    Duo    Quoti    r*  =3-|  et  y  sa^)    acquaks 

juntj  si  habcnt  acqualcs  Diyidcndos  (^=0  ^^ 
Diyisorcs  (b^d^;  id  est: 

Si  acqualcs  numcros  diyidunt  acqualcs  numcri  , 
Quoti  sunt  acqualcs* 

Positis  tf  =stf ,  atque  3  <  rf,  erit  jif  >  jr  atque 
positis  az^cexx>y^  crit  3<^($.86.);  idestr 


^.  St^ko  Qu90i  boBm  'lasfuaHfs  iDMdaftos  jcd 
^ifmquales  DMsores ,  minor  Diviser  moforem  Qisih 
tum^  atquc  megor  Quotus  minorem  indicss$  Dtfir 
sorem^  ex  quo  iUud  praeceptum : 

•$"/  Aequalcs  numcrbs  rUviduns  Imsequalcs  fmmHh 
H^  Quoti  stini  tnaeqaisles^  isqut  QuoHts  mafo^  tess^ 
tsgus  Diyisor  minor  est^  isquc  DMsdrHOfhr  ^, 
q[(d  mgorcm  efficis  Qubtum. 

&ia>d^  ertt  fx  >  dy  f$.  iiO 9  atque  81  pttete- 
reai5=//,  erit  jir>  j,  atque  sl  'xinj^  tAtf^d 
(S.  84),  id  est: 

3«  Si  duo  Qaoti  iscfutsles  haicns  DMsores  sed 
dnacqualcs  Diyidcndos ,  mqfor  Dividcsuius  msqorea^ 
Quotum ,  atquc  ma^^or  Quotus  mi^ortm  inditae  Du- 
Mdendum ,  ex  quo  jllud  praeceptum : 

)Sy  inaequahs  numeros  dividant  aequalcs  msm^" 
ri  9  Quoti  sunt  inaequalcs ,  isque  Quotus  m^or 
esS ,  u6i  DMdendtts  ms^or  est ,  isque  Dividcfs^ 
dus  major  est^  cufus   Quotus  major  tst. 

Si  xa^y^  ttqtte  itzzd^  erit  bxssdy  ($•  81.)  t 
crgo  az=:c  C$    SOj  ^d  est: 

4.  iSr  duo  Quoti  aequalcs  habcrtt  aequales  Di* 
Visorcs^  habent  ctiam  aequales    Dividcndos. 

Si  azr^Cj  erit  bx^Jy  (S.  5.)  et  si  praeterea 
sssjr,  erit  bzmd  CS*  85.)  id  est: 

5.  Si  duo  QuoSi    aequales   habent  acqualcs 
^yislendos  ^  ttiam  Divisores  habent  acqualcs» 


Has* 


..  y^mn.  emiociatiQoe»   ka  d^signaf^   poaaoinpt 

a      c 
I*  j  Z  ^  ai  aoic^  afeqoe  dz  b. 

a      c 


3,  ^  Z  ^»  si  rf=2^,  atque  J  Z  ^" 
4*  rf  Z  *,  si  a:=:£:,  atque  t  Z  4- 


J.  135-  (>(?//,  5, 

* 

Si  r=^9  erit  i7S^x,ergo  iim=^»(5*8d.> 
&  lianc  aequationem  per  b  dividimus ,  prodit : 
1.   jci5OTx(S.  i34«  i). 

Si  Dividendum  (jm)  et  Divisorem  (^>  per  m 
dividimus,  prodit: 

*•  r7Z==^*  CS*  133-  3>. 

Si  autem  membra  aequationis  at=:tx  dividuntur 
per  m^,  prodit: 

Ex  hisce  sequuntur  praecepta: 

t.  Numcrw  ,  qui  multipUcat  DMdendum  ,  v^.  itf* 
W^V  DMsorem,  Quotum  muhlplicat. 

b.  Numerus ,  f e//  dividit  Diyidendum ,  y^  fO£/A^ 
tipUcat  Diyisorem ,  Quotum  dividit. 

Quod  etiam  per  se  patet.  Quo  enim  major  est 
IN\4dendus ,  quoqud  miaor  est  Divisor ,  eo  iqajor 

Cft  QttOtM» 

^  c.  Ut 
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*c«  Ut  Quotus  per  oHquem  numerum  mub^Uee^ 
iufj  aut  DiyiJendus  est  multipUcandus  ^  attt  Dt^ 
visor  est  dividendus  per  hune  numerum^ 

d.  Ut  Quotus  dividatur  per  aliquem  numerum^ 
aut   Dividendus  est  dividendus^  aut  Divisor  esi 
'  mulHpUcandus  per  hunc  numerum. 

%.  i%6.  Coroll.  6. 

In  omni  aequatione  MultipUcator  alterutHus  ment^ 
hri  saha  yeritate  in  Divisorem  alterius  membri 
mutari  potest.  Rursus  Divisor  alterutrius  menp^ 
hri  in  ^MultipHcatorem    alterius  mutari  potest^ 

ut  ax:=iby  ergo  x  z=i''i  (a^b+e^  xxside^^ 

de^f 

«8»*=»^:^^«.  134.  0. 

•  ■    ■        . 

%.  137.  CoroU.  7. 

Produetum  est  duobus   Quotis  aequale  est   Pro^ 

ducto  ex  eorum  Dividendis  ^  diyiso  per  Productum 

ex  eorum  Divisoriius. 

a  e     ' 

Nam  si  Quoti  sunt  ^p  s  ^ ,  atque  yv^-y^  eric 

b       .  d    . 

a^bxj  atque  et=:dj^   ergo  aczribxdj  (%.  8ftO 
crgo  g=3:i?3P(S.  134.  !.)• 

§•  138.  CoroU.  8. 

Quotus  ex  duobus  Q(dotis   aequaUs  est  Producto 
ipsorum^   si  inyersus  fuerit  Quotus  (Uyidens^sff 


NblttRORUil     iNlTEGROltUit.  I49 

M9,$i  9$is  DMdendus  its  DMs^rem^  Diyisar  M 
Dtndm^iitn  isbitri^ ;  id  est,  si  x±z%^tjt=!i^% 

^^x^a^c^a   d  .  ad 
j       b  d      b    c     bc 


Nam  «==**  tte=:</j,ergo  |=^  ($•  134. 0» 

S«  139*  Thecrcmd. 

Qucsus  cx  fsumeris  expanentiaUbus  ^  guibui  ideltlh 
tn  Facsor^  ea  css  Potessas  hujus  Factoris ,  cvjtd 
ixponcns  ess  Diferentia  Exfotictuium  Diyidehdi 
u  Divisoris  ,  veluti 

tf        ^— # 

-  ts  /     ubi  pet  q  sunc  numeri  integri  posl* 

tf 


tivi,  ut:  2-  =33^  —  2187. 

i9 


Demimstratio. 

-'tea'-'*'^/-'^',  ergof^a/-*  ($.  13*0, 
Exempla  suppeditant  tabuke  Potestatum  nuini* 

$4  140«  Corotl.  u 
«  a  a  a  ••••  __ ^  ^ 

.  ^  —  • —      $•  Qlrf 

An^A  #+#+•+»-..• 

a a  a  a   ••<•      ^i 

V  «1 


^er  P.  L  C*  VI.  dc  Divisiom 

vrliiti  • S3  2"    •'^ssa^r::?!© 

•2  .«».»•       a.iaS. »56 

S.  141.  CoroU.  3. 

—  5sa^=:V*=  l.   'Exgo  quiUbet  numerus  ^  eu* 

Jus  Exponens  est  0,  ^ir/  i/mVa/  '^/^;  de  qua  re 
jam  fiacta  est  mentio  $.  isow 

$•   142.  CorplL  3. 

o 


^  22l»i'**^:»j"*;  id  est: 


\  Numorus  exponentiaUs  ^  fui  habes  Exponomot» 
negatiyum ,  indicat  Quotum  ,  r £(/i/j  DiiHdendus 
est  unitas  9  ^^  ^^Vx  Divisor  est  idem  numerus  ex^ 

#  • 

fOftemiaMs ,  i^  eum  Exponente  positivo. 

l.  143.  Coroll.  4. 

— T-;=3*  .  tf"' =*  .^■"*  «""^ 

^.o'     f 

« 

kursus  -i--  =  / ,  atque  — --—  =  bca^ 

»■ 

Etenim =  — :*tS' 133-3  =s—=^»    ^*  '4J0' 

a^f     (f  d^  a^ 

Divisar  itaque  in  Dividendum^  Diyidendus  in 
Divisorem  abire  potest ,  dummodo  Exponentis  eorum 
signum  mutetur.  Idem  valet  de  omni  Factore  Di* 
visoria  et  Dividendi» 

5 


NramoRUM  bmsoRORuii»  15% 


UTg&  ^ms  Faaor  Divisoris  potest  mutari  in 
Factartm  Di^idendi^  atque  omms  Faetor  Diyidcn* 
di  in  Factorem  Divisoris^  dummodo  Exponeniis 
signum  mutetur»    Itaque 

4i"^_^ji ^j ^  —(/+•) 

y /^*     £^    V"^-  ' 

%  144.  C(?roi/.  5* 

•  GH  f =?«•  ■"•>'  a)'=(T)(i)(^)-^ 

universe :  {t )"— ^  =,  «•*—  -s  /« .  ^—J*     :s 

W    *»  *»  *»    *3#— ^  "  ; 


I 


ttqae 


ttqae  umverse 


'«'v-        «' 


iverse :  (-  )   =  .7.  =  «^"  *"*"  =  Ob-O* 


Si  pontnitts  bsna,  erit 


Ponatur  ^ = 0 ,  ergo  «'  ^  «'  s=  i ,  at^ue 

4. 


15»  P»  L  C.  VI.  DK  Oivisiom 

crgo  tf'**'^  indica$  et  qtimam  Potestatm    Qua^ 
rt     "11 ,   tf^  mtimam  Potestatem  Quoti  ^*  Co|H 
fer.  J.  93. 


Exempla, 


^•"'c^^iP^ 


'^r*rf\         *^g-Mti,-n,UtcVjf* 


) 


mtiMt  jtf 


a"V"e 


••lOT  I 


5.  (— <i)        =s^»»    (§.  lOI.) 

«•  ^-«^      ==— ;^«  (s.  loi.) 


NUMERORUM    InTEGRORUM.  153 

7«  Si  ponimus  Seriem  Geometricam ,  cujus  qui* 
libet  terminus  consequens  est  Quotus  ex  termino 
antecedente  et  Divisore  constanti ,  velut  x ,  liaec 
Series  habere  potest  terminos  cum  Exponentibus 
aegativis,  veluti 

3?^  X*,  X,  *^,  x'^^  x^^^  X^^j  x"^ 


•  •  • 


$.  145.  Coroll.  6. 

Ergo  in  multiplicandis ,  et  dividendis  numeris  e:it*- 
ponentialibus  atque  in  iis  evehendis  ad  aliquam  Po- 
^estatem  ,  eadm  e$t  lex  Exponentium  negativorum  9 
atque  positiyorum.  Confer.  %.  91 ,  93,  94. 

%.  146.  Coroll.  7. 

Ut  numerus  exponentialis  ad  aliquam  Potesta- 
tepi,  ita  haec  Potestas  ipsa  dcinceps  ad  novam  evQ- 
hi  potest  Potestatem,  ut 

$.(C-^)T'=-l7sC§-ioi.) 

5.  147.  Problema. 
Monomium  dividere  per  Monomium. 

Solutio. 

Haec  Divisid  fit  secundum  regulas  expositas. 
Omnes  Factores  communes  Divisoris  et  Dividen^ 

di 


cK  tollnntttr.     Qaare  nonnQllis  solum  fd  iUnstre* 
tor  eieQipIis* 

i;68      3. 7*8        S 

C— 64jAw[n*      /^i6b\* ftS6>&* 
—  i^acdJ       V~«/  ***     9 

-(S)' -Q?-)' -'^-'■^ 

— ia.7~"**'  4  ♦  7***  1372** 

I  I  laxy^z^   3 

^.  I4B.  Theorema. 

Qaotus  ex  Jfaiytwmio  Dividcndo  et  Monomio 
Divisore  inHgro  est  Summa  Quoterum  ex  tinguiis 
tcrminis  Polynomii^  divisis  per  Monomium^  ve- 
Uiti  ab^ac^^ib-^-c. 


■    ^ 

^ 


/}«. 


NjMnMWfTM    IimGRX>fiJDMW  IS& 

D6monstra$hm 

r 

Rttio  perspicitur   ex  Multiplicatione  ($•  8o.)* 
Eteoiiaa  (A^^^ssii^  -|.  tf£?,idest,si^-f-«^est 

Dividendus ,  atcjue  «  est  Divisoi  h  ^c  esx.  Quo- 
tus«    Atque  ita  de  aliis. 

$.  149»  O^olL  i. 

» 

Si  DMsor   non  est  pars  aliquotu  terminorum 

Diyidendi^  aut  ipsis  est  aequalis  ^  Quoti  partiaks 

sub  forma  Fractiord^  notantur ,  ut : 

g+^+g  +  (/zag  +  ^+c  +  rf>    Idem  fit^  si  quid 
f  f    tf     tf     r 

restae  ex   Difisione  9    quod  neque  esi  MultiplunL 
Divisoris^  neque  ei  est  aequale^  ut  ax^+bx+e 

X 

'  .     e 

zsax-{'6+  -• 

X 

Si  Di^sor  est  Productum ,  fieri  potest ,  ut  Fac- 
tor  aliquis  Divisoris  sit  pars  aliquota  Dividendi, 
4uod  si  fit,  Totum  per  bunc  Factorem  dividitur ,  ut' 

.  ,       b   ^  c 

■  ■   —  ■         I»—  m 
am 

Idcm  fit,  si  Residuum  habet  aliquem  Factoiaioi 
mnmunem    cum  Divisore   ut :    as^  +  abx+em 

ax 
e 


a 
Exempla 

i.  ^ox^  —  i^gjp*  —  6a*x  C3  lojg^ — 5^^ — ^^> 
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» 

i6tf«  *•  rf +» — 8tf»— a  ^3  ^»+f +«  —  i2a»+»  tf  c^. 
3* 


tt^'  — 


8  j»  *»  rf 
%b^  c*^       3     tf »  *fr3 


■te  «-iM  iL  • 


4iar»  jc*  +  6ax^  +  8tf:c*  +  mjc*    ax^ 
6ay^  +  i2y^z  jj* 

sa  flgjg^  +  3^*  -H4;c  -f*ji 

«J+2« 

$•  150.  C^r^/Zi  9. 

Quotus  cx  Polynomio  et  Monomio  aut  nki^or  aut 
fMnor  est  Dhidendo ,  si  Divisor  minor  yeJ  nUffof 

ett  unitatCm 

a 
Sit  Quotus  ^  £=  T ,  ubi  ii  est  Polynomium ,  A  Mo- 

nomium.  Ergo  a  =2  ^;ir.  Itaque  si  ^  =3 1 + ^  ,  erit 
a^x+cx^  ergo  ^  >  j?.  Sed  si  *=i:i— ^,  erit 
az^x—cx^  atque  x=2tf+tf;c,  ergo  x>a  ($•  lo^) 
Quare  neque  Productum  semper  majus  est  Muld-^ 
plicando  ($•  81«)  neque  Quotus  semper  minor  .est 
Dividendo.  Si  Muhiplicator  et  Divisor  sunt  urd^ 
tate  nUnores^  Productum  minus  est  MuUipUcaf^ 
do ,  atque  Quotus  major  est  Dividendo.  Tum  au« 
tem  improprie  dicirur  Multiplicatio  et  Divisio* 
Cujus  rei  ratio  haec  est.  Multiplicatio  per  nv^ 
merum  unitate  minorem  est  conjuncta  actio  mal« 
tiplicandi  et  dividendi ,  ubi  numerus ,  qui  dividit , 
major  est  quam  numerus^  qui  multiplicat.  Eadem 

con* 


NuifttOfttJM    hnWBiOMML' 

coojiiiictt  acdo  est  in  Divisione  per  numenint 
unitite  minorem »  ubi  tamen  dividens  numerus  ml* 
nqr  est  f  quam  muldplicans. 

5^  151.  Problema. 

Dividere  numeros  determimtos  dhertorum  erdl^ 
num ,  sccundum  Sjstema  Decadicum  notatos ,  pet 
sumerum  primi  ordinis. 

Solutio* 

Theorema,  $.  143.  expositum  ^  docet ,  singulos  tef« 

ttinos  Polynomli  csse  dividcndos  per  Monomiunl  4 

atque   Quotos  partiales   in    unam   Summam    esse 

congregandos.    Idem  faciendum  est  in  his  nuiDeris 

determinatis  dividendis  pera,3,4»5^(S,7,8^ 

9,  veluti: 

i44_iao+a4 , 

-— =*— ^  =s  ao4-4  r=  04. 

Ex  quo  explicatur  hic  modus  dividencU^  qilem 
docet  Arithmetica  vulgaris: 
6  1 144  I  20+4 ;  qui  omissis  notis  o  fit :  6  1 144  |  24 

24  »4 

a4  ^ 

o  o 

Plerumque  neque   scribitur  Productum,    nequt 

Residuum  ex  Quotis  partialibus :  ut  6  [  144  |  34» 

5«  I53.  CorolL  I» 

Si  quid  ex  Divisione  restat,  id  adjicitur  Quota 
snb  formt  Fracti,  qt  6  1 149  l  H4-§»  i 


rs»         Pi :L  C#  VI.: DE  Dmmm 

Numerus^  cujus  posteriofes^^notie  *mit  o,  per 
lo ,  loo ,  looo . .  lo*  dividitur,  si  duae,  tfes  ^  qna- 
tuor  •  •  m  notae  o  delentur^  Jd  ftcilem  reddit  Di- 
visionem  numeri  per  5 ,  as ,  125 ,  625 » 3125 ...  5*  , 
si  per  hns  humeros  sine  Uesiduo  dividi  potest.  Est 

enim  multiplieandus '  per    a ,  4 , 8 , 1 6 ,  33  v  • ;  &*  ^* 

•    •       • 

fttque  delendae  sunt  postremae  duae,  tresr,  ^ut- 
tuor,  quinque..in  notaeo,  veluti: 
.   400      1600       ^   4000    ,#f  ^ojPQ 

25""  100     .    V  1^5  ~  1000         ' 

,      •  -   «  j. i 

.     70000.fv1.v3     rvr,.     ,.:    9^0'^-  LiJ_-    «-• 

<525      '  ,  3125        "^    ^  • 

/  3iftfr_^l250Q_^^        -  i/:h     •      • 

25  100 

r  Quodlibet  Poljuomium  9*'pm'us  termifd  aliquem 
habtnt  Factorem  communem ,  mutari  potesf  ^  in 
Prdductufms  duorum  Faetorum^  ^ex  quibus  qlte^ 
est  Facior  communis  ^  alter  reperitur  diyidendo 
Polynomium  per  hunc  Factorem^  veluti: 

ax-^-bx—^cx^^-xziix^^a+b  —  ^+i). 
Si  alteruter  aut  uterque  Factor  est  Polynomium» 
Vrujuis  termiffl^  etiam  haberit  Factorem  commu- 
riem,  simili  ratione  in  Productum  duonMn  Facii>- 
rum  mutari  potcst.,  Ita  Pqlyijoniium  in  suos  Fac- 
tores  partiri  possumus;  quae  actio  dicitur  Parti^ 
*tio  numeri  seu  Poljnomii  in  suos  Fact^ts^  at« 
que^ersis  modi9.  iostitui  po^est»  .«    .^^^    ^,% 

S-  «55- 


.   NlllU^Jpllj[J|§f  ^I^NTEGf^O^^^  159 

§•  155*  C^roll.  4.  • 

•     •  .- 

Ejusmodi  Partitio  in  Factores  Divisionem  reddit 
&diiorem9    si  uterque  et  Dividendus  et  Divisor 
sunt  Polynomia,  cujus  exemplum'estf) 
^-^^ac+bd-^cd     {a^)  b  +  (ji+d)  c      (a+d)  (b+c)        ^  . 
4+tf  *  +  <;  .  *  +  ^ 

'     Similiter  reperittir: 
6ii^  +  7^*  +  aW      ^6aa  +  2ab  +  ^b  +  ibb 
M  +  ^  *  aa+b  * 

s=r  , r—  3^  +  a^« 

M+b 

» 

li  i  ,    ,  $•  156.  Problema.     • 

'    Poljnomiutn ,  quod  Multlplum  e$t  alius  Polyno^ 
mii ,  diyidcre  per  hoc  Polynomium. 

Solutio. 

.  .i 

Sit  P  Polynomium  dividendum ,   atque  p  Polj^ 
nomium  dividens ,  atque  ponatur  Quotus : 

Lz=iA+B+C+D+E  ... 

P 
Ergo  P^pA+pB+pC+pD+pE  ...  S*  1*7. 99. 

P^pAzsipB+pC+pD+p£...  S.20. 

:>         ■  =3^+C+.D  +  iS  . . .  $•  »43-  1^9* 
'  P^pA^pBin^pC+pD+pE .  • . 

Eodanmodo' repefitur:  ^ 

P  . 


itf»  P.  1.  C.  VI.  «B  DivmonB 

^^— — —  SSXSr  •  •  • 

.  et  ita  deinceps,    dcmec  Dividendus  Subtnctlone 
totus  evanuerit. 

Ha^  aequationes  nos  ducunt  ad  Problematis  pro* 
positi  solutionem,  quae  est  hujusmodi. 

Dividendi  et  Divisoris  terminis  in  justum  or* 
^inem  redactis  atque  effectis,  quae  brevitas  atque* 
aimplicitas  expressionis  praescribunt ,  ut  id  expo- 
situm  fuit  S«  104. ,  primus  terminus  Dividendi  P 
dividatur  per  primum  terminum  Divisoris  p  ^  ex 
qua  Divisione  prodit  prlmus  Qfiotus  partlalis  A. 
Hic  Quotus  multiplicetur  per  Divisorem,  idque 
^roductum  Ap  subtrahatur  Dividendo,  adeo  uc 
restet  P^pA.  Hujus  Residui  primus  terminus 
^imiliter  dividatur  per  primum  terminum  Diviso- 
ris ,  ex  qua  Divisione  prodit  secundus  Quotus  par-' 
tialis  B.  Hunc  Quotum  multiplicet  Divisor,  id- 
que  Productum  Bp  auferatur  a  priore  Residuo 
P—pA^  ita  ut  rest^t  P^pA-^pB.  Hoc  modo 
pergimus  in  reperiundis  novis  Quotis  partialibuSj 
donec  totum  Dividendum  qchaustum  sit. 

Animadv.  Si  in  Dividendo  et  Divisore  plurium 
sunt  Potestates  numerorum,  nibil  attmet,  secun^ 
dum  quemnam  numerum  sit  institutus  prdo,  dum-> 
modo  in  utroque  ordinis  fundamentum  idem  sit« 
Quare 

+ Csy"^ + 4y^> 


p^» 


fotest  etiam  ita  inverti: 


NlnUEilORUM     IlfTCGROftUM.  l6l 

j^  +  2xy  +  X*. 
Si  sunt  plures  tennini,    in    quibus  est    qidetB 
l^otestas  ejus  nuroeri  exponentialis ,   qui  ordinem 
«onstituit,  hi  in  unum  terminum  sunt  redigendi: 

ut  (tf*-h*0'** +(^*+**0*+  (tf*  +  **^  +  0 
uti  factum  est  in  ipso  hoc  exemplo  proposito. 

Caeterum  idem  erit  ordo  Exponentium  in  Quo« 

to ,  qui  fuerit  in  Dividendo  et  Divisore.  Ita  ex  prio* 

re  collocatione  oritur  Quotus  2x* y*+ (^^+^y^)  x ; 

ac  posteriore  Quotus  4xj*+ 3xy^+ax*jr*. 

S.  157.  Exempla  Divisionis. 

\uaeratur  Quotus   0,=;:-^^ — ' ,  '  sa- 

4^  —  3^  />. 

Calculus  ita  instituitur: 

'Divid.jP=:24«*4-io«** — i^alf^ — 6b^  Divisor  ^=4/1—3*' 

pJ=2^^—i8a^b Quot.i2=6^«(yO+7i»*(5) 

pB^  ft8«** — %\ab^ 


pCa  »ab^—6b^ 

Omissis  autem,   quae  solummodo  ad  illustran* 
dum  calculum  pertinent,  Divisio  hanc  habet  for- 
mam: 
a4/i*+io^j*i— 13^^* — 6J'  14^ — 3* 

aia^A 
2ia^b — iiab^ 


iab^ 
%ab^—6b^ 

o  £9* 


l6%  P.  L  C  VI»  D£   DlVISIONS 

Ergo  ft4^'  4- 1  oa^i  —  1 34»**  —(£*'=:  ^^a  —  3*) 
(6a*  +  706  +  a*»  )  =3  (4^  —  3*)  (a<i + *)  Csa  +  2t) 
(S*  (550  9  atque  ita  Dividendus  in  tres  Factores 
est  resolutus  (J.  54). 

'  Dividendus  pauciores  potest  haberQ  tamioos^ 
vjuam  Quotus ;  quod  tum  accidit ,  quando  teimini 
:i(equales,  ^ed  contrariis  signis  affecti;,»^!  I^ulti- 
plicatione  sese  mutuo  ^sustuleiiunt.  Hi  termini  in 
Divfsione  redeunt,  vdud  ($•  128.  4) 
tf^— *^    I  a—b  .      ,ii   i. 

a'b 


Potest  accidere,  ut  Quotus  partialis  sit  Poly- 
nomium ,  ut  est  in  boc  exeinplo : 


(••— 0 


« 


'^ 

+ 

<t 

1 

^ 

T 

1 
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H 

1  ^ 

A  + 

-  "» 
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Hnjusmodi  etiain  formae  eit  Quotus: 

qui  est  (84»*  **  +  oii**) x 4- 4^*** x*.  # 

Possumus  etiam  Divisione  perveilire  ad  Ezponeiw 
tes  negativo3,  ut: 

x^+a^H^Xx^  +  Ce—ab^Js^ac^     ,      .  j-      , " 

; six+a+ox^^  +  Ci 

quae  Oivisio  etiam  ita  institui  potest,  ut  primum 

fiat  Jper  x^a^  deinde  per  x*. 

Alia  exeinpla  Divisionis,  eaque  multa,  suppedi* 

tant  Producta  ,  quae  exposuimus  f.  104 — 112.  114. 

121.  122.  127«  128.   Nam' si  aliquod  Productum^ 

,>.  quod  ex  duobus  Factoribus  constat  per  alterutrum 

Fatftorem  dividitur,  Quotus  est  alter  Factor;  sed 

si  9  ex  pluribus  Factoribus  constans ,  per  unum  Fac* 

torem  dividitur ,  Quotus  est  Productum  ex  reliquis 

Factoribus;  ut: 

1.  x^  —  8x^  +  1 7Jt;*  +  ftjr — 24 x^-^/^x^+x  +  S 

Kx  —  ^)(x  —  i)  "  x—i 

ssx*  —  X  —  2.   Confer.  J.  112.  N*.  28.  11.  j* 

ft.  x^^  Aax^  +  6a^  x^  +  4a^  X  +  a*       '     .  .     . 

T.        — r^ T^ z=2x^  +  aax  +  a^. 

x^  +  2ax+a^  Confer.  $.  114.  N\  4 

atque  ita  alia.    Quare  plura  adjicere  exempla  ne* 
quaquam  necesse  est. 

*  ,  $.  158.  De  Residuo  ex  Diyhione. 

S\  Divisor  hon  est  pars   aliquota  Dividendi  aut 
i^ulla  jeffici  potest   Divisjio  numerorum  universair 

liun^ 


Hvwatxmxm  iNTEcmoRUMu  i,^ 

liam,  etque  soluixipiod.0  notatur,  aut  si  unus  yel 
plures  Quoti  partiales  reperti  sunt ,  Residuutn  non 
aroplius  dividipotest,  idque  adjiciturQuotissubfor* 
mk  Practionis.  Prius  accidit ,  si  nullus  Divisoris  ter- 
minus  est  pars  aliquota  ullius  termini  Dividendi ,  utt 

i- — ^- j — i-  ;  postenus,  si  unus   pluresvo 

Divisoris  termini  sunt  partes  Jtliquotae  unius  aut 
plurium  terminorum  Dividendi,  neque  tamen  to-b 
tus  Divisor  est  pars  aliquota  Dividendi;  quod 
semper  fit ,  si  aliqua  litera  Divisoris  non  inest  in 
Dividendo ,  ut: 

ap  +  abp  +  zc+d  3g+^~3Agr-_4^g 

a  +ab  +3^+4^      '^      a  +2^+^  +  ^c 
Saepe  etiam   Residuum,    quod  Quotis  adjicitulf 

sub  forma  Fractionis ,  in  seriem  infinitam  convertt 

potest ;  de  quo  in  sequentibus  agetur* 

S*  159«  Prohlema* 

DMdere  numeros  determinatos  dhersorum 

crdinum^  secundum  Systema  Decadi^ 

cum  notatosy  alterum  per  alterum. 

SolutiOk 

Cum  uterque  tiumerus  sit  Polynomium «  eadetti 
est  hujus  Problematis  solutio ,  atque  ejus ,  quod 
propositum  fuit  $•  156.  Quare  solutnmodo  exem«' 
pUs  illustranda  est  Methodus. 


-i. 


JBtSt0$f' 


iiS         Pl  h  C  VI.  ofe  DivnMNl 

Sitmptum  L 

Dividcb^  1^=3 15S  I  Divisor  p'=sift 

j>;jf sa  ifto  I  Quotus  s=  10  (i^  4-  3 1^> cs  t s 
P-^Jzs  36 

£xmphm    11« 
Ditideadiis  cP  ss  9744  4  BiMM- /«S 

/»=:io4o 
P—pJ—pBziz  104 

jpCra  ro4 

EMmplum    l£Lw 
Dividendiis  i>  tfs  Toft$S&|.  |  Dtvteor/ttriSg 

^=3  936000  j  Quotus  ss  6000  (.^0+900 

/)»=   140490 
P^A-^^B::^       9984 

P^pA^B**-pCsi        6^4 

/i)=3      ,  6fl4 

P^pjt^^B^pC—pD  :=!  *         o 

'    &  hitC  arque  numerormn  universaliua  DivSsto- 
^pers^icuum  est,  tvohihnem  Qii9ti  ficri  per  grm^ 

J56  156  150 

4--— =3  6000+900+60+i 
150 

Si 


$i  qQtaici  «  «^uf »  qyaft  a4  calculjiin  iUv$.^ 
dttm  adjecta  auot,  omUtuntu^,  csUculus,  hanq  b|,- 
bct  fqnnam. 

156  lia    37441  13 1086384115« 


36      114         1503 
$6       104         1404 

998 

936 


6&4 
634 


o 

Possunt  edam    Dividendus  suh   Quo^o,    atque 

^roducta  partialia  scribi  sub  Divisore ,  hoc  inodo  : 

l^Jiviaor  6964  Quotus 

156  1086384  Dividendus 

936  1503 

1404  998 

936  ^H 

624  0 

Brevior  etiam  redditur   scriptio^    xf  so^  K$si^ 

^ua^  non  Pr$duct^^  oatantur^  hgj^  mo^o: 

1086384     I        156 
1503         I      6964 

998 
024 

o 
Si  quid  ex  Dhisione  restat^  id  Quoto  adjicitur 

^uh  formtk  Fractionis ,  eodem  9[io(lo ,  c^uo  in  nyme» 

^s  iiniversalibus  (5.  149.  158.),  atque  in  biyisi^ 

iie  ^  numeros  primi  qrdi^s  ($•  isi.)}  ut: 

^l      ?^  +  ^\=ia  +  f  (J.  133.  3)^ 

4  Qw^- 


ti»  ?.  L  C  VL  DB  Divisiom 

Quotus  ift  +  A  '^^  Arithtnetica  viilgari  sine  ollo 

•igno  interposito  designari  solet  12^=3  ia|. 

.    Si  Divisor  est  Productum  ex  Factoribus   inte^ 

gris ,  paepe  commodius  est,  per  hos  Factores  se- 

paratim  dividere;    ut,  si    17472  dividendus   est 

per  48,    aut  per    6   atque   Quotus  inde    ortus 

per  89  aut   per  8  atque  Quotus  per  6  4lvidi|« 

tur»  ut: 

g    ,J747a 

^rdm(id9n  i,  Possumus  in  Divisione  et  Multi« 

plicatione  tractare  numeros  determinatos  ut  nume- 

ros  universales,  ponendo  x^  pro    ip»,  sed  ani^ 

madvertendo ,  loa?»  esse^»+»,  velutii 

I7a8  est  ^+.7x*+2;f+8 
12  est  X  +2 

Wgo  a:*-t-7Jc*+2*+8  I  :g+2  Divisor 

X^+2x^  I     jca^-^jc+^— 144  Quotua 

5x*+2:p  x+2 

4;r+8  +2:cM-8a+8 

iplfjl?       x^+7:c*+2aH-8=:i7a8 
o 

Hic  autem  ca1culu$ ,  qui  in  numeris  Dyadids  et 

Dodecadicis  usurpatur ,  si  x^  ponitur  pro  2»  at- 

que  12»,  justo  est   Ibngior,   sed  ejus  facta  est 

mentio,  ut  eo  niagis,  ratione  Multiplicationis  et 

Divisionis ,  numerorum  universalium  a^ue  deter- 

minatorum  appareret  convenientia. 
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jffdmadv.  d.  Exemplis  Divisionis  numerorum  de- 
terminatorum  inservire  possunt  tabulae  Potestatum 
numerorum  p.  81 — 84.  Sequens  Problema  etiam 
pnebet  Divisionis  exempla. 

§,  160.  Prohlema. 

Mutare  numerum  Decadicum  in  Dyadi^ 
cum  atque  Dodecadicum. 

Solutio. 

Si  commutandus  est  numerus  Decadicus  in  nume- 
rum  Dyadicum ,  perpecuo  dividatur  per  duo ,  donec 
exhaustus  sit,  Residua  sunt  diversorum  ordinum 
numeri,  atque  ultiraus  Quotus  est  prima  nota. 
Ita  si  annus  1832  per  numerum  Dyadicum  est 
designandus,  id  boc  modo  (ieri  potest^ 
1832 


9 


*9i6  restat  o,  nota  primi  ordinis 


'4Si 
229 

iit 

28 
u 

7 

3 

I 


o 
o 
I 
o 
I 
o 
o 
I 
I 


,  •  secundi. 

.  .  tertii  . 
quarti  • 
qninti  . 
sextl  • 
septimi  • 
octavi  • 

.  •  noni     • 

•  •  decimi. 


•  • 


t  • 


•  • 


•  • 


1832 


aut  aUquanto  brevius 


8 

*  229  restat  o ,  nota  trium  priorum  ordinum 


57 


0  • 


•,  • 


X      •  •  quarti  ordinis 
quinti 


•  • 


•  •  • 


£t 


7    •  •    0     p  .  septimi  et  octayi  ordiaji» 


ft9 


•,  •    I      •  •  poni  prdinis 


I    •  •    X      •  •  decimif  •   • 
Nota  igitur  imdedmi  prdinis  esc  i ,  atque  Nu« 

merus  Dyadicus  est  iiiooioiooo. 

Si.ni|meru8  Decadicus  convert^Bdus  esi  ia  au» 

merum  Dodocadicum»  Djvisio  fit  par  la^ 

'  15^  resta,t  8  j,  ergo  haec  est  nou  primi  ordinjs 
'    12    •  •    8 •  secundi  •  •  • 

la,  -r- 

I    •  .    o      ••••••  tertu.    •  •  ^ 

Ergo  numerus  Dodecadicus  est  io88* 

Ratio  per  se   patet^     Potest  universalior  reddi 

hac  contemplatione^     Sit  N  Numerus  converten- 

dus;  X  numerus  fundamentalis  (2,  12,  et  quivis 

alius  numerus);  Quoti  sint  p^  q ^  r^  s^  i  .•••^ 

,     atque  Residua  a^b^c^d^e.».. 

ergo  Afe^a;+tf  a/i-H 


ps=:qx+b  n=::/x^+ex+d 

x+c       ex  quo         g=fx^+cj^+dx+c 
+d      sequitur        pz^:fx^+cx^+dx^+cx+b 

Nz;sfx'+ex*+dx^+cx^+ix+a 


a  est  igitur  nota  primi  ordinis ,  b  secundi ,  c  ter- 
tii,  caet.  Calculus  procedit  usque  ad  sexti  ordi* 
nis  notam ,  sed  per  se  patet ,  eum  progredi  pos- 
se,  quantum  volumus. 

4m9l0(lv*  Quopodo  fi^t  Plyisio  numerorum 
Dyadicorum  .^t  DedQen^eorugii  e^  ii; ,,  qiu)e  cficta 
sunt,  facile  parspicitur,  velvti: 

Nu 


MMfeMMtalk  itttExakokvA.         17« 

Nomtfi  Dytffid»   DiTldhidus  loiiboidbx    IKvisft  miii 

lOXII 


iiiii 

IIOIJO 

ttiii 

lOlIIO 

IIIII 


iQubtas 


IIIII 
<IItl 


o 
Nomtti  OodecsdMv  Dhriitaidus  4^9^3580 1  Dtvbor  tTyo 

3T<»40         I  Quotus  41x38 

TT70 


-   m 


T2335 

«r7^o 
fl7a58 

.   7lr88lK 
rxSBo 


5«  i6i.  27ii;rx  DivUitmU  in  vita  sociali. 


i . 


Divisionis  ratio  est  inversa  Multiplicationis ,  ex 

qM  jam  ceiniiiif  ejas  wob^  iini  potissimiHm  tri- 

plex«t? 
!•  Si  TotuiB  41,  qualecunque  sit,  (Uvidendum 

est  in  «0  partes  aequales  j  quaelibet  pars  p  reperi* 

br  Divisione.    £st  enlfn  p  s^; 

a.  Si  quaentur,  quotid  pars  j^  co&tiiie&tift  in 
Toto  a^  Divislq  relkponsionem  praebet.'  ll^  £mm 

,    m 
H  OB  tj*.   ..      c:  ;■....:..'    ..;...  i. 

■  j. 


*^  \ 


47«  P*  L  C  VL  DE :  Onmiom 

^   3*  Si  converticur    onitas   inferior  a  in  unitt- 
tem  supcFiorem ,  quae  mties   eam  continet »   fit 

unitas  fracta  -  •    Ita  quidem  numerus » ex  infoiori* 

bus  unitatibus  constans ,  Divisione  conyertitur  in 
numerum  superiorum  unitatum ;    ut  3665  Minuta 

prima  temporis  sunt        ■  horae ,  Vel  61  horae  et  5 

61 
minotiiprima^vdL*--  tHeaet5minuu.prima;id  est: 

ft  cUes  13  horae  et  5  minuta  prima. 


P    A    R    S     11. 

PE  GOIHJUNCTIS  HIS  ACTIONIBUS    ADDENDI^ 

SUBTRAHENDl',  IMULTIPLICANDI  ET  DU 

VIDENDI  IN  TRACTANDIS  NUMEAIS 

FRACTIS  9  SERIEBUS  ET  POT£S« 

TATIBUS*  INDE   ORTIS. 

•  •  •  ■ 

C    A    P    U    T      I. 

I 

'     ■  BE  NATURAiNUSfBRORUM    FRACTOROMi    DB 
IPSORUM    ADDITIONE  ,     SUBTRACTIONE  » 
MULTIPLICATIONE  ET  DIVISIONE. 

$•  i62.  Comparatio  Quoti  et  numeri  fractL 

•   Ostendimus  (S<  6i,)  Quotum  ex  Dhidendo  ei 

,J)i9isore^    si  sunt  numeri  puri^    esse  numerufn 

fractum  purum ,  eujus  Numerator  est  DiiHdendus  , 

autem  Divisor.    Ergo  in  lus  inves- 


♦ , 


tigitioiiibali ,  ubi  de  solis  numeris  puris  agimus^ 
eandem  esse  naturam  Quod  et  Fraai  esse  pQDi*» 
mus,  adeo  ut  alter  in  alterius  locum  substitui 
possit.  Id  magis  etiam  patebit,  si  ad  rationem^ 
quae  inter  Dividendiim  et  Divisorem  intercederd 
potest,  animadverterimus ,  rteordantes,    cdm  cssi 

naturam    numcfi  fracti  ^  ^  ut  Dcftominator  a  im 

D 

dicct^  in  quot  pdrtcs  acqtialcs  diyisa  sit  unitasi 
aut  quotics  unitas  intcgra  contincat  unitatcm  frac^ 
tam;  Numcrator  b  autcm^  quot  partcs  aequalcs  4 
iivc  unitatcs  frdctac  in  unam  Summam  sint  coUi^ 
gcndac;  adeo  ut  numetus  fractus  liaberi  possif 
Productum  cx  duobus  Factoribus^  cx  quihus  altct^ 

tst  Numcrator  a  9  altcr  cst  unitas  fracta  r ,  quai 

co  minor  cst  9  quo  migor  cst  Dcnominator  b^ 
tJnitas  ipsa  ei^t  aut  pura  aut  dcnominata.  Si  esfi 
denominaca,  fraetuS  est  numerus  denominatusi 
ttque  tum  eonvenit  cum  Quoto  denominato,  qui 
indicat,  quanta  sit  pars  Dividendi;  tibi  Diviso^ 

designat 9  ^e/0/  sint  partcs  ($•  ^S^') ;  ut  ^  floreAi ,  id 
est:  tres  quafrtae  partes  floreni. 

!•  Diyisor  major   sit  Dividendo^  ut  -.    Patel 

bivisionenj  non  aliter  fieri  posse,  nisi  diVidendd 
linitatem  in  7  partes  aequales ,  atque  harum  par- 
tium  5  sumendo.  Est  igitur  hic  Quotiis  Fraetui 
ferus.  Quare  Quotus  partialis,  qui  ex  absoliit^ 
IXTitidne  numeronun  detenninatorum  restat,  tnol 
'*     -  Z  .      ill 


^74  P^  H*  G>  !•  w  A^A^VRA 

i^t  trere  nunDrus  fnioivs,  Quotp  int^egro  adjicituf 

sub  fonna  numeri  fracti,  ut  ^  =  5^,quocleriam 

fit  in  numeris  universalibus. 

/■-•..,-•.  .     , 

ft«   DMdcndus  sit    unitas  ^    ut    1:7.  Quotus 

^l  unisas  fraeta^  cujus  species  definitur  Diviso- 
rc  7. 

3*  Diyisar  siP  Dividindi  pars  aliguota.  Quotu» 

est  puipeifus  integer^    qui  tamen  forinam  induere 

petest    Fradi    spuriL     Ita  ^  ss^S.  i  5:  8  s: -. 

0  6  I 

^^  Dividtndus  ipse  pro  Numeratore  ,  atque 
JQivisor  pro  Denominatore  haberi  potest.  Nam 
iotius  Dividendi  48  pars  sexta  non  differt 
ab  ea  Summa,  quae  reperitur,  si  unitas  ipsa 
)»  ^  partes  aequales  dividitur,  atque  ejusmo^ 
^.  4^  partes  in  unam   colliguntur  Summam ;    ut 

fti>,  ii  V  habetuF  pro  numero  fracto  48«  -^. 
0  6 

'  4«  Idem  dicendum  est ,  si  Divisor^  quamquam 
minor  Dividendo^  non  est  gus  pars  aliquota^  adea 

o  2 

^(  aliquid  sit  residui  ex  Divisione^  ut  -=22H — , 

3  3  * 

ubi  Quotus  constat  ex  numero  % ,  atque  ex  Quoto 

^fjirtiali  sive  fracto  -•    Sed  Totum  etiam  Fracti 

^purii  f<»rnuun   servare  potest,  quoniam  -  =  8.i 

3  3 

3        s 

5.  Dhlsor  $i$   aequaUs  JHvideHdo   ut  -asi. 


w  '•* 


TiUtt 
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Tum  Quotus  esc  Fractus ,  cujus  quantitas  est  uni* 
tis  Ipsft  integjra. 
6.    DMdendus    ct    DMsor    simul  evanescBnt^ 


Ha     ut    Quoius    sit    -^ ,    ut   v.    c.  -7^  ci  i. 

Hic  Quotus  sive  Pnictus  esi  sui  jgeneHs,  atqiie 
per  se  quamlibet  unitatum  copiam^  sive  integra- 
rum  9  sive  fractafum  designare  pote^t  Iftth 
4i  X  0=12  09  idqoe  semper,  qualiscunque  sit  a;'er^ 

go    ^tiam   -•  =  ^  9  quamlibet  Quantitatem  designftt. 

Sed  aniinadverteudum  est ,  id  genus  Fractionis  dfi^ 
ri,  si  liteHs  seu  numeris  universalibus 9  definifit 
tribuitur  quantitas ;  quare  ex  isto  Qupto ,  seu  Fractd 

universali  9  quantitas  ipsius  -  est  elicienda.  Velutisi 

0 

xzrza^  erit  Fractus =  -;   sed  9  si  peragi* 

a^  —  x^ 
tur  Di visio  ,  prodit z=:a^+ a^x  +  ax^+x*  ; 

quinumerus  fit  =4^'«  si  x:=ia» 

Ergo    si     Fractus    -    prodit    ex    Fracto    uni* 

0 

a^ x^ 

versali     ,    ejus   quantitas  est   4^',      Sed 

a  —"  x 

A  troSx  ex  Fracto  ~ *^ ,  erit  =09  quoniadi 

(JX  —  0)* 

(jx — ay  ' 

7*  Si  DiviJendus  evanescitj   neque  tamen    una 
Diyisor^    Fractus   seu  Quotus  nullus   est.     Nam 

r^0  9  qualiscunque  sit  ^.  Hic  Fractus  v.  c.  orirt 

po- 


If  <  '  Pf  IL  €•  L  DB  Natura 

potest  ex  Fracto  universali  ■  ss  -r  ,  si 

^  a^x       tx ' 

8.  Si  DMsor  evanescit ,  neque  tamen  una  Di^ 
fidetuiusj  Fractus  seu  Quotus  est  infinitus^  quod 

}ndicatur  signo   co^  ut  1=  CP  ($,  3O9  veluti  si 

Q 

ln  Fracto   — ^-^  ponitur  ^*;sx. 

Haec  aequatio  est  symbolum  aliquod,  quo  do- 
claratur ,  eo  majorem  esse  cQpiam  panium  aequa* 
Jium  Divldendi,  quo  minor  sit  pars  quaclibet, 
ftdeo  ut  nullus  nuntcrus  dcfinitus  indicari  possit , 
qui  hanc  dcsignct  copiam  ^  si  pars  ipsa  ,  siye  unitas 
fracta^  est  infinite  pqrva  (1).    Nam  si  vere  est 

f  s  00  , .  etiam  vere  est  19  =3  00 . 0 ,  quod  ab- 
0 

surdum  videtur,  si  a  non  est  so.  Quaelibet 
enim  summa  partium,  qu^e  nullae  sunt,  nulla 
esty  etiamsi  numerus  parcium  sit  infinitus. 

^.  1(^3«  CorolL  K  Prima  lex  f^ractarum. 

Propter  iianc  cpnvenientiam  Fracti  et  Quoti, 
ea,  quae  de  Quotis  exposita  sunt ,  ad  Fractos  trans- 
ferre  licet.  At  vero,  cum  oranes  Fractorum  pro* 
prietates  fere  continuo  sequantur  ex  ipsorum  na* 
tura  (indicata  $.  162.  ab  initio),  commodum 
esse  videtur  eas  ex  hoc  fonte  haurire ;  saltem  non 
|lienum  a  ratione  Mathematicorum ,  qui  saepe  di-^ 

vcr- 
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^rersas  indicant  vias,    quibyus  ad  eundem    scopum 
sive  ad  eadem  conclusa  perveniatur. 

Ex  hac  enim  Fractorum  natura  continuo  nasci* 
tur  lex  gravissima,  eademque,  quae  est  Quotorum 

Si  quis  numerus  Nutneratorem  Fracti  mul$i^ 
plicat  vel  dividit ,  Fractum  ipsum  multipUcat  vel 
diyidit ;  sed  si  DenQminatorem  multiplicat  vel  di* 
vidh ,  Fractum  ipsum  dividit  vel  multiplicat. 

4nimady.  Fracti  Denominatorem  et  Numerato- 
^«n  Aritbmetici  dicere  solent  terminos  Fractiords. 

$•  164«  Coroll.  3.  Dt  mutanda  forma 

Fractioms. 

Xx  bac    lege  sequitur   alia,    quae  ad   formam 
^^actionis  mutandam  pertinet ,  eaque  est : 

Quantitas  Fracti  non  mutatur  ^  si  termini  qus 
r  eundem   numerum  multiplicantur  vel  dividun^ 
.  (Confer.  $.  133.) 

I.  Ergo  Forma  ejusdem  Fracti  Multiplicatione 
J  Divisione  infinitis  modis   mutari  potest.    Quili- 
X^  numerus  Fracti  formam  inducre  potest,    sive 

mit  int^er  sive  mixtus,    ut  ssajrs  —;»+■? 

—  8_i_J  — " 
4     4       4 
ft.  Fractio^  divisis  terminis  gus  per  eommunem 

,  6      %    ^* — ** 

Factorem^  redditur  simpUcior^  ut  -=-;  ^      .y^ 

a: V. 


t^S  V.  II*  C«  L  DB  Natvaa 

3«  iS^  tff^/M  tcrmini  dividumur  pir  fiumtrum  ^ 
qui  non  esi  Factor  cmmunis ,  aiseruur ,  aut  uur» 

que  eorum  ipse  jit  Fractus ^  ut  —  =— ;  r> 

hc 
tp  — — ~.    Hunc  nttmerum  ftacniffl ,  cujus  alteiu* 

ter,  vel  etiam  uterque  terminus  est  aut  fractus 
aut  mixtus  ex  integro  et  fiacto,  dicere  solent 
dufliciter  fractum.  Hic  autem ,  ut  ez  Divi« 
sione  prodire,   ita   Multiplicatione    utriusque  ter- 

,  .      ...       ^  c       ac^i        abc-^Jfb. 

mlm  tolli  potcst ,  ut :  — -^  =     ^     =  ^  ^      - 

,   '^  ,     ^^      bcd^cc. 

Duplex  haec  Fractio  saepe  nobis  ocdurrit  in  calcu* 
lo,  inprimis  numerorum  denominatorum ;  velutt, 

cum  radius  fere  sit  pars    —  peripher4ae  circuli» 

333 

atque  unus  gradus  sit  pars  periphcriae  circuli , 

57 

360       57-333       1898^ 

trcus  57  graJuum  est  =: =  - — :r"='      » 

^^   "  _53^       53-360      19080 

333 

pars  radu.    Sed  arcus  58*  est  =  ^IlH^  £=  ^-^^ 

53*360       19081 

pars  radii.  Cum  autem  prior  Fractus  unitate  mi« 
«or ,  posterior  antem  unitate  major  sit ,  sequitur  ^ 
arcum  57^^  esse  minorem ,  sed  arcum  58''  ^sse  rna- 
jorem  radio  Cirtuli. 

4*  For^ 
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4«  W^rma  duafum  Fractorum^  quihu$  sunt  di^ 
yersi  Denminatares  ^  ita  MuhipHcathne  utriusqut 
termim  mutari  potest ,  ut  hi  Fracti  eundem  acqui^ 
rant  Denominatorem  ^  quod  fit^  si  uterque  termt^ 
nus  et^usque  Fracti  multiplicatur  per  Denomina* 
torcm  alterius  Fracti ,  ita  ut  communis  Denomina* 
twr  sit  aequalis  Producto  ex  duobus  hisce  Denominato^ 

rihus^  veluti  -  =3—  9  atque  -=3  ^.    Hoc  inodo 

3      la       ^      4       12 

plnribus  quam  duobus  ffactis  idem  dari  potest  D|D- 
noroinator. 

$.  165.  Coroll.  3.  De  Multiplicatione  et 
Divisione  Fractorum. 

Ex  lege  exposita  J.  163.  etiara  sequitur: 

1.  Multiplicatio  Fracti   per  aliquem    numerum 

integrum  duobus  fit  modis;  vcl  Numeratorem  mul^ 

tiplicando  ^  vel  Denominatorem  dividendo  per  hunc  nu» 

merum ,  eodem  modo ,  ut  dictum  est  de  Quotis  ($•  135O 

viSuti   a  . -=:a. 3. -=36. -  =  -=-(§.  164.1) 
4  4  4      4      * 

fci  ft..-»=3  •  -  =3.-=-. 
4  4  2      a 

^        ^*5C«+  *J*"       5(«  +  *J^       "     5 

a.  Drrisio  Fractl  per  aliquem  numerum  infOi 
grum  etiam  duplici  modo  peragitur^  vel  Nume* 
hiy«M0  dtridendo^  -  y^  .DenomipaMrm  t^ulttpU^ 


<  * 
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cMndo  per  hunc  numerum^  eodem  modo  ut  dktiffll 

est  de  Quotis  ($•  135.) ,  veluti: 

6  ^    1  I      a 

^:3=(J.-:3  =  ».-=- 

vd-:3=6.-:3  =  6.-.=  Ji=-($.  164-  lO 
vcl 


5(^+*)*(^+*)      5(^+*)*       5(^+*)* 
3.  Fractus  multipUeatus  per  Denominatorem  jU 
Numerator ,  W  divisus  per  Numeratorem  fi$  uni^ 


a 


tas  fracta^  (S.   130.),  veluti:    sixsa-r,    erit 
hx^sza^  atque  ««=|. 

4.  Fractum  7*=^.*;^  dividere  per  r»  ^^^  ^ 

49/jre/tf  multiplicare  per  b;    utraque  enim  actione 
prodit  a*     Similiter   numerum  a  multipUcare  pet 

r*  idem  est^atque  dividereper  b:  utrdque  enim  a<f* 

tioneprodit  -•  Ergout  nihil  differt,  utrumnumeM 

o 

addatur  +  b  Ka   subtrahatur  ^  b;   utrum  adda* 
tur  —  b^  an  subtrahatur  +h ^  ita  etiam  perinde  esi 

dhridere  numerum  per  b ,  atque  multipUcare  fi$r  *r  j 

mukipUeare  per  b^  atque  dividere  per  \. 

b 

5«  Si  Fraetus  ^  muitipUeat  numerum  in$egrym 


FfbMBRdRinii    1?KACT0RVifL  iSl 

^  9  Numeratare  ipsum  muhipticat ,  Denondnatore  d^ 

yidit.  id  est  f^=:^i.*     Etenim  ^.cnsa.^mP 

b  b  b  b 

is^ac.^^-j.    Ergo  nihil  difcrt^  utrum  nume^ 
Tus  irtteger  multipUcet  Fractum^  ah  Fractus  muU 


ac 


tipUcet  eum  numerum.    Nam  »7  •  ^  =  "t  =3^  •  *?• 

6.  Si    Fracto    \  dhiditur  numerus  integer  c  4 

b 

Numeratore  diyiditur ,  Denominatore  multiplicatur  i 

•  «  et      cp    r^     ,  a  I 

U    est:    c:  ^=—    £tenim  ^:  •7=s^:^«  »r 

^      tf  b  b 

fcf:i=:^  ($.165.4.) 

Fractus  invertitur ,  i/  ^^V//  Numerator  in  Dend^ 
minaiorem ,  Denominator  in  Numerasorem  transfi 

m 

(conf.  $•  138.);  utFractus  •7  inversusfit  -.    Cunl 

a     cb  b 

aiitemr :  -=—  =3  c .  -  (S*  ^05.  5)  patet,  perindi 

tise ,  diyidere  numerum  c  per  Fractum  -tj  ttn  muU 

b  . 

tipUcare  per  Fractum   inverfum   -j. 

a        c 

7.  Productum  ex  duobus   Fractis  t  ^t  -^  esi 
'  .  b        d 

4%  ttc 

Fractus  rj  9  cujus  Numerator  et  Denominator  suht 
oa 

Froducta  ex  horum   Fracterum   Numeratoribui  ^ 

Aa  et 


f^  •'?='*  •  <"5»j  v-C$''<55-  5>=gC$»  165.4). 

8.  Productum  ex  pluribus  quam  duobus  Fractis 
tst  Fractus  ^  ctgus  Numerator  c$  DengmUmtor  fimi 
Pfsfiucpa  ex  horum  Fraciorum  Numeratoribus  et 
Demminator^us* 


^      .     fi    ^     ^      -ae     € 

a  jt    'C   ^     'Oce   g      ^ejf 

9.  Rursus ,  //  termini  aliculus  Fracti  sunt  Pro* 
ducta  CP  .plufittus  ^Fjo^aribns ,  Fractus  ^eqisatis  ifs$ 
Producto  ex  aliis  Fractis^  quos  partiales  vocare 
possumus,  quorum  Numeratarjts  et  DemsmnatoiPas 
sunt  Factorcs  hujus  Numeratoris  et  Denominato^ 
ris»  Nihil  atiinet^  quo  ordine  sumantur  isti  Fac- 
tores»  Quare  idem  Fractus  aliis  Fraetis  pardaU- 
ibus  iQuItis  tnoJis  repraesentari  potest,  veluti>: 
ace       a     c      e         a    c    e  ^a     c    e  ^^a  c  e 

a    c    e       a   c    e     . 

1001     7*u'i3      7*  13 '11       »^7*13 

"^^1*73*7      13*7   Ji       13*11*7' 

10.  Quotus  ex  duobus  Fractis  aequalis  est  Pro'* 

^ducto  ifiomm »    si  inversus  fuerit  Fractus  divi^ 

dcns^  Qmierf  $•  ^SS.)  id  ^Vj  •  3  =J  *a~lb€ 

Etcu 


JSkjmmikxm  WKkeTOkvM.  itj 

Eten&n  |:J=|^:rJ  =  J:|  (J.  165.  0  . 
ad 

1«.  156»  Cofv//.  4.  Z)tf  Fractione  FracHimis. 

fix  producto  T-jCS^  1*5-  7)  irttiotescir  id  fg6- 

nus  Fractionis ,  quod  Arithmetici  Fractionem  Fraih 

a 

thmis  dicunt.     Nam  7*  dici  potest  Ffacti^  unita^ 

o  • 

Hs.    Quodsi  igitur  in  locum  unitatis  ponitur  Prac* 

tio  -^  mscitnT  Fraetio  Fractionis.  Quare^  .jz=:% 
d  b     (*      bd 

rigfdficas  FractUmem  (-rj  Fractionis.r^j.    Ita 

Decimetrum  est  pars  decima  unitatis ,  quae  Me- 
trum  dicitur,  ergo  est  Fractio  Metri.  Cen- 
timetrum  est  pars  decima  Decimetri  ,  itaque 
Fractio  Deeimetri^   ergo   Fractio   Fractionis   Afd- 

tri    S3  —  •  —  Metri.  Ita  tres  dies,  quinque  fao« 
10    10 

lae  atqueseptem  minuta  prima  sunt  ^34.—  +-^  .-Ij 

dies  =  ^3+  -  +  -^)  dies. 
\       24      1440/ 

§.  167.  CorolU  5.  De  Signo  Fracti. 

Fractus  es^  positivas ,    //  Numerator  et  Den^ 

mihoMr  idem  habent  signum^    sed   negativusj    si 

a 
ipsis  sunt  signa  diyersa^    Fractus  oiim  -r  est  Pro- 

duc» 
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ductum  ez  Numeratore  a  atque  ex  unitate  ftfcta 

I  •  • 

y  ($.  162.) ;  quae  est  positiva  vel  negativa ,  si  6  est 

positivus  vel  negativus,  Ut  igitur  Productum  ex 
duobus  Factoribus  est  positivum  vel  negativum, 
si  Factores  idem  vel  diversum  habent  signum 
(J.  100.  ^) ,  ita  Fractus  est  positivus  vel  negatiyus , 
si  Denominator  et  Numerator  idem  vei  diversuni 
Iiabent  signum. 

Ergo  signum  Fracti  non  mutatur^  si  signa  Nur 
meratoris  et  Dominatoris  una  mutantur  ($.  133. 4.) 

Animadv^  Sit  Fractus  j  =2  — ,  talis  quidem  , 

/1—  s 

ut  f7»  et  n  semper  eandem  designent  unitatum 
copiam ,  sed  x  mutetur,  adeo  ut  cujusque  posr 
$it  esse  quantitatis ,  atque  crescat  a  0  usque  ad 
infinitum.  Quamdiu  x  minor  est  quam  n^  y  restat 
positivus  ,  sed  eo  fit  major ,  quo  major  fit  jc ,  atque 
infinite  magnus,  si  xzizn  ^  aut  ab  /? .  quantitate  in** 
finite  parva  difFert  (§•  162.  8).  Si  :i- pergit  crescere  , 
ita  ut  fiat  major,  quam  n^  y  redditur  negativus  , 
sed  eo  fit  minor,  quo  magis  crescit  x.  Possu* 
mus  igitur  aflirmare ,  y  ex  statu  positivo  transir^ 
in  statum  negativum ,  postquam  fuerit  infinitus  ; 
ita  ut  hoc  infinitum  sit  status  utrique  intermc* 
dius. 

Sit  autem  y^m  —  x.  Si  xz=:o^  yzazm.  Sed 
crtecente  x ,  diminuitur  j,  adeo  ut  fiat  0 ,  si  x  ±3192 , 
atque  negativus,  si  x  fit  major  quam  m.  In  lioc 
autem  statu  negativo  simul  cum  x  crescity,  eoque 
inajor  fit ,  quo  major  fit  x.    Ergo  ex  statu  positi* 

vo 
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y0  tramii  in  negatiyum^  sed  per  intcrmcdium  sta* 
tum^  in  quo  eyaniHt. 

m 

£x  quo  coDcludere  possumus,  ut  numerus  po^ 
siiivus  mutationc  alicujus  fartis  reddatur  negati* 
ifus  ,  aut  ut  reddatur  positivus »  si  antca  fucrit 
megathfus^  dcbct  transirc  eum  itatum^  in  quo  cst 
diut  infinitc  magnus  ,  aut  —  o.  Ex  quo  tamen  non 
cequitur,  omnem  numerum,  qui,  mutarione  par* 
tium  ejus,  aut  o  aut  inGnite  parvus  redditus  sit, 
transire   ex   statu  negativo  in  positivum,  aut  ex 

statu  positivo  in  negativum.  Namsij^=:(/7j — o?)**'» 


vel  =(/» — x)-»  j  nunquam  fit  negativus,  etiam- 
si  fiat=2^  vel  infinite  'magnus,  si  m  —  x.  Si 
jTsVCa  —  x),  y  fit  =(?,  si  x=a^  sed  x 
nunquara  fieri  porest  major  quam  a  (Confer,  §•  loi. 
atque  $•  162.  7.  8.) 

$•  168.  Coroll.  6.  Dc  Potestatibt4s  Frac^ 

torum. 

Quaecunque  de  Quotis ,  quorum  Dividendi  ec 
Divisores  sunt  numeri  exponentiales ,  demonstrata 
sunt  S  139 — 146.  valent  etiam  de  Fractis,  quo- 
nim  termini  sunt  numeri  exponentiales ,  ita  ut 
Quoti  ibi  commemorati  pro  Fractis  haberi  pos« 
sint.  Quare: 

!•  Numerus  exponentialis  ^   qui  habct  Exponen^ 

tem  ncgativum  ,  indicat  Fractum  ,  cuius  Numcra^ 

tor  cst   unitas^    ct    cujus  Dcnominator  est    idem 

numerus  cxponcntialis  ^  sed  cum  Exponcntc  positi* 

yo;  quod  jam  notatum  est  5*  14^* 

2^  Dc^ 


»86  ^^  n.  G.  L  0r  Njmnu. 

t/Demmlnator  in  Numeratorm^   Itimanm 

in  Denminatorcm  abire  potest^    damm^d(^  Exp^ 

ar^     ** 
nentis  signum  mutetur  ($•  143O  ut  7— rSSri,* 


S»  0«MMi  Factor  Denominatoris  potesP  mutoH 
it^  taatorem  Nnmeratoris^  atque  omnis  Faeeor 
ifameratoris  in  Faetorem  Denominatoris  ^  damm 
modo  Bxponemis  signum  snutetur  ($.  I43»>t  ^^^* 

4.  Fraetus  ad  aliquam  Potestatem  evehitur^ 
si    termifd    ejus    ad  eam  cvehuntur    ($•    1440» 

5.  PotestOf  ([tima  unitatis  fractae  ^  eadcmcst^ 
atgue  mtima  Potcstas  unitatis  fractae  —  ($•  144.)  , 

6.  Potcstatcs  Fractorum  scquuntur  candcm  lcgcm 
atque  Potcstatcs   numcrorum  integrorum  (J.  145«} 

S,  169.  C(?r(?//.  7. 

i7        e 

Ex  comparandis  duobus   Fractis  %  c^  *;>  eadcm 

coUiguntur^    quae  cx  comparandis  duohus  Quotis 

§;  170.  C^re?//.  8. 

Perspecta  numerotum  fractorum  natura»  eorum* 
que  Multiplicatione  et  Divisione »  comparatio  eorum 

in- 


jwtjltui  pptest  et  Qumaranun  im^oruin.  JhfiC 
comparatio  primum  docet« 

!•  Si  nnmeri  imegri  inter  se  multiplicantur  et 
dividuntur;  Productum  semper  maj.us  est  ^ingulis 
Factoribus ,  Quotus  Dividendo  semper  minor  est* 
Qood  non  Itt  est  in  nmneris  firactis*    Etenlm : 

^.  Broductum  vfa/us  Vf/  minus  tst  MuhipBcmh 

doj  st  MuMplicsitor  mt^ar  yclmimr  esf  noitaie 

C$.  8i.%  £i^o  quidihct  numerus ,  sivc  intcgcr  siiffi 

JractuSj  sive  mixtus  sit^  MultipUcatione  fer  Frac^ 

tum  verum  Jiminuitur» 

b.  Quotus  mafor  vei  minor  est  Dividcndo^  si 
Divisor  minor  vel  major  cst  unitate  (§•  I5o0»  Er- 
go  fuilibet  numerus  Divisione  fcr  fractum  verum 
atigetur. 

c.  Fractus  mafor  vel  minor  est  NumcratorCj 
si  Denominator  minor  velmi^or  est  unitojte  ($•  150.^/ 

146 

I      3    s 

^.  Si  plures  igitur  Fracti  vers  inter  se  multifJiea^ 

i   %    "t 
tur ,  igut/lbet  Factor  major  est  Producto ,  ut :  ^ .  -• .  ^ 

=  l<aet<^et<i. 

e.  Quaelibet  Potestas  positiva  integra  Fracti  veri 
minor  est  quam  Fractus  ipse ,  eoque  minor ,  quo  mtgor 

retf  Z^onc^s,  ut:    Q)  =?<p*taueQ) 

^A    )  '  ^^   ^^  •  ^  ^li*  ^**^  ^*^  Potestas 
ludtitte  ^empfr  jninpr -ess» 

Con* 
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Contrarium  obtinet  ,si  Potestas  integra  est  n^atU 

V4/  V4/  a?      9 

f.  Quaelibtt  Potestas  positiva  integra.  Fraeti  ^ 
umtate  majoritj  mtgor  est  hoc  Fracto^  eoque  ma* 
jor  j  quo  major  est  Exponenr.    Ergo  cst  etiam  unt» 

tate  mtgot^  ut:  {^^  >4,  atque  >^i^y. 

Contrarium  obtinctj    si  Potestas  est  negativa^ 

ut:  (-)     <^,  atque  <(*)    ;  quoniam 

g.  Hoc  etiam  ad  Radices  referri  potest.    Nam  -7 
cst   CCr^^^J  '^^  ^^^'  fwtima  Potestas  numeri 

C^  V**    Qu^rc  si  |.  verus  est  fratctus,  C^A  J* 
(ubi  w»  est  numerus  uiteger  positivus)  est  >  -; 

sed,  si  r  est  unitate  raajor ,  Q^  \^  <  |f.  Contia* 

rium  fit  si  m  est  negativus. 

Ergo   quaelibet  Radix  positiva  Fracti  veri  ma^ 

jor  cst  quam   Fractux  ipse  j  toque  majorj  quo  est 

majoris  gtadus   (id  est    quo  major    est  m^    aut 

quo  nunor  est  i  ) ,  veluti :  C^  ^" >  ^;  C^^)^ 


NUBfKRORUM    FEACTOItUBf»  l8j| 

Attamen  Aaec  Radixj  quamvis  eo  magis  acc^ 
dat  ad  unitatem ,  quo  majoris  est  gradus  atque  quo 
minus  ab  unitate  differt  verus  Fractus,  smpcr 
minor  est  urUtatCi 

Radix  positiva  Fraeti ,  unitatc  mqforis ,  mimr 
est  9  guam  Fractus  ipse ,  coquc  minor ,  quo  est  ma^ 

jorisgradus,  veluti:   (^^)^=|<^^  (ff 

Contrarium  obtinct^  si  Kadix  est  ncgativa.  Ra^ 
dix  cnim  ncgativa  Fracti  ycri  est  Radix  positi*» 
va  Fracti  spurii  ^  atque  Radix  ncgativd  Frac^ 
ti  spurii  est  Radix  positiva  Fracti  vcrij  velutii 

(f)"'-(fO'=l-"'"'CrJ-^" 

(^7=1- 

De  hujus  diversitatis  ratione  confer.  $.  I4< 
et    i68. 

5.  171.  Corolt.  9. 

Deinde  perspicuum  est,  pluritna,  quae  d€ 
Multiplicatiorie  et  Divisione  numerorum  integro- 
rmn  dicta  sunt ,  etiam  valere^  in  numeris  fractis* 

Etenim 

d  d  d    e  ^     c   d 

X.  Quoniam  -^  •  £:  =  ^:  •  j  ,  atque  J  •  ^  —  5  •  J 

($•  1^5*  5-  7-)  sequitur  Theorema  enunciatum  $.  74  i 
Productum  ab  idem  est  sive  b  multiplicdt  a^  sive 

Bb  ^a 


ijb  F.  l!i  Cl  !.  Dft  NAtwt/i 

ntfcftit»  f^^ftdidi-  «t  FtafctU^  fl).    Ergo  ttiartJ  Ttfiim- 

chtfblrts ,  tjuaft  ftx  hoc  ThTOfetnate  conseqUuftttif , 

(^.  75 — 79.)  verae  sunt ,   si  numeH  sunt  fractl , 

vfel  t*  filiCHs  et  Integris  cojnpositi. 

^,  d     t     e  ffi 

ft.  Sit  jr=:^  +  ^-l*i:..v+/>  +  ^...atquej= -; 

afff      cm      ftic  pm     Qm 

nt 
Nam ,  ut  Polynomium  x  rouUipliceturper  Fracturo  —  , 

iMttl^1teif)d4)4n  6st  p^T  171)  atque  dfvidetldam  perrt 

a.  1*6^1  50*  *rg^  ^*^s  tt&nhiHi  Polynohiii  mulH* 

^idusdi  ^t  per  ^)  ac(|ue  dividendt  per  n  ($.  8dw 

atqte  5.  14? 0.  Ergo  Theoremfa  J.  80.  valet  etiam 

de  nufuerts   fractis ,   ve*  compositi^   ex  fraecis  et 

integris ,   id  cst :    Productum  ex  Polynomio  tt  Mb^ 

nomio^    qualescunque  sunt    numeri  ^    tst    Samma 

Pf^di^tor^  tx  Monomio  atque  et  sihguUs  tcrmi^ 

nis   Polynomii. 

^,  a     c      e  %  ffi 

3.S!tap=:^+'j+^...  +  ^  +  4rH —  atque  3>=:-< 

X       ah     cn     en         pn    qn    3« 
y       bm^    dm    fm         m    m   ^m 
^  Etittiii!!  ^  ttt  Polynomiura  x  per  numenim  firac^ 

tum     —    dividatur,    mukiplicandum   est  per  «, 

at« 

« 

(i)  Eaclides,  Lib.  VlL*Prop.  i6.  id  demo&At^ati  led 
de  aofi«  numcTil  iiilegrif  • 


Itqtif   4ivHlenduin   per  m  ($.  165.  10.).    Quj^re 

omnes  Polynomii  tern^ini  multiplicandi  svint  per  n 

atque  dividendi  per  m  ($.  80,  atque  §.  148.) 

Unde  magis   universale  fic    TheoroiDa ,  $«  148* 

expoiitum,    hujus    arg^ipentii     QuqPui    ex    Po- 

lyn^mio  €$  Monomio^  qu(^Usci(nqu€   stmt  m^ff^cri^ 

es$  Summa  Quotorum  ex  Monomio  atque  e%  sifh 

gulis  terminis   Polynomii. 

a      p  c       r 

4-   Sit  !•=:-,  atquej=-. 


tque  csz=idrS 


atque 


undedrry5z=W]pr(S.  8a.),  atque^=^(S.  136.) 

J/  Fractos  acquales  multiplicant,  Fracti  aequahs^ 
Producta  sunt   aequalia. 
Similiter ,  cum  sit  aq  s=:  bp  et  cs  a  dr^    arit 

-^=/  (§.  134.  1.)  unde  1 1=^  (S.  1300  >  vel 

cs       dr  ^^     ^^       ^  bc      qr^^      "^    '^         ^ 

a    c        i>     r 

r  :  ^  =2  ^  :  -    (S-  165.  10.) »   id  est:  rf  Fractos 

acquales  dividunt  Fracti  aequales ,  Quoti  sun  t  aequa* 
k$. 

Ergo  enunciationes ,  §.  82  et  %.  134.  i.  expo- 
^itae»  valent  de  quibuslibet  numeris. 

5«  £x  S*  165  et  145.  sequitur ,  id  quod  enunciatum 
e$t  jf  91  et  139.  de  multiplicandis  et  dividendis  nyc 
meri^  exponentialibus ,  etiam  verum  esse ,  si  Facto- 

res. 
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res ,    Divisores  et  Dividendi ,  sunt  numeii   fracti 

formae  r   et    r,  id  est:  si  Exponentes  sunt  aut 

omnes  aut  ex  parte  negativi» 

6.  Cum  igitur  ea,  quae  exposita  sunt  $•  8a« 
91«  99«  134*  I.  139.  148.  de  quibuslibet  valeant 
numeris,  ^  etiam,  quae  inde  consequuntur ,  at- 
que  Multiplicationem  et  Divisionem  numeroruuf 
integrorum  spectant ,  ad  numeros  fractq^  sunt  re- 
ferenda. 

$•  172.  OroU.  10. 

Omnis  Fractus  universalis,  in  cujus  Nuroeratore 
et  Denominatore  idem  est  numerus  fundament^lis 
exponentialis  9  Divisione  ad  mixtam  reduci  potest 
formam ,  si  summus  Exponens  hujus  numeri  fun« 
damentalis  major  est  in  Numeratore  quam  in  De* 
nominatore  vel  *in  utroque  aequalis  est »  ut : 
x^  +  ^ax^  4-  7a^x  +  ^a^  ^  ax^  +  /^a^x  -+-  4«* 

x^  +  2ax  +  3a^         ~  x^  +  ^ax+^i^ 


z=ix+a  + 


aa^x  +  a^ 


x^  +  2ax  4-  3^ 


»• 


Ejusmodi  Fractum  universalem ,  ad  imitationein 
numerorum  fractorum  determinatorum ,  quorum 
Numerator  est  aequalis  vel  major  Denominatore , 
dicunt  Fractum  spurium.  In  quo  autem  Fracto  sum- 
ntUs  Bxponens  numeri  fundamentalis  minor  est  in 
Numeratore  quam  in  Denominatore ,  hunc  Fractum 
verum  vel  genuinum  diCunt.  Id  tum  inprimis  di- 
citur,  quando  ille  numerus  fundamentaJis  tsx  quan» 
titas  yariabilis  j    rdiqui    autem  suut  constantes  ^ 

adeo 
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adeo  m  Fractus  sit  Functio  hujus  variabilis ,  id 
est :  Quantum ,  cujus  Quantitas  pendet  ex  Quanti« 
tate  numeri  variabilis,*  sipiulque  cum  ea  mut^* 
tur.  Qui  locus  de  Functionibus  in  posterum  ex* 
plicabitur  (i). 

§,  173,  Animadv. 

■ 

Ut  gradus,  sive  dimensio  definiaturFracti,  cujus 
Numerator  et  Denominator  sunt  aut  Monomia, 
fiut  Polynomia  ad  aliquam  Potestatem  evecta  ($•  79.) 
numerus  Factorum  Denominatoris  subtrahendus  est 
qumero  Factorum  Numeratoris.  Ergo  Summa  £x« 
ponentium ,  qui  sunt  in  Denominatore  ^  subtrahen- 
da  est  Summae  Exponentium  in  Numeratore;  in 
quibus  tamen  numerorum  determinatorum  non  ha- 
betur  ratio.    Ita  Fractorum: 

5^»  ja^^b  ga-^b^  (^a+by    Ca+by  a  ^ 

6c^d^  c^^d^^  c-^d'  (c+dy"^  (^+^)*'  '^'"*' 

gad.sunt  a  ,  —5,     4     9    — 2    ,      a     »0,0. 

Si  terminis  Fractionis  insunt  Radices ,  Exponens 

fractus  gradum  indicat ;   ut  a^   habet  gradum   t , 

3 

S        X        X 

quoniam  Productum  (fl  (P  (fi^naf  ^  habet  primum 
gradum.  Quare  Fractorum 

1  -X 

(^;i'  (^+i/)""»'  (+rf/  ^(f+d)m 

\       1       \         \      n                   n 
gradus  sunt   -— ^»    r~  r,»  Z, —  ^»  ^ 

Si 

(1)  Confer.  Euler  Introductio  in  Antlyiin  in&nitorom  » 
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Si  m  Fncto  est  Qoaatins  v»riAbilii ,  diipenrio 
FracU  aeptimatur  »  ExpoQonte  bujua  Qu«ntitttif. 

Quare  Fractus  — j-.  est  quarti  gradus. 

S«  174.  Theorema. 

Si  a^b^  erit  a^zsLb^^  atque  si  a^zi^b^^  erit 
a^b;  qualiscunquc  sit  Exponens  m 9  fositivus ,  n^ 
gativuSp  intcgcr  vcl  fractus. 

Dmonstratio. 

1.  Sft  az=ib;  ergo  a^  =  b^y  a^  =2  *• ,  caet* 
($.  82.);    crgo  unlverse  a^znb^  ^  ubi  m  est  po- 

sitivus  integerj  ergo  i=^  (§•  ^34»  ^O»  W  est 

ij-«— ^»(j.  142.).  Ergo  veraest  enuncjatiOf  ai 
Exponens  est  integcr  posicivus  et  negativus. 

u  m  n  n  » 

Si  autein  ^»  non  est = *»"^  sit^»=3^" -i;  ^=2*»" 

^     .  ^  "         .  c 


ergo 


o^» 


:»■ 


demonstratum  est;  ex   quo  sequatur  necesse  est 

e  Z        1 

"11  =-<?id  estr  =  09 ergo  a"  =*•*  Ex  quo  etiam 


•equitur    »  =2   2  vel  /1"*  =2  *   ». 


Ep 
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Efgo  vera  e$t  etiam  enunciatio,  si  E^onen$ 
esc  fraccus  posiuvus  et  negadvus. 

a.  Sit  ^«»=3*»,  qualiscunque  sit  exponens  m. 
PoHamUS   a   non  esse  z^  i,    sed  esse  a  ^*+  e 

^^bCi^tr  j  i  ergo  tf"=:ft*  C^^*  v  ^^ 
liscunque  sit  m.  (§.  174.  i.)  Sed  a^zzzb^^  ergo 
isrf^iiTr  J     quod  esse  nequit,    nisi  c^o^ 

Quare,  si  duo  numerl  sant  aequales  ^  corum  Po^ 
testaies  et  Kadices  ejusdem  nominis^  siye  sunt  po^ 
iMvai^  ^vi  neguthae^  etiam  aequales  sunt^  Rut^ 
ty$  U  hat  Poie$tates  vcl  Kadius  aequales  sutn ,  nit* 
mri  ifti  nms  mquaks. 

$,  175.   De  Ntmerorum   universalium 
Divisoribus.    Definitio. 

Nultierus  dicittir  esse  divisihiUs  ^  aut  dividi  pos- 
te  per  aliqnem  numerum,  si,  per  hunc  numerum 
divisus ,  totus  exhauritur ,  adeo  ut  nullum  sit  Re- 
^lduutn,  Qaod  igitur  fit  in  numeris  univefsaK- 
bdS ,  aOt  si  omnes  termini  Quoti  sunt  integri ,  aut 
inter  terminos  fractos  nullus  reperitul*,  qui,  ad 
lAftpltetssimatn  formam  redactus ,  habeat  Denoml- 
WatotMi,    qol  sk  vel  ipse  Divisor,    vel  aliquis 

f^iiAbt  'ejirt.  Qcreite  aw-f-  -  j:  est  di^isibilis  per  x, 

c 

sed  non  per  ax.      Priore  enim  Divisione  prodk 

b  b  ^  . 

tfr + -•  ,  posteriore  autem  i  +  -*  ;  ubi  |n  Denomina- 

e  ca 

torc 


^  1  %...■■ 

< 

tore  est  a  ^  qui  est  Factor  Di  visoris  ax. .  DisU 

ax     bd 
sores  numeri  2^-f-  ^tH-*^  sunt  j^,  atque  ^+^f 

4uoniam  Qudti  sunt  a  + r+^,  atque  *  (^+j)» 

Sed  tfr+^  non  est  Aivisibilis  neque  per  «,  nequtf 

i)er  b.    Quoti  entrn  Sunt  i  +•  - ,  atque  i  +  •r.  Er- 

go  omnis  Divisor  Producti  est  Factot*  ejus,  sed 
non  omnis  Factor  est  Divisor.    Factores  numeri 

a  +  bj  sunt  a  et  1+-^^  quoniam  ei  eorum  Mul« 

tiplicatione  prodit  a+b;  sed  a  non  est  DiYisor* 
Multi  Matbemacici  ad  hanc  differentiam  non  satis 
attendisse  videntur.  NAi  si  Divisoi;es  numero- 
rum  universalium  solos  dicunt  Factores  ,  non 
omnes  Multiplidatotes  et  Multiplicandi  F^actores 
appellandi  sunt. 

Exempla  nobis  praebent  Divisores,  qui  prd- 
deunt  ex  Radicibus  Aequationum  (§•  iio-r-iia.)« 
Etenim  si  Radices  Aequationis  :  x*  +  Ax^^^ 
+  -5;f«»-a  ...  +  Mx  +N^o.^%\xVLX.a ^b ^c jd . . •  ^ 
Divisores  sunt  (:f  —  tf) ,  (o?  —  ^)  »  (*  —  0  ♦ 
(x^d^  ..• 

Ita  Divisores  Polynomii :  x^ — ix^+vjx^2x — 24, 
sunt  (:f+i)(^— a)Cjp— 3)(^— 4);  sed  PolynomiiJ 

«*+  (3^ — j)* — 7*  ^^9  Divisores  sunt  (:ir+^> 

0  0  *  st 


K 


Ad 
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Ad  hos  etiam  referendi  sunt  Divisores  Binomil 

i+jc»,  atque  I — jc»  Cpanim  secundum  $•  ia8« 

si  ponimus  «  =  i ,  atque  bimx^^^  veluti: 

*  =  (i+x*-h/;tr)  (i+x^ — px^ ,  ubi  /)=:  V  a.  Ex  quo,  po* 

nendo  pxz:zx  V  2  in  locum  ipsius  x »  prodit« 

x^Ci+ax+2x'^')Ci—2x^'2x'^').  (§•  127.  a.) 

*^i+;f»)(t— ^*+**)=(i+^*)(i+**+/>^)(i+**r-^*)t 
ubipc=V3.  (J.  ia8.  ai.) 

.    Aut,  ponendo  o;  V  3  in  locum  ipsius  x^ 

rx6  =  (1+30:»)  O—ix^+gx^)  =  (1+3^*)  (i+3*+3**) 

(i— 3^+30:»). 

■  =2  Ci+x*+/x)  (i+.r*— /);tr)  (i+x*+yar)  (i+«*— ?^)t 

bi  ^2+ Va)^-  ^a— V2)i 

c*®)  =(l+x*)  (l— ;ir«+;c*— ;i;<^+;c«)=Ci+a;*)  Ci+:p*+/*) 

+^*— />^)(i+^*+?A;)(i+a:»— ^x),  ubi;>=(|+i  V5)'t 

=3  (l-i  V  5)i 

r^O^^i+^^+P-^)  (i+Jp*— ^-^0  (i+^*+?^)(i+Jf *•—?*) 

+x*+rjF)  (i+x*  —  ro?),  ubip=V2;  j:=3(a+ V3)*|^ 

=  (a-V37. 

JF*  =  (i  —  x;ir)  ( I  +  jrx), 

-^)=(i  — A;ar)(i+a;*  +  A;0. 

.«•)  =  (l— Xx)(l4.Jfx)(l+a;*)  =  (l— JTJC)  (i+«> 

(i+jr:*+/>;i:)(i+A;*— /)ar)^  ubi  p  =  Va. 
Ex  quo  ponendo  ^x=jir  V  2  in  locum  ipsius  x^ 
prodit : 
l6x*  =  Ci  —  ajc*)  (i  +  2x*)  (i+2jir + or*)  (i  —  2X+ajr*)« 

-jp'<^)=(i— A;a)(i+;r;r;(i+xO(i  +  ^Of  caet.  (x) 

AUos 

'^(1)  Conf.  lohaniiit   Bernoailli  Oper*  T.  IV.  N«« 
(XIX.  p.  68  t«qq.  Etltri  (Intrbd.  In  Analjirio  Inflattte. 

Cc 
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:  AHos  Divisores  Polynomioruiii  pnebet  f .    1^7 

$•  i7(J»  De  DivUoribus  numerorum  deter-  ' 
minatorum  atque  de  Numeris  primis. 

Magnus  inpriniif;  hujus  notionis  Divisibilitatis 
usus  est  in  nuraeris  deterroinatis  integris,  qui  igi- 
tur  tum  per  alium  numerum  determinatum  iii« 
tegrum  sunt  divisibiles  9  quando  Quotus ,  ex  hac 
Pivisioae  ortus,  est  numerus  integer.  Quare  si 
de  integris  agitur  numeris,  ita  ut  Quoti  et 
Factores  fracti  non  admiitantur,  omnis  Fai> 
tor  alicujus  numeri  integri  est  ejus  Divisor. 
Ita    60  decem  habet  Divisores,    qui    sunt   a.  3. 

r 

4.  5.  6.  lo.  la/  15.  20.  2^0,  ubi  Quoti  — =30, 

—  =^00»  caet.  sunt  iidem  numeri,    sed  inverso 
•3 

ordine. 

Sunt  tamen  alii,  qui  nullnm  habent  Diviso* 
rem  (nam  unitai  .  atque  numerus  ipse  inpro- 
prie  Divisores  vocantur) ,  atque  hi  dicuntur  Nu» 
meri  prtmu  Velut  ex  100  prioribus  numeris  inte* 
gris  sunt  hi  a6  numeri  prfmi :  i.  a.  3.  5. 7. 11. 13. 
17. 19.  23.  ap.  31. 37. 41. 43. 47. 53.  59.  61.  67.  71. 
73.  79. 83. 89. 97.    Reliqui  74  numeri  habent  Di- 

vi- 

rnm  Tom.  I.  p.  108  ieqq.)  tradit  Methodamy  eajof  op« 
faetoref  timpUcea  imagin^rii  aaepe  iBTeniri  poaaonti  ^aod 
(ft^pt  linMma  Goiiioa»«tri«ariun|  inprini«  Goiinai 
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Yisores  ut  6=a.  3 ;  8=2, 4;  ioc=:2.  5;  19=2.3.4; 
t4S3ft«7.  Velut,  quod  omnibus  cognitum  est, 
oames  numcri  pares  ihimerom  1;  omnes  Vi\xmtn^qtd 
dednufU  in  quinque^  bunc  ipsum  numerum;  5; 
qiu  desinunt  in  zeroj  numeros  5  et  10  Di« 
visores  habent.  £x  bis  sunt,  qui  eundem  Di^ 
yisorem  saefdus  continent  j  quo  referendi  sunt 
Potestates  numerorum,  aut  solae,  aut  cum  aliis 
Divjsoribus  multiplicatae ,  ut  4=2*;  8  =  &* ; 
9=33*;  ia=2a*.3;  i6z=i%^^/^^i  18  =  2.3»; 
fto=2».  5,  caet.  (confer.  Tab.  p.  81 — 84.) 

£x  his  sequitur,  omnes  numeros  integros  ,  qul 
non  sunt  primi ,  esse  Producta  ex  his  numeris  pri^ 
mis.  Quare  omnem  numerum  integrum  bac  forma 
lepraesentare  possumus :  ^«^  ^  ^:^  ^f  ^^*  •  •  •  •  ubi 
Mj  bj  c ^  d^  e  m  •.  sunt  numeri  primi;  m^  n^  p^ 
q^r^  £xponentes integri  positivi , qui  possuntetiam 
esse  0 ,  quod  si  fit ,  Factor  est  ipsa  unitas.  Ita- 
que,  ut  bac  forma  repraesentetur  numerus  75600 
=  a*  3*  5*  7 ,  ponendum  est  tf  =  a,  ^  =  3,^=5, 
(/=79  179  =  4,  ^=3f  p  =  a«  Sed  r  omnesque 
rdiqui  £xponentes  sunt  =0. 

Tabula  haec  compositionis  numerorum  ex  nu* 
meris  primis  id  explicabit. 


For^ 


^«M 


r»rma  2"  3*  tf  V  ll'  13*   l/  .  .  .  numm^ 
rorum  inttgrorumy  ab  unitatt  uaqu* 

ad  1000. 


I 

33=3." 

65=5.13 

97 

s 

34=a.i7 

66=3.3.11 

98=a.7* 

3 

35=5.7 

67 

99=3*." 

4aa* 

3<5=a*.3* 

68— a*.i7 

ioo=a*.5* 

5     . 

37 

69 — 3.33 

101 

fc5a.3 

38=2.19 

70=2.5.7 

ioa=a.3.i7 

7 

39=3.13 

71 

103 

«=3» 

4o=a».5 

79=a».3* 

104=2».  13 

9=3* 

41 

73 

105=3.5.7 

lo=:!i.5 

49=9.3.7 

74=2.37 

io6=a.53 

II        r 

43 

75=3-5* 

107 

jsta^SS 

44=2».!  1 

76=2».  19 

io8=a*.3» 

«3 

45— 3*.5 

77=7.11 

109 

X4=a-7 

46=3.23 

78=2.3.13 

110—8.5.11 

I5S33-S 

47 

79 

111=3.37 

ifissa^ 

48=2*.3 

8o=2*.5 

ii2=a*.7 

17 

49=7* 

8 1=3* 

113 

»8=4.3« 

50=2. 5« 

82—2.41 

114=3.3.19 

19 

51=3-17 

33 

115=5.93 

52=2».  13 

84=2».3.7 

Il6=2*.39 

»1=3-7 

53 

^5=5-17 

ii7=3M3 

ft3SS2.II 

54=2.3» 

86=2.43 

118=2.59 

»3 

55=5  " 

87=3.99 

iiy— 7.17 

84=2».3 

56=2».7 

88=2».  II 

iao=2»3.5 

«g—^-a 

57—3. 19 

89 

121=11* 

«6=3.13 

58=3.29 

9o=2.3».5 

129=3.61 

• 

«7=3* 

59 

91=7-13 

123=33.41 

»8=2».7 

60=2».  3.5 

92=2*.23 

i24=:2*.3i 

»9 

61 

93=3-3» 

t  q  g^— g> 

30=2.3.5 

69=2.31 

94=2.47 

126=2.3*. 7 

3»   . 

63=3».7 

95=5-19 

197 

39=32*^ 

64=»* 

96=2'.  3 

ia8=a' 

tot 


'3 

^34=0.67 

'35=23'-5 
t3fi=a>a7 

37 
I8a2,3«23 

19 

l»«=a*.5.7 

l-»=!a.7i 
1-3=11.13 

3* 

29 

73 
^3-7* 
[4«=a\37 

^5^2.3  5* 

^542=2».  19 

'43=3M7 

;*4=a.7.ii 

31 
*.3-«3 


79 
t#^-53 

^«'=7.23 

Ws=:3.5.£x 

^6fc=2.83 
167 


70=2.5.17 
71=3».  19 
7a=2*.43 

73 
74=2.3.29 

75=5».7 

76=2*.  1 1 

77=3-59 
78=2.89 

79 

81 
82=2.7.13 

83=3.6i 
84=2».  23 

85=5.37 
86=2.3.31 

87=11.17 

88=2».47 

89=3*.7 
90=2.5.19 

91 

92=2<^.3 

93 

94=2.97 

95=3- 5- 13 
96=2^7» 

97 
98=2.3*.  II 

99 
200=2*5* 

201=3.67 

202=2.  lOI 

203=7.29 

204=2*.3.I7 

205=5.41 
206=2.103 

207=3*.  23 

208=2*.  I  3 

269=11.19 

210=1.3.5.7 


211 

2I2=2*.53 
213=3.71 
214=2.107 

215=5*43 

2l6=2*.3* 

217=7.31 

218=2.109 

219=3.73 

20=2*.5.II 
221=13.17 
222=2.3.37 

a23 

24=2^7 

225=3*.5* 
26=2.113 
227 

228=2*.  3. 19 
229 

230=2.5.23 
231=3.7.11 
232=2^.29 
233 
234=2.3*.  13 

235=5.47 
2  3  6=2*.  59 

237=3.79 
238=2.7.17 

a39 
240=2^3.5 

241 

242=2.11» 

243=3* 
244=2*.6i 

245=5.7* 
246=2.3.41 

247=13.19 

248=2^.31 

249=3.83 

250=2.5* 

251 


252=2*.  3*.7 

253=11.23 

254=2.127 

255=3-5.17 

256=2* 

257 
258=2.3.43 

259=7-37 
a6o=2*.5.i3 

26i=3*.29 

262=2.131 

263 

264=2^.3. 11 

265=5.53 

266=2.7.19 

267=3.89 

268=2*.67 

269 

270=2. 3*.5 
271 

272=2^.17 
273=3.7.13 
274=2.137 
275=5M| 

276=a*.3.2$ 

277 

278=2.139 
279=3».  31 

2>^C=2*.5.7 

281 

282=2.3.47 
283 

284=2*.7I 

2^^5=3.5-19 
286=2.11.13 

287=7.41 

288=2^.3* 
289=17* 
290=2.5.29 
291=3.97 

;=a*.73 

*93 


»S>3 

«94=3.3.7" 

!  35=5-59 

496=2*. 37 

597=3'.  ■' 

398=3.149 

399=13.23 

3oo=2».3.5" 

301=7.43 

308=2.151 

303=3.101 

304=2*. 19 

305=5.61 

306=3.3».  17 

307 

3o8=a'.7.li 

309=3.103 

310=3.5.31 

3" 

3i2=2».3.i3 

313 

314=1.157 

315=3' 5.7 

3i6=3'.79 

3'7 

318=2.3.53 

319=11.29 

331=3.107 

332=3.7.23 

333=17.19 

334=2».3* 

325=5M3 

336=3.163 

337=3.109 

328=2*.41 

339=7.47 

330=1.3.5.11 

331 

333=3»,83 

333=3'.}7 


334=2.167 

335=5.67 

336=2->.3.7 

337 

338=2.13» 

339=3.113 

340=3».5.I7 

341=11.31 

342=2. 3».19 

343=7' 

344=2». 43 

345=3.5.23 

346=2.173 

347 

348=3».3.29 

349 

350=3.5».7 

351=3'.  13 

352=2'. 11 

353 

154=2.3.59 
355=5.71 
356=2' 89 
35?=37.17 
358=2.179 
359 

360=2'. 3».5 
361  =  19» 
362=:. 181 
363=3.11" 
364=J».7.13 
36,5=5.73 
366=2.3.61 
367 

563=J*  23 
369=3». 41 
370= -.5. 37 
371=7-53 

172=2». 3.31 

373 

374=3.11.17 


375=3.5' 

376=2'. 47 

377=13.39 

378=2. 3». 7 

379 

_io=2».5.I9 

381=3.127 

382=2.191 

383 

384=2^3 

3«5=5.7.I1 

386=2.193 

387=3".43 

38«=2».97 

389 

390=3.3.5.13 

391=17.93 

392=3».7» 

393=3-131 

394—1.197 

395=5.79 

396=3».3».ll, 

397 

398=2.199 

399=3.7.19 

40o=2*.5» 

401 

402=1.3.67 

403=13.31 

404 — 2».  101 

405=3'.5 

406=3.7.29 

407=11.37 

4o8=3»-3.17 

409 

410=3.5.41 

411=3-137 

412=2».  103 

413=7.59 

414=3.3".33 

415=5-83 


4i6=2*.l3 

417=3-139 

418=3.11-11 

419 

43o=3'-3.5. 

421 

433=3-211 
423=3'-47 
434=2'. 5S 
425=S'-17 
426=3.3.71 
427=7-61 
428=2»-I07 
429=3-11.13 
30=2-5-43 
"1       .    , 
432=»  -3f 
433 
434=3-7.31 

435=3-5-2» 

436=3».  109 

437=19.23 

438=2.3.73 

439 

440=3'.S.ll 

441=3'-7* 

442=2-13.15 

443 

444=2'-3-3J 

445=5  89 

446=2.243 

447=3- '49 

44»=2«.7 

449 

45o=3.3«.s" 

451=11.41 

452=2". 113 

453=3-151 

454—2.227 

455=5.7.13 

456=31.3.19 
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A57 

498=2.3.S3 

539=7".  11 

58o=2".5.29 

^S8=«-"i> 

499 

<40=l'.3'.5 

581=7.83 

•*S9=3'I7 

,5oo=a*.5' 

541 

582=2.3.97 

*6x=2:s-'3 

50I=3-l<i7 

543=2.271 

58,1=1153 

4<l 

502=2.251 

543=3-181 

584=2'.73 

4(ia=a.3-7"li 

503 

.S4-f=2'.17 

58,5=3".5.13 

««1 

504=2*. 3'.7 

.545—5.109 

586=2.293 

<64=a*.a9 

505=5-101 

546=2.3.7.13 

587 

♦65=3.5.31 

506=2.11.23 

547 

58S=2*.3.7' 

♦  6«=2.233 

507=3.13" 

.548=2".  137 

589=19.31 

(«7 

508=2*.  127 

540=3".6i 

590=2.5.59 

l68=i».3M3 

509 

550=2.5*.!  1 

591=3-197 

.'^9=7.67 

510=2.3-5.17 

551=19.29 

S9==2*.37 

-■?-o=a  5-47 

511=7.73 

553=2'.3.33 

.593 

■7- 1=3-157 

511=2" 

553=7.79 

594=2.3'.1I 

.Vi=a"S9 

513=3'.19 

554=3.277 

595=5.7.17 

514=2.25' 

55.=3S.37 

596=1".  149 

.'^  4=3.3-79 

Sl.-^^S.los 

55«=a".l39 

591=3.199 

,-75=5*.  19 

516=2'. 3.43 

557 

598=2.13.23 

517=11.47 

5,5F=3.3".31 

5"       ,        . 

i-TT^ii^.sa 

518=2.7.37 

559=13-43 

6oo=2'.3.5' 

*-7«=2.239 

519=3.173 

56o=2».5.7 

601 

^79 

52o=a'.5.i3 

561=3.11,17 

602=2.7.43 

.^Sc— 2^3.5 

5'1 

562=2.281 

6o3=3".67 

•*«I=:I3.37 

522=2. 3'.29 

56. 

604=2".  151 

*ll=a.a41 

.523 

564=«".3.47 

605=5.11* 

■483=3.7-33 

524=2».i3i 

56,5=5,113 

606=2.3.1« 

4lt=aVI.' 

5»5=3-5"-7 

566=3.283 

607 

*S=5.97 

526=2.263 

567=3*.7 

608=2*.  19 

<l(i=j.3< 

527=17.31 

568=a'.71 

609=3.7.29 

4»; 

528=3*.  3. 11 

569 

610=1.5.61 

4S8=2>.6l 

529=33* 

57£=2.3.5.19 

611=13.47 

4'!l=3.l63 

530=3.5.53 

571 

6ia=2».3*.l7 

4«=a.5.7* 

531=3'.59 

57!=2".11.13 

613 

491 

532=2'.7.19 

57:=3.191 

614=8.307 

49=1'.3.41 

533=13.41 

,574=i.7"H 

61,^=3.5.41 

493=17.29 

534=3.3.89 

57S=5".a3 

6l6=2>.7.11 

494=a.l3.I9 

535=5. 107 

57('=l°'i^ 

617 

«jlS=3'-5.II 

536=2>  67 

577 

618=2.3.103 

49ll=2».31 

537=J.179 

578=3.17' 

619 

4Sr=7i74 

538=2.269 

579=3.  "93 

630=2*5.31 
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6fta=2.3ii 

613=7.89 

6a4=i*.3.i3 

6i.«S* 

6«S=a.3r3 

6a7=t.ii.i9 

6a8=a'.i57 

619=17.37 

630=a.3>.5.7 

631 

63a_a>.79 

633=3-*" 

634=3.317 

63.'t=5-ia7 

636=a».3.53 

637=7".  13 

638—1.11.39 

639=.1'.7I 

640=37.5 

641 

642=1.3.107 

643 

644=3". 7.33 

645=3.5.43 

646=3.17.19 

647 

64S=i".3< 

649=11.59 

6.50=2. 5".i3 

651=3.7.31 

65a=3».l63 
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654=a-3-io9 

65.^=.5.131 

656=2  *.41 

657=!".73 

658=2.7.47 

66o=a».3.5.I 
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061=3.331 
663=3.13.17 
664=2».83 
665=5.7.19 
666=3. 3". 37 
667=13.39 
668=3".  167 
669=3.123 
670=2.5.67 
671=11.61 
7«=2'.3-7 
673 

'^^^=1  337 
"75=3'-5" 
676=3».  13' 
677 

678=2.3.113 
679=7.97 
68g=2".5.17 
1=3.227 
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683 
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1,5=5.137 
6S6=a.7" 
7=3.329 
S=2*.43 
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,0=1.3.5.23 
691 

,  !=i".173 
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694=1.347 
69<=5.139 
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697=17.41 
698=1.349 
699=3.333 
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707=7.101 
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711=3"-79 
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716=!».  179 
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;1.5=i».19 
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727 

728=2». 7. 13 
729=3« 
730=2.5.73 
731=17.43 
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734=2.367 
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761 
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767=13.59 
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769 
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771=3.157 
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773 

774=1.3"-43 
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959=7.137 
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966=2.3.7.23 

967 
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976=2^.61 

977 
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983 
984=2*.3.4i 
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J.  177.  Numeri  inter  se  primi.  Definitio. 

Numcri  sunt  inter  sc  primi^  qui  (praeter  unl- 
tatem)  nullum  habcnt  Divisorcm  communcm:  ut 
4  et  9;  quare  omnes  numeri  primi  etiam  inter 
se  primi  sunt.  Si  duorum  numcrorum  alterutcr 
est  pnmusj  ncquc  altcr  numcrus  est  ejus  Muhi^ 
jtlum^  intcr  se  primi  sunt^  ut  5  et  6;  3  et  8; 
9  et  11,  sednumeri  3»  ^,  9,  12,  15  habent  Di- 
visorem  communem  3. 

§.  178.  Problema. 

Numeros  primos  reperire^   qui  alicujus 
numeri  divisibilis  sunt  Divisores. 

Solutio. 

Instituatur  Divisio  per  numeros  primos,  a  mini- 
mo  incipiendo.  Si  non  est  Renduum,  numerus 
dividens  est  Divisor;  si  est  Residuum,  in  Diviso- 
rum  numero  non  est  babendus  ($.  172).      Sed 

•  quo- 
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quoniam  etiam  Potestas  aliqua  hujus  nuireri  pri* 
mi  Divisor  esse  potest ,  repetatur  Divisio  per  cun- 
dem  numerum ,  doncc  aliquii  maneat  residui^  Si 
quis  numerus  p  repertus  fucrit  esse  Divisor  nume- 

n  M^  ita  ut  ^  =:  —  sit  numerus  integer,  nonam- 

plius  numeri  ipsius  M^   sed  Quoti  q   insdtuatur 

Divisio  per  eundem  vel  alium  numerum  primum; 

ut,  si  proponitur  reperire  Divisores  numeri  60060, 

calculus  hic  esse  potest. 

60060  ^    , 

a,—    quarc6oo6o=  1.  a.  3.  5.  7.  11.  13, 

000 'lO 

a ,  - — ~  atque  hi    numeri    primi   sunt   Diviso- 
3 ,  -2 — ^  res.   Saepius  autem  hic  calculus  multo 

5,-^^ — 5   brevior  esse  potest.  Iia  si  omittiturze- 

looi  ,  .  ,  .-  . 

7,  —  ro  ultimum,  hac  omissione  ipse  nume- 

II  j    ■         rus  cst  divisus  per  a  et  5. 


In 
O 


§.  179.  CorolL 

Sl  hoc  modo ,  progrediendo  in  tentanda  Divisio- 

ne ,   pervenerimus  ad  numerum  primum ,    qui   sit 

I 

minor  quam  M^  ^  neque  ullum  Divisorem    invene- 
rimus,  colligendum  est,  numerum  M  esse  nume- 
rum  primum. 
Nam   si   hoc   falsum    sit,    ponamus   p  >  M^ 

esse  Divisorem ,  atque  esse   r-=^.    Numerus  ^ 

etiam  est  Divisor ,   quoniam  ^  ^p ,  et ,  quoniam 

»1  M  j  X 

M^M^^zrzM^  vel  —  =ilf^,  atque^  cst^Af^, 

M^ 

crit 
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I 

erit  ^  <  Af^.  Sed  hoc  repugni^t  Hypothe^i,  Po- 
suimus  enim,  numerum  M  non  habere  Div{» 
^rem  ^  qui  ^t  minor  qi^m  M^ ;  ex  quo  seqqatur 
pecessp  est ,  q  non  posse  essQ  Divisorem.  Quare 
f  qoB  e$t  Divltor.  Vdui  ts,  ififttituti^  pivisione , 
vel  «UuQde  p^tetf  59  Qon  ess^  divisibnem»  neque 
f^  Tk^  %*  S»  oeque  p(7  7«    Sed  8^9=64,  atc^ue 

7*  9;:;;49 ,  ergo  ssf^  oiajor  m  qvam  7  et  minQr  eat 
quam  8;  ex  qup  colligitur,  omnes  «equentes  nv^ 
meros  primos,   qui  sunt  ii«  13.  17.  19  ••  •  esse 

fnajores  quam  59^,  atque  igitur  non  posse  psse 
piyisore^.    Ergo  59  est  numerus  primus* 

l.  i8o.  Definith.. 

Numerus  fractus  ad  minimos  termJnos  dicilur- 
esse   reductus^    si  efus  termim  MukipUcationc  a 

30  K 

Piwione  r^diti  sunt  inter  se  primi;  ut:  ^  =  |; 

A%      ai      ^^      ohc      ab     b 

6f"^3|""$Q'    dec'^  de^  abjf  +  ax^+b^xH-bs^ 

a^  +  ab  a 

'^  (a  +  b)b+(a+b)x       b  +  x       bx+bb. 

Numerus  dupliciter  fractu$  ad  minimos  cermt* 
pos  non  est  reductus;  quod  igitur  ut  fiat,  du« 
|[)Ie)^  Fraccio  Mulcipl^auone  colknda  esc($.  164.30 


$•  181. 


NamumiM  Fractoaum.  m^ 

5.  i8i*  Problma. 

fiumarum  fractum^  cujm  SdrmM  umtm  au$ 

flur^  haient  Dhisares  cammuaeSf  ad 

mimmoi  reducere  termnas. 

Seluiie. 
Dhridnttir  pcr  mtxiitiuoi  Factorap » qiii ,  m  idoag 
itfiqnde  pitet ,  qaomodo  rvcriuQdus  sit ,  in  poste» 
wnm  tnofistnbitiir* 
Ant  tennini  fincti  resolvantur  in  suoa  Divisorcs  sim» 

]^lkes,  qid  sunt  oumeri  primi  (5*  1 78O  9  atque  commu* 

48      a* .  3        a*      4 

nes  deleantiir  Divisores ,  ut :  ^-  =s =  —  s--. 

60     2\3.s      5       S 

$•  182.  Definitio. 

^UQ  autplurei  Fracti  dicuntur  etseejusdem  De^ 
mrniMOtiefiis,  si  eosdem  habent  DenomituttoreSf  ut 
ft    4    3 

$.  183.  Problema. 

Numeros  fractos ,  qui  diversae  sunt  De* 

nominationis  ad  eandem  l)enominatio* 

nem  reducere,  ita  tamen  ut  De^ 

nominator  sit  minimut. 

Solutio. 

Katio  hujus  Solutionis  jam  indicata  est  $•  164. 4. 
Multiplicet  igitur  utriusque  Fracti  terminos  Denomi* 

a       c 

Mtor»  «)ter  «Ueriui»  It^  si  propositi  sunt  ^  ct  ^^ 

prior 
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prior  Fr.a«s  luc  M»Itlptoa,ne  8,  ^;  po,«. 

rior  autetn   r^    Habent  igitur  eundem  Denomina* 

torem,  qui  est  Productum  ex  Dcnominatoribus 
Fractorum.' 

Si  plures  Fracti  ad  eandem  Denominationem  sunt 
reducendi,  cujuslibet  Fracti  termini  multiplicandi 
sunt  per  Productum  ex  Denominatoribus  reliquo* 
rum  Fractorum ;  qua  ratione  Productum  ex  omni* 
bus  Denominatoribus  fit   Denominator  coromunis. 

-  .,       n    c     e   g  adfh     chfh     ebdh 

Ita  qmdem  ^,5^ ,^  ,  fiunt  ~  ,  — ,  ~  , 

bdfh* 

Si ,  ut  in  his  Fractis ,  Denominatores  commu- 
nem  non  liabent  Divisorem ,  Productum  ex  omnibus 
Demminatoribus  ipse  est  Demmittator  communis 
minimus.  Si  autem  communes  habent  Factores , 
Denominatores  resolvantur  in  suos  Factores ,  at- 
que  in  Denominatore  communi  semel  tantum  po- 
natur    ille    Factor,    qui    in    duobus     aut    pluri- 

bus    simul   est   Dcnominatoribus ;     ut    Fractorum 

a        c        d      e 

— ,  — ,  — ,  — ,  Denominator  communis  mini- 
npr    prt    ppt    pu^ 

mus  est  npprtu.  Ut  sit  minimus ,  simplicitas  at- 
que  commoditas  calculi  requirunt.  Id  enim  solum 
agitur ,  ut  reperiatur  numerus ,  divisibilis  per  om« 
nes  singulorum  Fractorum  Denominatores. 

Ut  Numeratores  reperiantur^  Quotus^  ortus  ex 
hoe  communi  Denominatore ,  diyiso  per  Denomina" 

tO' 


NUBSERORUM     FrACTORUM;  211 

torm    Fracti  ,    multiplicctur   pcr    Numcratofcm 

^       ,      ,  ^  aptu         cnpu 

Fracti.     Ita  nascuntur  fonnae :  -— ^ —  ,  —  9 

fifprtu     npprtu 

dnru       cnprt       ^  t^         •    <. 

— —  •  — i- — •     Ouare   quicunque   Denominator 
npprtu    npprtu      ^  ^         -^ 

esc  pars  aliquota  alius  Denominatoris ,  is  in  De- 

nominatore    communi    omittitur  9    itf    Fractonim 

257  • 

«,  7,  *-  ,  communis  Denominator  est  la. 

Ut  tollantur  Factores  communes,  Denominato» 
res  per  eos  dividantur ,  ut ,  si  proponuntur  Fracti : 


a'4' 0' »' 

10 

'  12 

»   — 

invenitur : 

2  • 

4  • 

<$ . 

8  . 

10  . 

12 

a. 

X 

2 

3 

4 

5 

6 

2, 

^ 

I 

3 

a 

5 

3 

2, 

39 

I 

3 

I 

5 

3 

I 

I 

I 

5 

1 

Denominator  communis  igitur  est  2*  2«  2.  3.  5 

«     ,.  £    ^  60      90      100    45 
S120,   atque  Fracti  fiunt    — •  ^ — ,   — ,  -^, 

120     120    120    120 

84       IIO 

120'  120* 

%.  184.  Problema. 

Invcnire  Summam  duorum  aut  plurium 

Fractorum. 

Solutio. 

1.    Si   sunt   (jmdcm    Dcnominationis ,    Summa 

acqualis  cst  Fracto^  qui  cundcm  habct  Dcnomina* 

torcm^  scd  ctgus  Numcrator  est  Summa  Numc^ 

ratorum. 

Sit 


*tt 


P.  n.  G*  L  M  liAvnut 


a    e 


» 

$•  165.  3.  ergo  /=3 ^- • 

ft*  Ji  nofi  /1/12/  gusdem  DenonUnoHofdt ,  a/  ami 
ifni#  redueendi  eo  modo,  qao  di(!tum  est  $•  xS^. 
iTam  tractantur ,  ot  1n  prions  casu ,  velatf ; 

.'— *  +5+W+^—  A^""^ 

.J[  .  3  ,  5  .  y  .  9  _9<3+t55+r50+i4o+fti 

ft^    o^jr    ftcr  i8a 

"^i8o~^i8o~^45* 

S*  1851  QoroU..  U 

Ex  hac  sc^tione,  atque  ex  |.  183.  perspicitur 
tatio  addendi  numeros  fractos ,  quam  docet  Arith* 
metica  vulgaris.  Nutntri  addehdi  scribumur  ih 
linea  verticaKj  ad  etgks  aficem  notatur  Denomi* 
nator  cmmufdu  Hie  dMditar  pef  atfg^  Btno* 
mUtatitref  atque  Producta  ex  Quotisj  multiplicatis 
per  Nameratores ,  i^ttnam  Summam  cotligufUur ,  ut  1 
180 

X 

a 

4 

t 
6 

t 

9 

9 

uo      ^  ,       . 

Ergo  Summa  est  =  ~=  3  -s-=s  3  -^* 
■  180        180     ^45 


90 

•    •    • 

90 

45 

•     4     «< 

1 

»35 

30 

«     •     • 

r^tr 

AO 

•      *     9 

140 

9 

•      •      « 

8t 

NDMfeftoRtJM  fkACTOkinii  si^ 

$.  186.  CaroU.  d. 
tioc  modo  edttn  numerorum  fractorum  tt  inte* 

kronim  invenitur  Summa^    ut:    a  +  -  +/+  ^ 

ace+ie+fee+iic 

ft  ■  • 

ee 


6  •  .  .  i& 
6  ...  16 

3  •  •  •  15 

firgo  Summt  £=  Ift|f=j!ift-fa4-s7  =  i4^. 


4 


£odem  liiodo  Fractorum  invenitur  Differentit  ^  titi 
§  ^a  _^9  ^J[  ^J[ 

12 


4..  8 

—  1 
£rgo6i  — ftj  =  4— Ai2  3Ti^ 


$1  168.  Mxempla  Additionh  et  SuhrM^ 
iionis  numerorum  fractorum. 

^  ^.     ^    ^      ^    a  aC  ^ad  +  tc 
A.  Eiemina  formte  r  Tj  ^  —q — < 

i  4-flifL. ^ — fi^L-— (^c>K*+^+2/7— ftO* 

2— fljP+ftJF»    1+ftJf-hft^^  +^(;g,|^4,r^rf)jc^+a(^4;^)^ 

x-H4^         (P-  X97*> 

£t  poneiido  €"  et  1/  n^tivos »  fit  3 


m  P.   II*   C.   I.   DB   NaTURA 

i^2X+2x^      \i+2X+2x^J   +a(^4^-g-H/>^4-2(^^V 

£x  quibus  formulis  aliae  infinitae  numero  nascuntur , 
quoniam  pro  a^  b^  c^d^  omnes  alii  numeri  determinatl  po* 
nipossunt^  Sitv.  c.  tf=^,*=|,f =J,^=:|,unde: 

X       ^  +  l^  g  +  l^    _i+a^+3^^+4^ 

i— ax-h2x*    i+2:c+ax*  i+4x*         ' 

a+S^       ,      a+3x         4Ci+ax+3A-*+4JF»3 
I — %x+ox^    i+2x+ax*  i+4JP^ 

df  • • -^f ^  1= -r^ ;  atque  si  x  po- 

I— iu;+a:c*     Vi+ox+a^V  1+4^       niturnegativus: 

^        ft— 5^      _L       a— 3^      _  4(1— ax+3x*— 4A'0 
i+ax-^ax*       I — ix+o^'^  i+4x* 

a— 5r  ^     2 — IX     \      —  io:i:+i6x*— 4X* 

1+2X+2X        \i — 2a;+2x*/  x+4Jf* 

Ponatur  asrio,  erit 

13^  _43at  .  JLl L— 1111.  2i+Z  — 3Zi£.; 

181  221  40001'  ii)i  221  40001'  221  181  40001 

12  7  625 

221       i8l       4000« 

,TT        P       ,       ^  cp+aq+idp+bq^x . 

III.  — 7-  H j~  = -— ; — rr 7----  ;  et  Sl  tf  s=r  sz:  I 

a+bx      c+fJx      acH-iad+cb^x+bdx^ 

P       .  __^     _  p+q+Cdp+bq^x 
i+bx      i+dji       i^(b+d  ^x+bdx"^' 

„  '             ,    ^           ^     ^       ^?       adf+cbf+cbd 
B.  Extmpia  fonnae  r+^+  7= ,  ■• 

IV.  -^--.  +  -^  +  — ^-  est  Fractus,  cujus  Numerator  est 
•-    a+bx      c+dx     e+fx  '      ^ 

(jcep+aeq+acr^  +  C  (de+cf)  p+Q>e+af)  q-^ad+bc)  r^x 

+  (^  +  */?+*^0**»  ct  cujus  Denominator  est:  aec 

+  Cacf+adc+bce)x+(adf+bc/+bde)x^+bd/x^ ; 

Ex 


5. 


NUMERORUM  FrACTORUM.       21$ 

Ex  qua  formula  aliae  prodeunt ,  ut 

1^.4.3 47—75^+1^^* 

1+2X     3— 4J?      a— 3^       6 — 50: — 22;c*+24j?*. 

^^     *^^^      *^3^      +(6;^-f-3y+ar;:t* 

i+6x+iiar*+6x* 

1  1  I       ^       3+I2X+IIX* 


1+x       I+2X       1+3X       i+6ar+ii:f*+6ar*  ' 

4» 1 1 = — - — ; — — . ,  ubipro  X  pom- 

1 — X    1 — 2X    1 — 'xx     1— 6;c+ii;c* — 6x^  ^    ^,,^  ^ 

Si  in  hisce  Fractis  numerum  x  talem  ponimus 
esse,  ut  Denominaior  evanescat,  Fractus  fit 
infinitus.  Ita  posito  in  postrema  formula  ;c  =  —  |  ^ 
haec  fit: 

1-3-1  (i-i)  (1-1)  (1-34) 

Id  est  |/>+3y  +  -=^^  =  -.    Ergo5^  +  3jr, 

quantuscumque  sit  p  ei  g  ^  dummodo  non  sit  infini* 

tus,  evanescit  prae  numero  infinito   -sive  -.   Ex 

quo  efficitur  ^numerum  infinite  magnum ,  seu  formae 

j,  neque  augeri  neque  diminui,    si   ipsi  Quanti- 

tates  finitae  adduntur  vel  subtrahuntur ,  adeoque 
prae  hoc  numero  evancsccre  has .  quantitates ,  id- 
que  plenissimo  hujus  vocis  sensu ,  non  per  ap- 
proximationem ,  ut  dicunt*  Neque  etiam  Multi« 
piicatione  et  Divisione  per  numerum  finitum  augeri 

aut 


%i6  P.  IL  C  L  DB  Natuela 

iatdiininulpotestyquia^  ^on  difiert  ab  -•    HacQ 

igitur  est  nota  essentialis  hujus  numeri ,  quae  etiam  ' 
^  patun).  ipsius  prodic, 

Caecerum  ex  hisce  exemplis  sads  perspidtuF  , 
quomodo  formulae  umversae  possint  confici ,  atque 
i^his  deduci  sing^lares.  Fonnulae  IV. ,  i«  a.  3«  4^ 
sua  forma  satis  indipant,  quales  debeant  es^e,  s\ 
plures  quam  tr^  ejusmodi  Fracti  in  unam  Sum* 
inam  sunt  coUigendi* 

C.  Exempla,  ubi  Penommatores  habent  Factorea 
^omm^nesy 

%n     P+^^     .    _? p+aq r\^  (m+bq')  X 

Of+ix)^      a+bx    "    a^+2aix+i'^x'^ 


+('dm+Mf  +  b^r 

*=         -           Qa  +  6*y  C^  +  dx)  ' 
»..       ^       ■    y    ■ 1_ ^P+a^+P^^+Cfir— 4^1 1 

**  •  •  •  (3+*/ '  3+-^'^i-4*"".„ +^^-4^ 

9 — 3c* — a3x» — ^4*» 

.        *        .     3    ^* 47— iy.t— 8x» 

(3+Jf)       3+*      1--4*      9 — 30« — ^3«*— 4r> 

Vm.  — i— +— 1-4-— H-i-=    SZ+Stx+i7x^+ix> 
■(a+*J*    (»+*)*  •*+«    3+*     a4+44*+3o**+9«*+ 

IX       ^     I     ^      I    ^  ^.H-y+^+Cg+ft^^+^** 

(1+*)*    (Ii-*J!*    1+-«^  i+3*+3**+JF* 

_2 
(i+ 


NUBIERORUM    FrACTORUBC   '  ftl^ 

(1+*/  '  ri+:c)*  *  (i+^c)*'^^-^"^  +Cr+.v>^+/:r> 

Si  ita  progredimur ,   atque  cum  Coefficieotibus 
comparamus  numeros  $•  ii8.  p.  113.9  ex  Analogia 
atque  ex  uatura  ipsa  bujus  calculi  concludlmus : 
p       ,     q  r  w 

I^^+^^^^+cl+T;--*  •  •  •  +1I;; 

^+ ^:p+Car*+Pj;^+  jg^r^ « « »  +  yjf*-' 

*"  (i+^)» 

>i  -rf  est  ^+y  +  r  •..+v; 5=3^  +  2^+3/  + 4^+ 5«/..., 
Cssr +  3i+ 6^+ io«/*.i)  =/+4/+ 10«. .,  jE=3/+5«... 

Si  ponimus  ^  =  ^csr,  prodit: 

^J[ I  2+x         I  1  1  ^Cr+Jp)* — I 

^+*)*    ^^^■^(^^^^'(i+x)^"^^!^*)»"*"^^^'"     ^.(1+*)»' 

et    universe,    quod    etiam   ex  aliis    rationibus, 

postea  explicandis  ^  patet : 

+>    .  ^N«+"T"  =2  '■■■ 


i+rrrr7-i'+ 


.«•. 


1+»)"    (1+«}"^'    (l-V*)"'»        (i+«)*    I+*       *.(i+») 

•        I  .       ,        ' «      .  »  .    _     7       I 

"  (*— !)•     (*— O*     *— I      a.Ca— *)»     4.(a— «)     4* 


(*— 0*  (a-^)'*. 


P.  IL 


511 8    P.  II.  C IL  SfiCT.  L  DBPRQPORTtONlBUS, 

P.    IL    C  A  P  U  T    IL 

DE  ABQUALITATE   £T  INAEQUALITATE  FRAC- 

torum;    DB  RATIONIBUS,  PROPORTIONI- 

BU5    ET    PROGRESSIONIBUS. 

S    E    C    T    I    O     L 

De  aequalitate  Fractorum^    sive  de  Prth 
portionibus  inter  numeros  puros. 


§•  189«  Convenientia  Fractorum  et  Ra- 

tiohum. 

Quatidoquidem  Exponens  Rationis ,  quae  est  inter 
duo  Quanta  homogenea ,  indicatur  Fracto ,  atque  Ra« 
tiones  aequales  sunt  vel  inaequales,  si  Exponen- 
tes  aequales  sunt  vel  inaequales  (§.  52  et  57.) , 
omnis  quaestio  de  Rationum  aequalitate  et  inaequa- 
litate  refertur  ad  investigandam  Fractorum  aequa- 
litatem  et  inaequalitatem ,  atque  ex  liorum  con« 
templatione  eliciendae  sunt  Proportionum  et  Pro- 
gressionum  leges. 

§.  190.  Problema. 

Definire  quid  consequatur  ex  Fractorum 

a       c 

b  ^  d  ^^^^^^^^^* 

Solutio* 
Corollaria,  quae  dcducuntur  ex  aequatione  f  ss-^ 

se- 


QUAB  SUNT  INTBR  NuitfEROS  PUROSi       AI^ 

secundum  leges  expositas  $.  5.  59.  82.  134.  i. 
136.  164.  166.  haec  in  primis  sunt;  in  quibus 
ponimus  a^b^Cjd^  esse  numcros  positivos^  atque 
a  et  d  tcrminos  cxtrtmos;  b  et  c  mcdios;  a  ct  e 
antcccdcntcs ;  b  tt  d  conscqucntcs. 

a      c 
Si  r-=3-,  erit  secundum  §.  136. 

!•  adz=:bc  (i).     Ex  quo  sequitur: 

II.  a»  rf«  =  dwt:»(S.  I740>  qualiscunque  sit  w. 

IIL  mad  =3  mbc  ;  mnad  =2  fw«d^;   —  =  -.  ; 

—  ==  —  (5. 82.  %.  134.  i).  £x  his  autem  ,  collatis 
mn      mn 

cum  $.  136,  hae  novae  formantur  aequationes: 
bc     j     bc     ,     ad  ad 

ma      mc    ^    c       a         c       c :  m^^ 

vni. 


(i)  Euclides  Lib.  VII.  Prop.  19. 
(a)  Eaclides   Lib.  VII.  Prop.  9.  io«  i3.  i5.    Confer* 
Lib.  V.  Prop.  4.  Cor.;  Prop.  i6. 

(3)  Euclides  Lib.  VIIL  Prop.  x3., 

(4)  Euclides  Lib.  VII.  Prop.  17.18.  Confer.  «Lib.  Y. 
Prop.  3.  4«  i5. 


N. 


itd  P.ILC^ILSect.L  db  PROMRTKmuus^ 

mai^^nad^mai^^^^nh;  mac^nadts^^mac^nbe. 
nad^mabtsfAc^-^^iA ;  nad-^^^-mactsnbc^-^^ae  (N^*  i.aN 

idest:!.  a(mt+nd)^(ma+nc^ ;  4»  a(mc+nd)s=^ma+nb)  ; 
ft.  a(mb — ndyssb(ma'''^nc)  ;  5.  a(mc—nd)sap(ma'-^)  f 
3»  i^nd — mby^^^nc^^ma)  }  6.  a^nd—incyssc^nb^-^^dy 

ubi  01  et  #1  sunt  numeri  p6sitivi« 
IX.  £x  his  aequationibus ,  collatis  cum  $.  13$  « 

sequuntur  liae  aequationes  universales  t  x 
a      c      ma+nc      ma^nc      nc — ma 
^      1/      mb+nd      mb^nd     nd^-^^ 
a      b       ma+nb      ma—nb      nb—ma 

Quae  aequationes  duobus  modis  mutari  possunt; 
quorum  prior  est,  ui  locum  inter  te  commutent 
sermini  medii^  at^ue  similitcr  termini  extrentif 
posterior ,  ut  termini  medii  fiant  termitd  extrcmi , 
at^ue  extremi  fiant  medii  ,  secundum  N^«  V  ,  ut 

b       d       mb+ffd     mb^^nd      nd—mb 

3.  -  =2  -*  s:?  — :s ^  S3  '  -^        w 

a       c       ma+nc      ma^^-^ic      nc^^ma 

c       d      mc+nd      mc—nd     nd — mc  * 
^•^srss — • — s— —  £2— — — '•caet# 
tt      o      ma+nb      ma^nb     nb—nta 

•  a      n     h      C 

jlnimadv.  Ne  Fracti  5;.,  «1,  -,  -»  fiant  negati^ 

b^  c     a    a  ^ 

a      ma^^nc 
vi,  usurpatur  aequatio  r=i2— 7 -,  si  xo^  >  inry 

a      ^nc^^^a 

sed  r  r=  --; 7  si  iKT  >  <w^« ,  et  ita  in  aliii  «• 

*        nd^mb 

milibus  aequationibus* 


quAK  sintT  mtBR  NtnOROs  pcntos.    ftai 

X«  Ez  bis  oiiuntur  lequationes  panicukres ,  po« 
sitft  unitate  in  locum  Coefficientium  m  et  n. 


c     c     s+c    a—€    c^^-a      a     b     a+b    a-^ 

t  __d  ^Jf+db-^^d^       c     d     c+d_c—d_d^ 
s     c     o+cTo^^-^Ct^   *a     b     a+i^a^^^b"^* 


<    Si  locum  inter  se  commutant  termini  medii,  at« 

que  similiter  termini  extremi ,  prodeunt : 

a+c      b+d       ^    a+b      c+d  a+c      b+d 


^    ^    ^  i— rf  a — b  c — d  c+a  d+b 

a  b   '  ^      a           c    ^  c—a  li— *' 

c—a  d — b  b — a  d — c  a+b  c+d 

^       a  b  a           c    ^  a — 6  c— « 


^      b+a      d+c    ^ 


Usurpatur  aequatio  ^ rs  ----  ,  si  a>c; sed  r^r^^  si  ^> ^, 


.*«         ..c 


XL  Si  tf  2  * > erit ^  Z rf,  quoniam,s}  j Z  i ,  erit ^i Z  i  ($*8a, 83O 


.  r^        ..  a 


Si  irZ  ^^erit  «2  ^ ,  quoniam,  si^Z  I9  erit  r  Z  !• 

Cum  idem  valeat  de  quibuslibet  Fractis  aequali* 
bus,  sequitur: 
Sl  ^  Z  <?»  erit  *  z  rf,  atque  si  *  Z  rf,  erit  a^Z  c  (V)  CO» 
jKM  Z^^9  erit m^  z ^9  stque si m^  z ^^> ^^^  ^^  2 n3(yU)f 
atque  ita  de  rdiquis^  , 

XII, 

(1)  Encliiles  LiK  VII.  Prop.  7.  8.  11.  Gont  Lilk  Y* 
Prop.  6«  6.  17.  18.  19» 
(a)  Gonfon  Eoclidos  Lib.  V.  Prop.^  li.    . 

Ff 


WSM    V^  Um  C.IL  SSCT.  L  9P  pROK)ilT«0llipUS  , 

XII.  Si  ^  >  ^,  erit  a+d  Z  i+c^  %\  a  *Z  b. 
Si  II  <  r,  eric  b^c  2  ^+^f  si  «  2  ^* 

ffem  si  tf>r,  erit^=. — ^,(X);  ergb,  si  a^Zt 

.  ii— r 52 * — ^(XI) ;  vel ,  si  tf  2  *»  erit  j+</ Z  *+^  C; 

^Sii#<^,erit  j^rsj— ^<X);  ergo  ,si  tf  Z  *»  c"^^' — ^  2 

vel,  si  tf  Z  *5  erit  *  +  ^  z  ^  +  ^  (S-  ^O^ 
.  Siiniliter si  a^c^  erit  ma  +  fjfl  z  nb+mc^  si fw^ 
si  1^7  <^  9  erit  A^  +  iTir  z  ^^+  '^^f  si  Wi^  Z  «i 
Xm.  iSy  a    est  maximus    tcrminus  ^    d  cst  minimus. 
eiHffi   est  tf>*et<i>^,  ergo  c^  d^  atque  i 
Kursus  si  d  ^j^  minimus  terminus ,  a  ^j/  maximus 
enini  est  r  >//,  atque  h^d^ ergo  ^  >  J, atque 
Idem  valet  de  b  et  ^.    Nara  si  b  ^;/  maximus  tcr 
<  €it  fninimuSj  atque  si  c  est  minimus^  b  est  ma 
3UV.    iSy  a  est  maximus  terminus ,   atque  igitur  d  mi 
vel  si  d  cst  minimus   tcrminus ,  atque  a  cst  ma. 
crit  a-j-d  >  b+c.  Ergo  etiam.,  //  b  cst  maxim 
minus  jVel  si  c  est  minimus  terminus^  crit  b+c  >  ^H 

XV.  aibzs-^i :  ^;  *:«r=-:^;  a:cz=r::  ^;c:az: 

a    c  c    d  a    b 

ifque  ita  de  aliis.    Quare  si  adz^ibc^  erit  ai  ^- 

$.  191.  CorolL  I. 
Ex  nngulis  aequationibus  ^.  190.   cxpositis  y  s 

guitur  aequatio  -  =  -  ,  crgo  etiam  reliquac  of 

ncs ,  quoniam  ex  hac  consequuntur.    Ita  ex  aequ 

ti 

(i)  Coni:  £«€Ud««  LiK  V.  Itep.  a5. 


QOAB   SUNT   INTER  NuMEROS  PUROS.       M^ 

mb  +  fid      mb  —  nd  a       c     ^. 

tione =s  sequitur  r  =  t  •  Nam 

ma  +  nc       ma^  nc  o       a 

si  multiplicacur  per  (ma  +  nc^  (ma^nc^^  prodit 

a       c 
amnadssimnbc  9  ergo  adsdfc  9  unde  r  =?-^.  ($.  f  jtf.) 

$•  192.  CoroU.  2. 

a        c 

Duo  Fracti  7  ^^  j  aequaUs sunt  ^  si  ad^dfc  ;.(^i^ 

id  est ,  j/  Productum  ex  terminis  extremis  aequs^ 
le  ess  Producto  ex  terminis  mediis.  Haec  igitur 
est  nota,  ex  qua  judicatury  utrum  Fracti  lint 
aequales,  nec  ne. 

%.  193.  Coroll.  3. 

a^b^  c^  ^  possunt  esse  quilibet  numeri,  Sum- 
mae  er  Differcntiae ,  Producta  et  Quoti  sive  Fracti , 
atque  etiam  unitas  ipsa.    Veluti,  quoniam  a^  —  b^ 

=(tf+*)  (^— *)  (S.I27-I.)»  ^"^  rri—VT::* 

^9—^»                    a  —b 
Ita  etiam  7-- — ; — - — 7-= (§.  1^7.  i.) 

I — ^^  ^    i+x*+x^ 

'§.  194.  CorolU  4. 

Quoniam  termini  duorum  Fractorum  aequalium 
aunt  termini  Proportionis  Geometricae  inter  nu^ 
meros  (§•  70.),  possumus  aequationes  expositas 
5.  190,  ipi.  verbis  exprimere,  huic  ProportiQoi 
aptis.    Ex  quo  oriuntur  hae  enunciatione&« 

(i]h  EacliderLib.  YH.  Prop.  19* 


M4    P*n.G.ILSBCt.L  DK  PRORORTiONlBUS  , 

iSy  quatuor  numeri  a^  bj  c^  d  sunt  froportifk' 
nates , 

^    A.  Productutn  ex  terminls  mediis    aequaU  cst 
Producto  ex  terminis  extremis  CS*  ipo.  I.) 

B.  Ojmnis  terminus  extremus  aequaUs  est  Pro^ 
ducto  ex  terminis  mediis^  diviso  per  alterum  tcr^ 
.  minum  extremum*  QuiUbet  terminus  medius  aequ^^ 
'  Us  est  Producto  ex  terminis  extremis^  diyiso  per 
alterum  terminum  extremum  (IV). 
'    C«  Propertio  non  cessat  csse 

I.  Si  termini^mediij  vcl  termini  cxtrcmi  locum 
intcr  se  commutant  (V).  ^ 

II.  Si  termini  medii  mutantur  in  terndnos  ex^ 
tremos ,  atque  extremi  in  medios  (V). 

3.  Si  pro  terminis  sumuntur  ipsorum  Potestates 
ct  Radiees  cujusUbet  gencrisj  dummodo  Exponen^ 
tcs  iidem  sint  (VI). 

4.  Si  per  eundem  numerum  multipUcantur  yei 
diyiduntur. 

a.  Omnes  termini   Propartionis. 

b.  Uterque  terminus  ejusdefn  Ratienis. 
Q.  Uterque  tcrminus  antecedens. 

d.  Uterque  terminus  consequens. 
.  e.  Si  alteruter  terminus  extremus  per  aliquem 
numerum  muUlpUcatur  yel  dividitur^  dummodo 
alter  terminus  extremus  per  eundem  numerum  di» 
yidatur  vel  multipUcetur.  Idem  valet  de  termims 
mediis  (VII). 

.    D.  Si  duo   Producta^  quae  singula  ex   duobut 
Factoribus  constantj  inter  se  aequalia  juntj    cx 

his 
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'Ms  Factorlbus  Proportio  effici  potestj  in  qua  istl 
duo  Factores  altcrutrius  Producti  sunt  termini 
medif^  atque  duo  Factores  alterius  Producti  sunt 
temtini  extremi.  Hi  Factores  possunt  esse  Pro* 
ducta  ex  aUis  Factoribus  ,  Quoti  ,  Summae  y  Dif^ 
ferentiae  atque  etiam  unitas  (§.  192,  ipsO* 

E.  Quaelibet  igitur  Proportio  yera  est ,  si  Pro* 
ductum  ex  terminis  extremis  aequale  est  Producto 
ex  terminis  mediis  ($•  192.). 

F.  Ex  qualibet  Proportione  nascuntur  ctiam  aliae 
Proportiones ,  quarum  termini  sunt  Summae  et 
.Differentiae  terminorum  hujus  Proportionis ,  idque 

his  legibus. 

a.  Summa  vel  Diferentia  terminorum  antece^ 
dentium  est  ad  Summam  yel  Differentiam  tcrmino^ 
rum  consequemium ,  ut  terminus  antecedens  est  ad 
suum  terminum  consequentem  (§.  190.  X.)- 

b.  Summa  vel  Diffcrentia  terminorum  alterutrius 
Kationis  est  ad  Summam  vel  Diffcremiam  termi^ 
norum  alterius  Kationis ,  ut  terminus  antecedens 
illius  est  ad  terminum  antecedentcm  hujus  Ratio^ 
nisj  vel  ut  terminus  consequens  illius  est  ad  ter-^ 
minum  consequentem  hujus  Kationis  (§.  190.  X.)# 

In  hisce  Proportionibus  termini  antecedentes ,  vel 
termini  cjusdem  Kationis  per  eundem  numerum  pos- 
sunt  esse  muhiplicati  aut  diyisi.  Idem  valet  de 
terminis  consequentibus  (S.  190.  IX.}. 

c.  Inter  Summam  terminorum  antecedentium  at^ 
que  Summam  termtnorum  consequenttum  eadem  est 
Kaiio  atque  inter Differentiam(^%.  196.  X.  xi ,  I2«)* 

d. //i. 


ta5  P«  IL  C.  II.  Sbct.  L  de  PROPoaTioMBus , 

d*  IfUer  Summam  tcrminortm  ahcrutrius  Rationh 
atfuc  Summam  tcrminorum  altcrius  Ratioms^caiem 
9St  Ratio  atquc  intcr  Diffcrcntiam  ($.  ipo.X.  1 3»  nO^ 

G«  Si  primus  tcrminus  cs$  acqualis ,  m(gor  vol 
ininor  quam  sccundus  tcrminus^  tcrtius  tcrminas 
crit  ctiam  acqualis^  major  vcl  minor  quam  quar* 
$us  tcrminus.  Si  primus  tcrminus  cst  acqualis ,  ma^- 
jor  vcl  minor  quam  tcrtius  tcrminusj  sccundus 
tcrminus  crit  ctiam  acqualis^  major  ycl  minor 
quam  quartus  tcrminus  ($•  190.  XI.)* 

H.   Si  tcrminorum   extrcmorum  yel  mcdiorum^ 

altcrutcr  est  aut  maximus^  aut  minimus^  alter  cs$ 

minimusj  aut  maximus  CS    ^P?-  XIII.)* 

L  Summa  maximi  et  minimi  termini  semper  major  es$ 

quam  Summa  reliquorum  terminorum  (§.  190.  XIV). 

K.  Si  Ratio  inter  duos  numeros  cst  inversa  Ratio 
duorum  aliorum  numerorum^  hi  numeri  dicuntur 
essc  reciprocc  proportionales.  Ergo  si  axhzzioxd ^ 

crit  tf :  ^=  -t :  - .  Quarc  duo  Factorei  duorum  Pro^ 
d    c     ^ 

ductorum   aequalium   sunt  iriter    sc  proportionalcs 
rcciproce  (§.  190.  XV.). 

§.  195.  Coroll.  5. 

Plurimi  vocant  Differentiam  duorum  numerorum 
Rationcm  Arithmeticam  ^  atque  aequalitatem  duarum 
Differentiarum  Proportionem  Arithmeticam  CS-460» 
Quare  a  —  bz=ic  —  ^  est  ejusmodi  Proportio ,  ex  quo 
sequitur  a+d:zdb^.  Eadem  ratione  ex  a — fcs*— ^ 

«equitur  o^^^sslp^  et  —  ^.  Ergo  ut  in  Proportionc 

Gco* 
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Gtomeuvaj  Producta ,  ita  in  Proportione  Arith^ 
fmuica^  Summae  tcrminorum  cxtrcmorum  ct  mc^ 
Jiaram  sunt  acqualcs.  In  Proportione  autem 
Geometrka  hae  Suinmae  sunt  semper  inaequa* 
les ,  obi  omnes  termini  inter  se  aequales  fuerint. 

%.  196.  CorolU  6. 
Si  plures  Fracti  aequales  sunt,  ut 

-    a+€      a     ^  c  • 

!•  rry=^b  ^^*  ^po-X.  iO=  7?;   unde  cadcm 

xauoneprodit  r^,  =  ,     ,    ,ssX«~&  =a.     ,    ,.   v 

=  r ,  caet.    Ex  quo  colligimus  ,  j/  plurcs  Frac* 

fi  intcr  sc  acqualcs  sttnt ,  singuU  Fracti  acqua* 
lcs  sunt  Fracto  ^  cujus  Numcrator  cst  Numcrato^ 
rum  9  Dcnominator  Denominatorum  Summa.  Quod 
ita  Proportioni  convenienter  exprimitur: 

Si  plures  Rationcs  intcr  sc  aequaJcs  sunt^  hac 
ctiam  aequalcs  sunt  Rationij  quac  cst  intcr  Sum' 
mam  omnium  tcrminorum  antcccdentium ,  atquc 
Summam  omnium  tcrminorum  consequcntium.  (i) 

IL  Quare si baec intercedit Ratio  int^r a^b^c^d^c... 

atque  tf', *% c\ d'j c'...\xi sit ^, znp  =p  rs^, 

coUigitur : 

a+b+c+d+c...       a       b        c      d 


•  .  m 


"•-    •  • 


(1}  Eiielides  Lib.  YIL  Propt  ia« 


tstS  P.ILC:II.Sect«.L  oe  Proportionibus  ^ 

Ittque  si  aliquod  Qnantum  T  divisum  fuerit  in 
partes  a^b^c^d^e  ...  itaij  ut  hae  partes  sint 
inter  se ,   ut  numeri  a\  b'^  djd\ef...^  atque 

si    s   fuerit    Summa    faiorum    numerorum  ,     erit 

T      a       b  .T     ^       . 

-n22>  =  n=    •••;  ergo  si  j-sr^,  enta=/ii'; 

bzzitb^i  czntd  caet. 

i9*       ab     ifi       a  b  € 
IIL  Deinde  —  s=:  — :    —  r=  -      ;  et  uni ver« 

se ,  si  f»  indicat ,  quot  sint  partes  et  numeri ,  est 
-T- =2-7TT-r37— *•  Ejusmodi  Ratio,  quae  est  Pro- 

ductum  ex  aliis  Rationibus,  dici  solet  cx  Ms  cssc 
composita;  unde  etiam  voces  Ratio  duplicata^  tri* 

a^      ab 
fUeata^  guadrupUcata  ^  caet.j  ut  -7^=237^  estdu- 

plicata  Ratio  -- .     Quare  Rationes ,   compositae  ex 

aequalibus  Rationibus ,  inter  se  aequales  sunt ,  at- 
que  igitur  Proportionem  constituunt  (J.  171.  4.), 
Quoniam  enim  Ratio  est  numerus,  quodcunque 
valet  de  pumero,  valet  de  Ratione.  Ergo  etiam 
in  locum   alicujus   Rationis  substitui    potest  alia 

Ratio  ipsi  aequalis  (§.  5.)  ut,  si  r^-f^  atque 

f.-€    erit2-^ 

Animadv.  De  hisce  Rationibus  uberius  agit  E  u- 
clides  (i>    Tractat  etiam  eam  Rationem   inter 

^» 

(1)  Lib.  y.  Prop..  30.  ait  3a«  jb3.  Lib.  VIIL   Propt  ii« 
la.  18.  19*  a£«  37. 


/ 


V 
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a       ^ 

c^^^^^i  ^^'ni  ^  quibus  tamen  etiam  sequltur 
3  ^^s-j,.    Etcnim  atP  :si  bc^  =:  cV^  •=!  cfd ^    undd 


r 


0 


J    ^^3.«   Hanc  rationem,  auctore  EucIidCf  vo- 


t  cx  aeguo  pcrturbatim ,  eam  autem ,  quae  est 
siu  N^.  I.  cs  acqu9  ordinatim  (i). 
IV.  Si  a^bjCjdj  atque  ^,  //,  ^:',  i/'  ita  io» 

.  a       b  c       d 

se  comparantur,  ut  sit  p  =  r;  9  atque  p  ^s^^^ 

_  .   b       c  .  a+c       b^ 

^^uc  tamen  sit  ;j  =  t  t  tamen  ent  -r — ;=XTr— s 

^  a       c  (^      (f 

^  7*  ~  j»  vel  si  r>  rs  ^^;   id  est,  si  antecedentes t 

d    consequentes    termini    proportionales    sunt» 

af      cf       a       c  af^ 

mn   cmm    est  j;j=^  =  ^=^;    ergo    ^ 

A  I  c       b  ii  ijf 
Ex  his  concludendum ,  esse    -;^=  --^,  vd 

,   a         b         c         d 
«   j^  =:  jj  =  j;  =  j, ,    ut  in  hisce  numeris 

•  yb^e^d^afyV^d^d'        ,.6^8 

,  nbi  —£3^; 

^    "    J  =  4^  =  S  =  5  J     "^    'n    hisce 

a 

(1)  Conf.  Eaclides   Lib.   VII.   Prop.  li.  aa.  Lib.  Y. 
DtL  iS.  19.  ao.  PM)p.  la. 
(•)  OMfi  Snclidea  Uh.  Y.  Prop.  ai. 

Cg 


V 

3  ,  4  ,  60  ,  80  ,  6  ,  8  ,  13  ,  1(5  *  18  "^  «4* 

$•  197.  CorolL  7. 

Quoniaro ,  $i  aequales  Fracti  per  aequales  Frac- 
tos  mulcipUcantur  vel  dividuntur ,  Producta  vel 
Quoti  inter  se  aequalia  sunt  ($•  171.  4.)  colligi^ 

mus ,  propositis  aeq^ationibus  r  =3  ^    et  ^:  =  ^ 

o       d        j         i 

a    e      c  g       ^         a   e       e    g       ., 

a€       cg      af      ch  ....  •     1    . 

rr.  s=  -:^  et  r  =  T  1  ^tque   similiter ,    si  plunun 

'Proportionum  terraini  inter  se  multiplicantur.  Ter 
mini  a  tl  e^  *  et  /,  ^  et  ^ ,  rf  et  A  ,  vocantui 
termini  homologi  diversarum  Proportionum*  Quare 
Slngulis  Proportionis  terminis  per  singulos  alim 
Proportioms  terminos  homologos  multiplicatis  Vd 
i/ivisis^  Producta  et  Qjioti  novam  efficiunt  Pro- 
portionem. 

§.   198.  CorolU  8. 

•Sr  in  his  Proportionibus  compositis  idem  est  Fac 
ior  in  utroque  termino  ejusdem  Rationis  ^  vel  in 
utroque  termino  antecedente ,  vel  in  utroque  termint 

consequente ,  is  Factor  omitti  potest ;  ut  si  -  rs  - , 
atque-=j,  ent  J  =^    (S-   165«  ?•  atquc 

$•199' 
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§•  199.  Coroll,  9. 

Si^=^,  atque  -=^,  ent  ^=-,  atque 

a      c       s       h  a       ^ 

si  r  =:-^  ct  |.  =2,  erit  -  =r;   W  est:  w  rff/^y^ 

Proportknts  habtnt  antccedenus  tcrminos  acqua^ 
JeSf  consequcntcs  sunt  proportionales  ^  atque  si 
€onseqUentes  habent  aequales  ^    antecedentes  propdr^ 

tionales  sunt.  Etenim  -=-=27!,  atqiie  -=-=5 

c      d     f  c      d      h 

(S.  190.  50* 

$•  200.  Coroll.  lo. 

Non  solum  ex  formulis  expositis  $•  190. 4. ,  si  Pro* 

portionis  r  =  ^  tres  termini  sunt  cogniti ,  quar« 

tus  reperitur  terroinus ,  (quod  dicitur :  tribus  datis 
ntifhcrtsj  quartum  reperire  proportionalem^  s<m1 
etiam  is  numcrus ,  qui  aliquam  efficit  partcm  ter^ 

a         c 
nUni  Proportionis.  Veluti,  siproponitur  7 — =:  -, 

bc 
crit  ax=bc-\<x  (§.  190.  i.)  9  ergo  x  =3  —  (5, 136.}. 


^   .  ,  .  a      c — X  bc-^ad 

Eodem  modo  repentur ,  si  -7  =  r — ,  x=s  ■ 

b      d-^-x  a+b 

.  a^x       c^—x  ad^^b 

atque  si  7 —  s  3 —  ,  x^- — r — 7 — . 
^  ^ — X      d — «  tf+rf — b — c 


$.   ftOl< 
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$•  soi.  Problema. 

Definiri  ^  quid  conse^uatur  cx  acquaUtatc  FraC'- 

Solutio. 
Si  in  aequadoiubus  S.  190«  poDimus  ^s^ ,  atque 

c  pro  d^  coUiguotur  ea ,  quae  ex  aequatione  rs- 

pxx>deunt,  ubi  tcrmini  Fractorum  cfficiunt  Propor^- 
tioncm  continuam  ($.  620«  In  bis  praecipue  memo- 
la&da  sunt: 

I.  acz=Lb^^  atque  bT=z\^ac  (S.ipo.L);  idest: 
icrminus  mcdius  proportionalis  acqualis  cst  Kadici 
4ccundac  Producti  tcrminorum  cxtrcmorum  (i). 

II.  «*•  r^^ssM^^J.  190.  IL);  atque  <»•  ^"=3**» ; 
id  est:  intcr  duo  Quadrata  lar-'"  atquc  c^^  cst 
nnus  tcrsninus  mcdius  a^c»  Ita  inter  Quadrata 
a^  et  c^  terminus  medius  est  ac;  inter  Quadrata 
a^  ct  c^  terminus  medius  est  a*  c^ ,  caet.  (a) 

b^  Aft 

IIL  «=-  ,  atque  i/=-i    (J.   190.  IV.);    id 
c  c 

est :  altcrutcr  tcrminus  cxtrcmus  acqualis  cst  Quo^ 

$0  cx  Quadrato   tcrmini  mediij    atquc  cx  altcro 

tcrmino  cxtremo. 

-_-,    ff       b       a-i^      a — *      b^a    ^ 

V.  a+e  >  a* ,  vel  --!->*  ($.  190.  XIV.);  id 

est: 

(l)  Eaclides  Lib.  VIL  Prop.  ao^ 
(9)  Eaclidts  Lib.  VIII.  Prop.  ii. 


mus  f  =3-=s--,   hi   tennini  sunt  a^  aq^  aqK 
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ttti  Dimidia  Sunma  tcrminorum  cxtremorum^  d 

inaequalcs  sunt ,  ma/or  est ,  quam  terminus  mcdius. 

In  Proportione  Arithmetica  a  —  *  sa  A  t  ,  ubi 

mecfii  termini  sunt  aequales  ^b  est=s  —  ($.  195.)« 

Quare  tcrminus  mcdius  proportionalis  Arithmeticus 
intcr  duos  numcros  major  est ,  quam  Geometricus. 

VI.  Si  c  est  Exponens  rationis ,  id  est :  si  ^  =  n  t 

a    a 
termini  a^  b^  e^  sunt  a^  -^,  -•     Sed  si  poni* 

c     c 

Ergo  qualiscunque  est  q ,  sive  integer  ^  sive  frac« 
tus ,  semper  est  a  +  aq^  >  a^y  (V)  ,  vel 
i+y*  >  ay,  vel  1  >  y.  (2 — y)  ($.  aa.).  Ex 
his  cogitur ,  quemlibet  numerum  negativum  cssc 
tninorcm  ^  quam  unitatem  positrvam.  Nam  si  ;>a, 
Productum  q.(p, — y)  fit  negativum  (J.  100.  c).  Cum 
etiam  sit  0  >  q.  (a — q)  —  1  (§.  aa.) ,  dici  potest , 
quemlibet  numerum  negativum  minorcm  csse^  quam  o» 
VII.  Si  asf»^,  idest:  si  primus  terminus  csf 
numerus  quadratus ,  etiam  tertius  tcrminus  c  est 
quadratus.  Etenim  termini  sunt  fo^,  m^q^  m^q^^ 
ergo  c^m^^q^zzi^mqy  (S-  940  (0* 

VUL  Si  a:smn^  c^zxm' rt^  atque  — .=  •;;,  un- 

m      tf 

iitmnfz;^m'n{%.  190.  I.),  erit  «^ss**  =fw»//*, 

ergo  *  =2  \/ac  =2  mnf  =  m'n  est  terminus  medius 
(S.  ftot.  I.)  (a). 

(1)  Eaelidef  Lib.  VIII.  Prop«  sa. 
(•)  Eaciidtf  Lib.  VIIL  Prop.  it. 
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DB    FROGHISSIONB    GBOMBTaiCH    BT  ARITH* 

MBTICA. 

$.  BOB.  iS^ri^x  Quantorum.    Definitio. 

Serics  dicltur  (frdo  quidam  et  successio  Quanto* 
rum^'  quae  secundum  aliquam  legem  generalem 
formantur.  Haec  Quanta ,  quae  solent  esse  numeri , 
aut  numeris  designari ,  sunt  termini  Serid.  Lex 
Seriei  plerumque  definit ,  quomodo  ex  antecedentibus 
termims  formentur  consequentes. 

Termini  Seriei  possunt  etiam  esse  partes  qus* 
dem  Quanti  variabilis ,  atque  progredi  juxta  Potes- 
tates  alius  Quanti  variabilis,  quae  est  Functio 
prioris.  Exempla  Serierum  sunt  allata  $•  io8« 
114.  117.  ii8.  124^126. 

Seriei  species  quaedam  sunt  Progresshnes ,  quae 
Geometricae  et  ArithmeUcae  dici  solent ,  sed  me* 
lius  dicuntur  Progressiones  per  Quotos ,  atque  per 
Diferentias.  Harum  proprietates  in  hac  Sectione 
contemplaturi  sumus* 

§.  203.  Series  nata  ex  aequalitate  Fractorum 

a       b       c       d      e  w^  j-  .  . 

j==-  =  2=:-=yf  caet.    Defimtto. 

'Sit  9=-",   ergo  tennini  a^  b^  e^  d^  ^  ... 

fiunt 
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fiunt  a^aq  j aq^ ^a(f  •••  aq^-^^ ,  atque  ita  formant 
Seriem  quandam ,  quam  Progressioncm  Geometri* 
cam  vocant ,  ubi  quilibet  terminus  oritur  ex  ante- 
cedente,  multiplicato  per  q;  qui  dicitur  Exponens 
Progressionis.  Si  m  indicat,  quotus  sit  terminus 
$ ,  erit  /  =  aq»—i ;  itaque ,  si  Progressio  constat 
ex,  m  terminiSy  ultimus  terminus  est  :sL.aq»—K 
Ejusmodi  Progressionis  exempla  jam  vidimus 
p.  134,  atque  p.  153.  ubi  a  est  unitas. 

Si  Exponens  q  major  est  unitate ,  quilibet  ter- 
minus  consequens,  si  signorum  non  habetur  ra* 
tio,  major  est  antecedente,  atque  Progressio  di* 
citur  crescensj  vel  adscendens;  si  autem  q  minor 
est  unitate,  quilibet  terminus  consequens  minor 
est  antecedente,  atque  Progressio  dicitur  decres* 
eenSj  vel  dcscendcns.  Itaque  numeri 
•3;  6;  la ;  a4;48 . . .  vel  3;  3.2;  3.^*;  3.2»;  3.aS.. 

sunt  in  Progressione  crescente ,  sed  numeri 
la ;  6. ;  3. ;  1 ;  I ;  i  . . .  vel  3.2»;  3.2';  ^ia^;  3.2-* ; 

3.a-2.  3.2-3  ^.. 
sunt  in  Progressione  decrescente. 

%.  204.  Probkma. 

Si  Progressionis  Geometricae  a  est  primus  tcn^ 
minus  ;  t  est  mtimus  terminus ;  q  Exponens  Pro* 
gressionis ;  s  Summa  m  tcrminorum ,  atque  ex  hi$ 
quinque  numeris  a ,  q ,  m  ,  t ,  s  tres  dati  sum , 
quaeritur  reliquos  cakulo  reperire. 


S0^ 


93^      P*  IL  £•  IL  StCT.  £L  DB  PROOftBISIONB 

Solutio. 

L  s  hoc  modo  reperitur  tx  a^q ^m. 

sss^a+aq+aq^+aq^+aq^  •..  +aq^'^^; 
crgo  s^a^aq  +  aq'^  +aq^+aq^  ...  +«j'*""»» 
tcque sq S3 aq  +aq^  +  aq^+  aq^  ...  +aq»-^+aq^^ 

a(q» — 1) 
crgo  s^azssq^^aqf^f  atque  i=3  »  vel 

jsa      ^    '  (5.  fto  et  I36.;* 


Prior  formult  usurpari  potest ,  si  4^  est  major 
unitate  et  positivus ;  posterior ,  si  ^  est  minor  uni« 
tate  vel  negativus.  Eadem  etiam  formula  sequitur 
ex  S*  laS.  5.  si  b  ponitur  ss^,  atque  tfsz; 
quoniam  ^=<i(i  +  y+y*+y*+^  ...  +f*~«}« 

Exctnplum.    Sit  11  =  59  7  =  49  ^  =  129  ergo 

/=S+ao+8o  +  3ao  ..•  +  5.4"  =  ilJiZ i 

3 
=  279620^5  9  quoniam  4*»  =  16777216  (pag.  81. )• 

IL  Summa  etiam  reperiri  potest  ex  cognitis  t^ 

a  et  q.    Nam  /  =  aq^-^i  9  ergo  tq  =  <ij» ,  atque 

tcf—a 
/  =-^ — .  In  proposito  exemplo  est  /=5*4 194304 

,       o    N      _  83886080 — ^ 

(pag.8i09  ?=4»  ^  =  5,ergo/=.^ i 

3 
= 27962025. 

£xemplo  sit  etiam  Progressio,  ezposita  p.  ai^. 
,=  !+,;  «  =  ^^^..      Ergo,='^. 


GsOlffEtklCA  Et  ARITrtHEtlCfA#  ^yf 


quod  Ideiii  p.  217«  conchisimtis  ex  Anatogia» 
m.  Ex  his  tribns  aequaciotiibus 

coIUguntur  tliae  (secundutn  %.  ao  et  J,  i  ^(5.) » ^ttae  <ol* 
vendo  huic  Problemati  inserviunt,  hujus  argumenti: 

4*^=3*rr-«  aeq,  !•        S.ter ^^— ^exaeq4i.et5i 

5.^=— ^f — ^  ex  aeq.  %.  //\«— i 

** — >  9.  ft±f-»  1       ex  aeq.  i»  Atqtie 

6.«3rj^j.(y— i)exaeq.  3.  ^  .    §•  '74* 


1  ^ 

H.  ^ss- ; ^=5  — I-^cxaeq.  SCIt^. 

..L        «i^       fttque  1.1(4« 


r         ^H 


Aliae  formulae,  ad  hoc  Problema  solvendum  ap» 
tae,  mox  explicabuntur. 

$inaq^^  est  leX  Seriei,    quae  dicitut   £tiktil 
iermhus  generalis  (J.  102.).  - 

Possumus  etfam  in  his  formulis  uti  secundo  tef«« 

SDino  b  tssaq ,  veluti : 

Hh       • 


y^    P.  U;  C II;  SflCT.  IL  de  PRooREsisiOMB 


i-/  =  —  -/(S.  205,  5.)  =  —  . 
sed  *  — ias=ii(i7— I),  ergo  i— /=:^  ■    /   , 

-  «^80  -7-  =  ; — :  CO- 

Dcmde  1 — ^  =: ($.  205.  3.)  =  —7 ■ 

_b$ — ^ 

aut  5  — iir=3-*T . 

%.  ao6.  CwtolU   2. 

Si  primus  atque  secundus  tertDinus  signo  dif- 

fenfnt ,  pro  q  ponendum  est  -^  q.  Tum  Series  est  3 

a^  ^  aq^  aq^ ,  —  aq^ ,  aq^  •  .  .    i"    aq^^^i » 

^  (i  "t  ^*)  I 

atque  s^— — ^=-^>  l=:±aq^K 

Signum  +  est,   si  f»  est  numenis  impar;  •— 

autem,si  m  est  numerus  par;  vcluri,si  j=:5_fto 

5(4"  — I) 
+  80  — sao. ..  —  5.4"^  ent  /  =;  —  ■  f 

5 

♦'=:— 1677215. 

•  §•  ao7.  C^^//.  3. 

Si  primus  terminus  est  urtitas,    Progressio  est 

I  *?»?*»  ?^9  y*   •  •  •  ?*""■  5    QU3G    eadem   ori- 
tur,     si    eam,    quae    incipit    ab    a^     dividimus 

per 

(i)  Hoc  dcmonstrat  Eaciidef  IX.  55. 
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?3i> 


per  a;  ergo  5  =  ''—-  (i),(confer.  J.  128.  16, 

z 


ubi  ponatur  ^  =  j) ,  aut  /=  -^-^  =*'  ; 

*=/—  (-^);  ?='-E!  =  '""'  C$.  ao4.) 


Quae  de  hac  Progressione  docet  £  u  c  I  i  d  e  s  (2) , 

per  se  sunt  perspicua,    veluti:   terminus  tcrtius^ 

quintus  ^  septimus ..  •  sunt  numeri  quadrati;  quar-^ 

tus  ^  septimus  ^  decimus  •  ••  sunt  cubi;   septimus^ 

dccimus    tertius  9  •  •  •  sunt   simul  ct    quadrati   ct 

cubi  • .  •  caet^     Si  Exponens  q  est  quadratus  vel 

cubuSj    vel   alius  PotestatiSj   amnes  tcrmini  suat 

c/usdem    Potcstatis.     Si   q  est   numerus   integer  ^ 

.  quilibct  minor  tcrminus  est    Divisor  •  termini  ma^ 

joris.     Quilibet  numerus  primus «    qui  est   Diyisgr 

ultimi    tcrmini  j    etiam  Divisor   est  omnium  reU'^ 

quorum  (praeter  unitatem)^     Si  q  est  numerus  pri^ 

muSj  ultimus  terminus  non  alios  habet  Divisorcs^ 

nisi  terminos  anteccdcntcs.    Hujusmodi  etiam  alia 

sunt,   quae  ad  omnem    Progressionem    pertinentt 

ut:   Exponcns   q  cst    numerus  fractus  ^   si  primus 

ct  secundus  tcrminus^  a  et  aq^  sunt  inter  se  pri* 

mij   omnesquc    tum    reliqui   termini  sunt  fracti. 

Si  a  ct  aq^^^  sunt  inter  sc  primi ,  aq^  ,  aq^\^ . . . 

sunt 

(i)  Si  in  hac  aequatione  est  ^=a  et  m  =64,  inTenitar 
nomeruf  indicatus  p.  3g« 
(3)  Euclidef  Lib.  IX*  Prop.  8»  91  xo»  xi  1  la  9  iS* 


t4^       P.  IL  C.  IL  SEdT.  IL  DB  P&OQ&ESSIONB 

sunt  Fracti.  Si  a  esl  cubus  ,  €$$am  quartus  tcrminus 
cubus  cst  (i).  Si  primus  tcrminus  cst  Divi* 
^  uUimi  tcfminl^  ctiam  Dimor  cst  sccundi  tcr» 

» 

$t  ftpSf  CoroU.  4« 
8i  convertinius  Progressionem : 

/  PC  «?•"'  +ag»'''^  aq^^ + a^»^4  • ,  •+<»y      +  <». 

la  hac  posteriore   Progressioue    ExpcmeQs    «st 

^,  i(tqu^  hac  in  r^  sola  differt  ^  priore.     Ergo 

jn  fonnulis  primus  terminus  in  pQstremum ,  pos* 
tremus  in  prlmum  mutari  potest,  dqmmodo  Ex« 

ponens  mutetur  in  -^;  quod  etiam  convenit  aequa- 

q 


^oni  ^M^^^ —  (S.  ftOA.  lo.)»  ubi  -=5  - — .  E:^ 

•        s — t  T  .       -^  q        ^_^ 


jioc  etiam  perspicitiir  veritas  hujus  enunQiationis :  Pro* 
(fuctum  ^x  duokus  tcrmims ,  qui  acquc  distant  aprima 
^tquc  ab  uhimo  tcrmino  cst  ==<?'  y*~*  sivc  acqualc 
Producta  hujus  primi  atquc  ultin^i  tcrmini.  Si 
numcrus  tcrminorum  cst  impar  ^  aliquis  cst  tcrmi» 
nus  mcdiusj  qui  acquc  ab  utroquc  distat  ^  at^uc 
igitar    ^st    ^adijif    sccunda    cx   a^  ^•— ' ;  id  cst 


1—1 
"^  m — I 


^a.q     *    .  £rgo  cst  —  terminus* 

2 

(i)  Euclides  Lib.  IX.  Prop.  i6,  17.  Confcr.  JL(ib.  VIII. 
prop.  6.23. 
{ij  £uclides  Lib.  VIII.  Prop.  7. 


GbOMETRICA  BT    AlllTHMETlCA.  ft^I 

§•  209.  CoroU.  5« 

Primae ,  iuundac ,  ttrtiat ,  quartat  9  quintat  • «  • 
Diftrtntiat  ttrminorum  Progrtssionis  (i),  tfficiunt 
fiovas  ProgrtssiontSj  quarum  Expontntts  iidtm  sunt 
atqut  Progrtssionis ,  ^;p  f /^^  j/;//7/  ortat.  Nam  si  / , 
/S  ^^'  •  •  •  sunt  Summae  primarum,  secuiidaram) 
terciarum  «  •  •  Differendarum ,  erit 

5    =tf(i+*  +  ?»  +  ^  +  f^4-f*  .  •  0 

/=»((1— ^)+(^?»)+(f»— ^3)+(^S_^)^(^_^)...J 

5=5«*0  — ?)0+f+f*  +  9*  +  9*  •  •  0 
crgo /'  =tf.(i— ?*Ki+?  +  ^+?^  •  •  •) 

/''  ^.(^l—q^^^Cl+q+q^.Ols^^^zsa  .  (l— f)^0+fO 

5«  310.  Coroll.  6. 

Rursus  numeri  a^  b ^  c^  d^  t  . ..  sunt  in  Pro« 
gressione  Geometrica ,  si  proportionales  sunt  ipso- 
rum  Differentiis : 

id  est  aibz:zb:cz:icx ^=  ^:  ^  •  • ..  si 
a :  a  —  b^b  i  b^ c^c  :  c  ^ dzi^d \  d  —  tczsx. 
Etenim sxaia-^b—b^b — c^  tntab — aczzzab^b^ 

(S*  190.  i.)> 
ergo  ac=b^^  id  est :  aibzi:b:c.   £adem  ratione ^ 

$\b:b — czsic^c^dj  ent  cb—^bd^bc^c^j 
ergo  bdizzc^j  id  est:  b:cz=ic:d\  etita  de  alii&» 

§.  air*  CoroU.  7. 


j — a  ,  -  ^ 

Ex  formula  10 .  ^ = sequitur  q — i  =  —  -p^i 

s—t  ^  s-^t 

(1)  Qaid  fit  secunda^   tertia^  caet*    Differentia    Seriei, 
ciplicatiim  est  f,  xa9« 


ft4A     P*IL  C.  11.  Sbct.  IL  pb  Progrkssone 

r=  — - — - — = — -(Oiergo/— ^^— iX^— 0- 

9  ""•  r  i  ■■■"  r 

.Ergo,  //  f  ^/  yel  a,  v^/  3,  v^/  4,  caet.  1////197/ 
e/  primi  termini  Differentia  aequaUs  est  simpU^ 
ci  Summae ,  vel  duplae ,  vel  triplae  •  •  •  Summae 
omntum  terminorum^  dempto  ultimo. 

Sed  si  invercitur  Progressio,  ita  ut  primus  ter* 
minus  fiat  ultimus ,  ultimus  autem  primus ,  q  mu* 

utur  in  1  (J.  ao^).    Ergo  tum  tf  — /izr^j— 1^ 

Or— tf>    Ergo  si  q  est  j,  vel  j,  vel  -;  ^  —  i 

est  I ,  vel  2 ,  vel  3 ,  ex  quo  colligimus : 

I  I  I 

Si  q  est  vel   -- ,  v^/  - ,  v^/  7  .  • . ;  Differentia 

^34 

uUifni  et  primi  termini  acqualis  est  simpUci  Sum^ 
.,mae ,  vel  duplae  vel  triplae.  •  • «    Summae  omnium 
terminorumj  dempto  primo. 

S#  319.  Coroll.  8. 

In  omni  Progressione  Geometrica  terminus  pri^ 
mus  est  ad  tertium ,  vcl  ad  quartum ,  vel  ad  quin^ 
tum  ...  ut  sunt  intcr  se  secundae^  vcl  tertiae^  vel 
quartae  .  . .  Potcstatcs  numcri  primi  et  secundi* 
Universe ,  duo  quiUbct  termini  Progressionis  sunt 
intcr  se ,  ut  duo  primi  termim  ad  cam  Potestatem 

• 

cvecti ,  ut  ejus  Exponens  tndicet ,  quot  tcrminis  alter-- 
uter  terminus  ab  altcro  distet.  Ita  quartus  terminus 

est 

(t)  Haec  est  Euciidif  Lib.  IX,  Prop.  35. 


GbOMBTRICA  £T  ARITHllETICiU  043 

est  ad  nonum,  ut  quinta  Potestas  priml  termini 
ad  quintam  Potescatem  secundi  termini  ^  atque  tes» 
miiras  t99nus  eodem  modo  reperitur  per  qoamim 
terminum  ^  ut  quin$us  terminus  per  primum. 

$.  213.  Coroll.  9. 

> 

Inter  duos  quoslibet  Progressionis  Geometricae 
temdnos  aiii  interponi  possunt,  qui  cum  utro- 
que  termino  novam  efficiunt  ProgreKsdonem ,  et 
quorum  numerus  ad  libitum  sumi  potest. 
Nam  si  novae  hujus  Progressiotiis  a  est  prk 
mus,   atque  /  ultimus   terminus,   Exponens   est 

("•)        (S*  a<^4*  9O  ubi  I»  indicat ,  quot  sint  Pro» 

gressionis  tennini,  atque  igitur  179  —  2,  quot  sint 

termini  interponendi ,  ut: 

I 

si  iw  =3  3 ,  Progressio  est  tf ;  tf  T- )   j/ 

si  i»c34f    .    .    •    .    ^;^(^)   i^\a)   »^ 

siiw=35t    •    .    •    .    ^J^(-J)5^(2)  5^G)  5^- 

Ergo  si  inter  duos  quoslibet  terminos  vicinos 
Progressionis  i^q ^q^ ^^q^  ••  •  ita  interponuntur 
tres  termini ,  prodit  haec  Progressio : 

1 ;  ?* ;  «^ ;  ?^ ;  9 ;  ?^  ;  y^ ;  ^  ;  ** ;  «^  ;  ?^  •  •  • ;  ct 

universe,  si  n—i  termini    sunt   interponendi , 

« 

I         3        3                «--I                 «■fi        »+a 
,;fif  }«»...    f"  ifj     q'-,    q" f«.... 

Sit 


1144     P.ILCILSscT.IL  db  PkoGftEsstoNs 

Sit  n:^^j  ftsitf,  nova  Progressio  est: 
ir^ftt45  8,  t6,  3119  54,  118  •  •  •  • 

Talis  terminomm  interpositio  inter  duos  vicinos 

t^inos  cujuslibet  Seriei  a  recentioribus  dici  solet 

Intcrpolatio  ^  cujus  usus  in  Mathesi  mixta  maxi- 

mus  est. 

Simplicissima  interpolatio  est,  si  a=:^^;/=s/''; 
*  • 

mtque  rznm^u     Tum  enim  -  trafr)  ,  atqut 

4=s->  veluti: 
c 

c^icdid^^ 

c^  ic^dicd^iifi  j 

'    '  c^:c^dic^d^;cd^id^^ 

Ci  C»— l  rf;  ^r— 2  rf*  .  .  ,  ^rfr-i  .  Jr    (1)^ 

§•  si4r  jfnimadv. 

Hoc  sensu  accipi  potest ,  si  dicitur  mimus  ter* 
minus,  atque  m  est  nuroerus  fractus,  ut  adeo 
significet  terminum  aliquem  interpositum  inter  duos 

Pfogressionis  terminos,  Sit  ws=:/+j,ubi/,^,A^ 

sunt  numeri  integri  atque  ^   Fractus   verus.    Er- 

go  inter  /  terminum  atque  /— .  /  terminnm  sunt 
interpositi  A  — -  i  termini ,  ex  quibus  iwtimus 
terminus    locum  g  occupat.      Sit  Progre^io  s^ 

» 

(I)  Id  ^onftrat  Eaeiidea  Lib.  VIII.  Prop.  ir.isr 


%        I 


GEOM&tRiCA  tr  AaiTtlMistieA.       S4f 

6,  18,  54,  atque  quacratur  -^sssl  terminus.  Hut 

4 

lermmus  interpodtus  est  intef  18  et  54.  Progressio 

1  1 

inter  hoS  duos  nUmeros  est :  18 ;  18  •  3^ ;  18  •  3*} 

18  •  3^  9  54*  ^^8^  tertius  terminus  quaesitus  est  i8.3^i 
Sed  quoniam  m  teriiiinus ,  si  199  est  fractus,  non 
potest  esse  terminus  Serlei  ipsius ,  #^ ,  qui  est  Uk 
fbrmulis  $•  ao4 ,  semper  debet  esse  positivus ;  id 
quod  etiam  in  fundamentis  positum  est  in  eliciendii 
iis  formulis.  Si  173  fractus  ponitur^  neque  vem 
Summa ,  neque  vera  Ratio  reperitun 

$.  215.  CorolL  iGU 

Quo  tnajor  est  m»  id  est^  quo  plures  sunt  PrCM 
gressionis  termltii ,  eo  major  fit  Sutnma.  Si  q  mti^ 
jor  est  unitatey  atque  173  est  infinitus^  id  estl 
omni  finito  numefo  major,  Summa  etiam  fit  iii« 


finita«    Cum  Sit 


a 


posterioi:  pafs  — >  pefmanet  Idem »   si  numeras 

terminorum  augetur » sed  prior  pars  ««-^  magis  mt* 

gisque  increscit  propter  Factorem  ^  (§.  170./.)* 
£rgo  posterior  pars  evanescit  prae  priore,  si 
ito  est  icfinitus,  adco  ut  Sumoia  Seriei»   quae  tum 

infinitadicituf,sit .g^.    SutfiOia  Ht  infinita^ 


quoniam  termini  crescunt  in  lioc  progressu. 

n  Noa 


^4^      P.  ik  C  II*  SeCT.  11.:  DE  PaOOREkSIONE 

Non  ita  est.  si  a  minor  est  unitate.  Nam  quq- 
hiam*  termini  magis  magisque  diminuuntiir ,  Sum* 
m»  restat  finita,  etiamsi  m  sit  infinitus,  Haee 
;Stimma  deoniri  potest  per  aequationem : 

a  .  Ci — ^)         ^  ag'»      ^  . 

4  =s  ■  =r —  -^ .    Prior  pars  non 

i—q  j-^       i_^ 


pendet    ex  fo,    id    est^    restat    idem,    quantus- 
^nque   sic  terminorum  numerus.      Posterior  au* 

tcm  - —  .y»  eo   fit  minor,    quo   major  est  i», 

quoniam  festfractus  verus  (J,  170.  tf.)-  Quare  eva- 
nescit  prae  priore ,  si  /ti  est  infinitus.  £x  quo  sequitur 

Supimam  Progressionis  in  finl tae  esse  s  = .    Quod 

etiam  perspicitur  ex  aequatione  /= ?,   quo- 

Yiiam  postremus  terminus  tum  omni  finito  numero 

a 

minorfir;undeic= 


Itaque,  si  f  <  I ,  erit =3^(i+f+^M-^*— 

ad  infinitum),  atque  si  q  est  negativus: 

•• — satf (1— ^+^*  — ^*  +  5'*  ...  ad  infinitum). 

*  Ponamus  «=si,  atque^  =  J, 

erit  a  =  I  +  J  +  ^  + 1  +  xV  •  •  •  ^ J  infinitum ; 

ergo4=|  +  J  +  TV  .-.  ad  inf. 

^^       1=1— i  +  J  — S  +  A  ...  adinf.    . 

ergo  1  =  5  — ?  +  F— w  ...  ad  inf. 

:  Sit 
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Sit  a=Hj  atque  ^  =  p^;  erit  /=— -^  =  ~  • 

crgoj=i  +  i  +  k  +  ^  ...ad  inf.  =  7-^;  * 

imde  -+^+ -3  . . .  ad  inf.  =  rr^  —  i  =7ir;'*' 
Veluti  5=1  + j7+irx  •••?  f~J  +  w+A  ••• 

^  — jT^TyT^Tiy  ••  •»    5  — T<5TTW5^^TWff  •  •• 

Explicatis  his  legibus  Progressionis  Geometricae 
rei  accommodatuni  esse  videtur,  una  contemplari 
l^es  Progresshnis  Arithmeticac ,  sive  Seriei  Arltn- 
meticae  simplicis,  de  qua  jam  facta  est  mentio 
(5.  123.  p.  i2o.)«  Magna  enim  est  convenien« 
tia  et  arctum  vinculum  inter  has  duas  Pxogressio* 
nes.  ^ 

§.    216.     Progressio    Arishmetica. 

Definitio. 

Progressio  Arithmetica  vocari  solet  illa  Series 
Arithmedca,  in  qua  primae  terminorum  Differen* 
tiae  sunt  aequales,  quam  $.  123.  p.  120.  diximtts 
Seriem  Arithmeticam  simplicem^  seu  primi  ordinis. 
Quare  si  primus  terminus  est  a ,   Differentia  com* 

» 

munis  est  d^  atque  /  est  intimus  terminus,  Pro* 
gressio  est: 

tf ;  <5r+ </ ;  tf  +  2flf ;  ^  +  ^iflf ;  iH-4^ .  •  J  tf + («^^Oy  ; 
ubi  t^a-^Cm-^i^d. 

Si  d  est  numerus  positivus ,  Progresaio  vocatur 

crescens;  \xi  3;7;iii  15  •••}  3  +  («  — 04t 
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01  atitem  est  n^tivus^  Progressio  vocatur  de^ 
crcseensj  ut  ii  ;  7  ;  3  i  —  i;— 5;  — 7  ••  •; 
IX  ^(m^i)i^.  In  priore  ^/  est  s=:  4;  in  pos- 
teriore  autem  d^ — 4. 

l^rgo  inter  Progressionem  Geometricam  et  Arith* 
m^tigam  ea  est  convenientia ,  ut,  quemadmodum 
}lla  ex  Gpometricis,  it^  haec  constet  ex  Arithme- 
ticis  Prpportionibus  CQntinuiSj  id  est,  quarum 
inedii  te^qiini  sunt  aequales.  Nam  si  tennini 
indicantur    literis  i?;^;^}^;/,...,    erit 

Jt  117.  CorolL  in 

Possumtds  inverten  ProgressiQnem  ^  ita  ut  prt^ 
tnus  terminus  fiat  ultimus ,  ultimus  autem  primus  , 
dummodo  signum  Diferentiae  communis  mutetur. 
Nam  si  invertitur,  atque  Summa  Progressionis  li* 
tera  s  indicatur,  erit  utraque  acquatio; 

$  5=  a^im—\  y  +<?+<«»— ^y  -j-^+(i?j-^3)^ ^      a 

Prioris  Differentia  coiutnunis  est  d;  posterioris 
autem  ^d. 

5.  ai8.  CorolU  2. 

Si  terminos  aequationis  in  unam  Summam  col- 
ligiQUis,  erit: 

t  /  ra?  (%a^{m-^\)d^  +  Q,aM.m^\)S^  +  (^a^r^mn^i)^ 

+  \o.a  .  -Kot— ri)</)  .••••♦ 
Termini    igitur    secundi   membri    hujus    aequa« 
tionis  omnes  sunt  inter  se  aequales.    Nupierus  au* 

tcm 
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tcm  ipsorum  est  m^  quoniam  Progressio  constat  oc 
leo  termlnis.    Ergo 

itquequoniam  ultimus  terminus  f7=:a  +  (m^i^i/^ 

crit  etitm /s--.Ci^H)* 

Ita  si  tf = 3  9  1»  =  6  9  ^=4 ,  erit 

i=  3  +  7  +11+15+19  +  ^3 
5  =  23+19+15+11+  7  +  3 


2SZS  6  .  26,  ergo  j=:3«a6=!78. 

§.  aip*  CorolL  3. 

£r^0  Summa  primi  atque  uhimi  termini  ^  quae 
est  i7+^=:a<7+(f79— i)^,  aequaKs  est  Summac 
duorum  terminorum  quorumlibet ,  ^  qtdhus  altef^ 
uter  tantum  a  primo  distat  termino^  quantum  aU 
ter  ab  ultimo.  Hi  enim  duo  termini  sunt  illi, 
qui  $•  217.  sunt  in  eadem  linea  verticali,  ut 
a  +  adj  atque  a  +  (m — 3)^,  vel  ut  5«  ai8 ,  sunt 
II  et  15.  Si  numerus  terminorum  m  est  impar^ 
aliquis  est  terminus  medius^  qui  aeque  distai  a 
primo  atque  ab  ultimo  termino ,  qtd  igitur  aequa* 

a+t 
Us  est  dimidiae  Summae  illorum^   id  est  =: 

%■ 


(2a+Qm — i)d\  ,     ..      ^. 
^ J»    atque    ab    iis    distat 


m^i 

2  ^  "  ft 

terminis;  ut,  si  unus  terminus  additur  Progressionl 

J.  S18,  ita  ut  m  fiat  =:7,  erit 

1=2  3  +  7  +  11+ 15+ 19  +  23  +  27 
IS327+23+I9+15  +  IX+  7  +  3* 

Ubi  terminus  medius  est  15 ,  qui  tribus^  termims 

dia* 
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distat  a  primo  atque  ultimo,  atque  est  =  » 

it 

v  ^      §•  2ao.  CevW/.  4* 

iSf  Progressio  cst  decrcscensy  atquc  igitur  d  cst 
ncgativus  ,  Summa  cst  positiya  vcl  ftcgatiya^  si  aa 
cst  major  vcl  minor  quam  (jm — i)  d.  Summa  autcm 
est  ^o^  si  stf  =  (m— i)^.  Uc  si^sii,  ^=4» 
atque  m:::z6^  erit/=!6,  sed  si  m^^j^  erit 
/= — 7.    Sunimae  enim  sunt: 

is=iH-7  +  3— I  — 5  — 9=  6 

x=:ii  +  7  +  3  — I  — 5  — 9  — 13  =  — 7« 

Si  autem  <?=  12  9  ^=4  et  197=  7 ,  erit 

/=3ia +  8  +  4  +  0  —  4  —  8  — ia=5o; 

ubi  termini  sese  mutuo  tollunt* 

.  §.  aai.  Problema. 

Propositis  Progressionis  Arithmeticae  a^  d^ 
m^SfS;  extribus  datis  reliqua  reperire. 

Solutio. 
£x  aequationibus  : 

r         N^  (a+t)m  (2a+Cm—i^d)m 

i.t:=;a+<fn—i^di  z.szn^ ;  3.x=:^^ ^^ :!-— 

2  2 

exposicis  $•  216  ec  218.  reliquae  deduci  possunt, 
quae  solvendo  huic  Prablemati  inserviunt. 

4.  asa — (w — O^*  («X  aeq.  i .)   5*  <3=  ^  — /  .(2). 

s        Cm — i)d      ^  ^  s       (m — i)rf  ^^ 

6.^=-—^——   C3>         8./=-+'— — ^(6et7.> 
fo  a  m  2 

7.  /  =5  ^  —  «  (5).  9''  =  ^  (a<— («— ly)  (8). 

10. 
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^  —  ^^  ^        ,  ^  —  ^ 

lo.  <tfs2l  + •--; — ri),  undei97~i= — t"« 

a                                              a 
ii.tn'^!  —  (a) ,  unde  «» —  1  nr • 

I2.d:=: (i),  I4.flf=^^ ■   (lt^n> 


i7./*  +  /flf=:2rfj  +  ^*  —  ad  (16"). 
18.^* — ad:=if^  +  td — arf/  (17). 

(2t+d)m  _      2J 

Ergo  quaelibet  Quantitatum  i?,  (/,  ^,/,/ qua* 
tuor  aequationibus  definitur.  Exemplo  inservire  pos« 
sunt  Series  %.  216.  Quomodo  autem  ex  aequationi* 
bus  17.  i8.  19.  20  possint  reperiri  t^  a^  m  in  pos* 
terum  explicabitur. 

$.  222.  Coroll.  I* 

Progressio  j  quae  incipit  ab  unitate  hujusmodi  est  t 

1 ;  i+d;  i+2di  i+^d  . .  •  i+Ciw — i)// 

,         N .      aj  j      rw— 1>/ 

crgo  I.  /=i+(/w— 1)^2= I  su  -  +  ■  ■ 

(i+/)m      (a+f/w*— !>/)/»      /•^fiN/'     ^— IN 


r=^Q^2A-<iw*-i>/). 


I+^  rf 


y 


4. 
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^*         iw — I      fli  («»— i)      ft/ — (h-i)~  m.(m—i^ 

Ergosirfcstca  I  ;»        ;         3         ;         4         ; 

erit  ^     si»«  ;ai0-^i;  3/0^2;         4199^3] 

^^oe  /     — .2^!L±i2;      ctS^^^v?;  (i«— o^w; 

£x  his  Prpgressionibus  daae  sunt  commemoran- 
die.  Prior  est  Serics  numerorum  naturaliitm^ 
ubi  dzsiftzsm^  atque/=i+ft+3+4+5**«+^ 

ss    ^        ■"  (S«  ii80*    Altera  est  Scries  fiumcr(H 
a 

rum  impariumj   ubi  dzz^f  /som-^i,    atque 

jS3i  +  3+5+7  +  9  +  ii  •••  +MI— i=2i»*. 
^r^a  Summa  numerorum  omnium  imparium^  ab 
unieaU  usque  ad  ft09— i ,  ^/  Quadrasum  numeri 
m  t  9^  indicas  quos  sin$  termini.  Idem  patet  ex 
iis,  quae  de  Differentiis  Quadratorum  dicu  sunt 

§•  ftft^.  CorolL  ft. 

Simplicior  etiam  fit  Progiessio,  si  azsd^  ergo 
'    s:^d+2d^3d+4d.  •  •  +mdssid(i+2+i  • . .  +m) 

md.(m+i^^.  ^  j        2S 

sa ~ —  ($.  aaaOf  ergo  tssmdzs  •— -; 

I  •  ft  i+m 

/       fti  .     /  ft/ 

«s3-%sr—  —  i;   ^=-=3 — 7 ; 

d       t  ^  m     m.(m+iy 

Si  termini  dividuntur  per  d^  oriturSeries  naturar 

lis  ttumerorum.  Sit=:;^A=52  9/=3fti»9XC3ai.(M+i), 

quae  M  igitur  Summa  omnium  numcrorum  parium 

usque  ad  numerum  %m. 

£xem* 
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£xemplo  sit  hoc  Problema.  Duo  operarii  in 
Se  siuceperunt  effbdiendum  puteum  altitudinis  ift 
metrorum ,  pacto  pretio  1 1 7  florenorum.  Inter  eos 
iti  convenit ,  ut  ea  pars  pretii ,  quam  uterque  ac» 
ciperet,  esset  in  arithmetica  Progressione,  adratio* 
nem  altitudinis ,  ad  quam  pervenisset.  Unus  effbdit 
puteum  usque  ad  8  metra,  alter  opus  perfecit. 
Quaeritur,  quantum  uterque  accepturus  sit  pecil- 
niae, 

Solutio* 

Sunt  duae  Progressiones.    Prior  est : 
i  tr2i/+2</-h  3^+41/ .. .  +i2u/=s  117  Florenii 

crgo  rf=  -  /^     ^  t=:  -^  =a  ^Floreni, 
m.(jn+i)        12.13        * 

Posterior  est : 

m.^m^i)d     8.9.1  . 

s'  Z3  — ^ 2= — ^*  =  54  Floreni. 

I .  a.  a 

Ergo  prior  operarius  accipit  54  Florenos ;  poste- 
rior  117  — 54,   id  est  63  Florenos  (i). 

5-  324.  Coroll.  3« 

Si  ultimus  terroinus  est  =  o,  erit: 

-^yh:!-  ;  «2=1—;; =-  ;^i= : —  £= =a  --7 j 

m  a     a         i-^m    a^2s    m.(^i^mjr 

am      m  .(i-^m^d 
*^  a    ~  2 

Ergo,  quod  etiam  ex  natufa  rei  patef,  si  a 
positivus  est ,  i/  est  negativus ,  atque  s  positivus  % 

si  € 

(1)  Kiitaery  ForUetsnog  der  KtclifiilLaiuit.  p.  4^.. 

Kk 
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(8!  a  negativus  est,  d  est  positivus,  atque  $  ne- 
/gativus. 

$.  225.  CorolL  4. 


Ut  Summa  Progressionis  sit  =t>,   debet  esse 

/=: — tf=3 ,  ergoi»r=:i  —  -};a= . 

Sed  quoniam  /  = —  ^? ,  nonnulli  fracti  in  aequatio- 

iiibus  S.  aai.   fiunt  formae  -;  ut  fw  = =  - 

•^  (?'  a+t       0 

_    M  ,_  /*— /j*        _  ^  ^  — g<y 

~  flf  '  05 — (/7+^)         <>         m — I* 

Confer.  $•  i6&.  6. 

§.  9s6.  C(?r^//.  5. 

Si  Progressio  est  decrescens  ,  primusque  terminus 
est  posltivus ,  continua  diminutione  (ubi  m  est  in* 
definitus)  consequentes  termini  tandem  fiantnegativi 
necesse  est.  Ergo  in  hac  Progressione  numcri  ncga^ 
thi  minorcs  stmt  positivis ,  atquc  co  minorcs ,  quo 

* 

ipsorum  Quantitas  absoluta  minor  cst.  Cujus  rei 
ratio  perspicua  est.  Numeri  enim  negativi  orti  sunt 
ex  Subtraccione ,  eo  usque  progressa ,  ut  non  am* 
plius  restet,  a  quo  quid  subtrahatur,  ita  ut  solum« 
Biodo,  quantum  sit  subtrahendum ,  signo  ~  in« 
dicetur  (Confer.  §.  201.  6.). 

§.  227.  Coroll.  6. 

Ut  in  geometrica  (%.  21 3.),  ita  in  arithmetica 
Progres$ione,duobus  quibuslibet  terminis  adlibitum 
ayios  terminos  interponere  possumus ,  qui  cum  ipsis 
novam  Progressionem  arithmeticam  constituunt* 

Ita 
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m 

Ita  si  inter  a  atque  a  +  J^  unus,  duo,  vel  tres 

interponimtur  termini ,  exsistunt  Progressionjs  : 

d  ^  d  2ti  ^ 

I.  aia  +  -;a  +  J.     2.  0;^+-;^  +  -  \a  +  d. 

d  d  ^d  . 

%m  a\a  +  ~\a+-\a  +  -\a  +  d  ^     et    univcrse 
424 

si  » — .  I   interponuntur    termini ,   Progressio  cst : 
d  2d        3^  Cn — i)d 

«;^+-;<'+-;^+-;  •••  «h ;^+^; 

ubi  Differentia  communis  est  -• 

n 

Ita  etiam  quaeri  possit  ;77timus  terminus ,  etiamsi 

m  sit nuraerus  fractus.    Velut  si  /»  =  3|;^tz:i2; 

ct  </=3;   erit /=2^4-(ot — i)rf=i2+8  =  ttO. 

Id  autem  indicat,  /  non  esse  vere  tenninum  ipsius 

Progressionis ,  sed  novae  cujusdam  Progressionis ,  in* 

terpositae  inter  tertium  et  quartum  terminum  ,  cii- 

jussecundum  locum  occupet  /,  et  cujus  Diflferentia 

communis  sit    -  =  i ;    adeo   ut  Progressio   sit : 

12;  15;  18  ;  V19;  20^21  •  •  . 

Sed  quoniam  /  non  est  vere  terminus  Progres- 
sionis,  cujus  primus  terminus  siti2,  et  Differentia 
communis  =  3 ,  Summa  non  reperitur ,  si  m  est 
fractus,  quoniam  id  sibi  repugnet.  Ita  si  10  foret  3f , 

esset  s  =  =  —z —  =  58I ,    quod  falsum 

2  0 

sit  necesse  est ,    quoniam  omnes  termini  sunt  in« 
t^  (Confer.  §.  214.). 


P.U. 
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P£   PRII^IS  NOTIONIBUS    LOGAaiTHMORUM. 


$.  as8.  LogarithmL    Definitio. 

Si  aliqua  est  Progressio  geotnetrica,   cujus  ter- 
mini  sunt  Potestates  qusdem  Factoris  9 ,  ut : 

1  1  1  XIX 

tut  j.;     ^, ;  y.2  — ;  ^  i  7»  j    ^ ;  M  y ;  ?N?*;y*;— ;^ 

ubi  Ezponentes  sunt : 
—  »  ;-(«-0;-(«-0— — 3;~a;— i;o;  i;  2;  3;4;*-;«» 
bi  Exponentes,  si  n  est  numerus  integer,  for- 
mant  Progressionem  arithmeticam  numerorum  na- 
turalium ,  atque  dicuntur  Logarithmi  corum  tcr* 
minorum  Progrcssionis  geomctricac ,  quorum  sunt 
Exponcntcs.  Ita  —  3»  +  3  et -—  (/» —  i)  et  u  —  i , 

X  I 

•unt  Logarithmi  numerorum  J»  ;  ?*  ;  "^i  i  ?•-*. 

Talem  conjunctionem  numerorum  cum  ipsorum 
Logarithmis  dicunt  Systcma  logarithmicum  ^  quod 
definitur  numero  q^  qui  ejus  basis  dicitur.  Ve- 
rum  cum  q  possit  esse  quilibct  numerus  determi« 
lutus  (excepta  unitace  ipsa),  possunt  cssc  Systc- 
mata  numcro  infinita.  Velut  Systema,  cujus  basis 
esset  duo ,  hujusmodi  foret. 

Numerorumj^;  a»-i  —    T»    4»    2»  ^ »  ^;4;8  •••;a"' 

LogaTtSUPt — n ;  — (f/— i)  ..•  — 3;  — 2i — I ;  o;  I ;  ft ;  3  •..;». 

Ex 
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£x  Us  autem  duo  Systemata  sola  sunt  in  usu. 

Prius  est ,  cujus  basis  est  lo^  ergo  eadem  est 
ttque  Systematis  decadici.  In  hoc  igitur 

Numeror.Tjp;     iti^—;!^;!^;  7oi^;io;ioo;iooo;ioooo.M 
Ix)g. sunt— »;— (/^i)...;  — 3,  — 2;-i;o;  i;    2;      3;4..* 

Hi  Logarithmi  dicuntur  vttlgarcs^  iisque  ple* 
rumque  Mathematici  utuntur  in  calculis,  propter 
mazimum  commodum ,  quod  eorum  aSert  convenien- 
tia  cum  Systemate  decadico.  Vocantur  etiam  Brig- 
g  i  a  n  i ,  quoniam  ab  Henrico  Briggs  ,  Jlnglo ,  pri* 
mum  computati  fuerunt. 

Posterius  est  Systema ,  quod  dicitur  naturak  ;  cujus 
basis  est  intcr  2  et  3  interposita.  Quaenam  sit  ejus  ori* 
go ,  in  posterum  explicabitur.  Hi  Logarithmi  etiam 
iicmtviv  Ncpcriani  ^  ab  eorum  inventore  et  computa- 
tore  Ncpcr^  Scoto;  vel  etiara  hypcrbolici^  quoniam 
curvis,  quze  Hypcrbolac  acquilatcrac  dicunrur,  ali- 
qua  est  proprietas ,  quae  ad  Logarithmos  refertur. 

Si  inter  q^  et  ^* ,  inter  q^  et  q^ ,  atque  omniiio 
inter  duos  quoslibet  sibi  proximos  terminos  q^  et 
^•+»  vel  ^*  et  ^- «-O  alios  interponimus ,  ut 
dictum  est  §.  213,  hi  termini  sunt  etiam  in 
geometrica,  eorumque  Exponcntes  in  arithmetica. 
Progressione.  Quoniam  autem  quotlibet  terminos 
interponere  possumus,  patet,  nullum  esse  nume* 
rum,  cui  suus  non  sit  Logarithmus. 

$.  229.  Coroll.  \. 

Bx  his  sequitur,  hanc  simpliciorem  posse  dari 

De* 
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Definitioneni  Logarithmorum :  LogarUhm  %un$  Ex-- 
ponenus  numerorum  cxpontmialium ,  quibus  eadem 
esf  Radix «  eorumque  coniunctio  cum  his  numeris » 
ita  ut  ex  Exponcnte  cognosci  possit  numerus ,  atque 
Exponens  ex  numero ,  efficit  Sjstema  logarithmicum» 
Radix  communis  vocatur  baAs  Systematis.  Hoc 
igitur  repraesentari  potest  aequatione  a'^y,  ubi 
j  est  numerus ,  x  ejus  Logarithmus ,  a  basis 
Systematis ;  ex  quo  continuo  sequicur  cuilibei 
numero  y  esse  suum  Logrtrithmum  x. 

Jlnimadv.    Nomen   ipsum    Logarithmus  (jKiyoi^ 
ipiifji^)  significac  uumerum  Katiouum ;  vel  nume- 

rum,   qui   indicat,  quotupla   sic    llatiq.    Nam    si 

b 
Ratio  fundamentalis  cst  ^  =:  - ,  duplicaca  Ratio  est 

j*  s=  r  -  J  ;    triplicata   est   y*  =  f  -  J  ...  id  • 

que  Logarithmis  2.3  ...  indicatur  (Confer,  $• 
19^*  3O  Mclius  autem  ct  simplicius  Logarithmi 
habentur  pro  Exponentibus  numcrorum  exponcntia^ 
lium  ^  quorum  Radix  commutns  cst  basis  Sjste» 
matis    logarithmici . 

5.  230.  Coroll.  2.  Usus  Logarithmorum. 

Ponamus  Tabulas  alicujus  Systematis  definiti 
logarithmici ,  v.  c.  Logarithmorum  vulgarium , 
esse  confectas,  ex  quibus  repcrire  possimus  Lo- 
garithmum  cujusque  numeri,  atque  igitur  etiam 
numerura  ,  si  ejus  cognitus  est  Logarithmus. 
Usus  harum  Tabularum  patet  ex  natura  nu- 
merorum    exponentialium  ,    quam   in    MultipUca* 

tio« 
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tione  et  Divisione  exposuimus.  Nam  si  numeri 
sunt  w^  ^  (P ^  a^  ...  atque  a  est  basis  Systema^ 
tis,  o;,  j,  2;  ••  •  sunt  Logarithmi  horum  nume« 
rorum  ;  quod  ita  designemus  x  =:  Log.  /r"  ,  j^  zs  Log. 
nf  ,  caet.  Hinc  prodeunt  aequationes : 

L  x+jf=aLog,  ^-+-Log.  ^;  5edtf*^z3tf*-k^, 
($  91O  ergo  x-^j^zz  Log,  (a'  a^);cx  quo  colligi- 
mus  Log.  (a*  a^)  sr  Log.  lar*  +  Log.  a^. 

Similiter  cum  sit  a^  o?  a^^zzi  <j*+J'+« ,  erit  o>^^z 
=Log.  C^*  (P  a^)  =  Log.  a""  4-  Log.  eP  +  Log.  ^ •  , 
ct  ita  de  pluribus  Factoribus.  Ergo  Sum'^ 
ma  Lngarhhmorum  plnrium  numerorum  aequaHs 
e$t  Logarithmo  Producti  horum  numerorum :  ut 
Log.  6-f-Log.  8-+-Lo{T.  ao  =  Log.  960.  Quare 
ad  reperiundum  Productum  triura  numerorum  p^ 
q^  r,  eorum  Logarithmi  in  Tabulis  quaerendi 
sunt ,  et  in  unam  Summam  colligendi.  Cognita  au- 
tem  hac  Summa ,  (cum  sit  Log.  p  -+-  Log.  q 
+  Log*  r  zn  Log.  (^pqr) )  in  iisdem  Tabulis  re- 
peritur  ipsum  Productum  pqr^ 

II.    Quoniam  -  =:  a'-y  (§.    139.),    sequitur 

^— j=Log.  C^'-0=Log.^' — Log.fl^=Log.  (-  V 

id  est:  Diferemia  Logarithmorum  duorum  nu^ 
merprum  aequalis  est  Logarithmo  Quoti  ex  his 
numeris^   ut   Log.  1728  —  Log.  i2  =  Log.  144. 

Quare,  ad  reperiundum  Quotum  ^ ,  in  Tabulis  quae- 

rendi  sunt  Log.  jd  et  Log.  q^  atque  posterior 
subtrahendus  est  priori.    Cognito  Residuo,  quod 

est 
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C8t  Log.  C^j9  ipse  Quotus  -  in  Tabulis  re- 

periiur. 
m.  (lar*)"  =5 «•'  (J.  93  $.  171. 5.) ,  ergo  mxtdLog. 

(tf "')  =  OT  Log.  a*  ;  id  est :  Logarithmus  cujusUbet 
numesri  a' ,  si  pcr  m  fuerit  multipUcatus ,  pt  La-^ 
garithmus  mtimac  Potcstatis  hujus  numeri;  ubi  tn 
potest  esse  qtdUbct  numcruSj  sivc  intcger  ^  sive 
fractus^  sive  mixtus;  ut  3  Log.  la  =  Log.  la' 
s  Log.  1728.  Quare  si  v.  c.  quaeritur  tertia 
Potestas  numeri  p ,  Logarithmus  numeri  p  triplican- 
dus  est  9  quo  facto  redditur  Logarithmus  numeri^'  , 
qui  igitur  numerus  in  Tabulis  reperitur»  Si  au- 
tem  quaeritur  tertia  Radix  numeri  ^ ,  lo  est  frac* 
tus  =s  f ;  quare  tertia  pars  Logarithmi  p  est  Lo« 
g^rithmus  tertiae  Radicis  hujus  numeri. 

§.  231.  Exempla. 

Exempla ,  quae  ad  usum  Logarithmorum  referun- 
tur,  hujusmodi  sunt: 

j,  Si  r  rr  -? ,  erit  Log.  ^=  Log.  b  +  Log.  c  —  Log.  d, 

a         h 

Si  r=!  - , erit Log. ^  =  aLog.*  — Log.a, 

Ergo  opc  Logarithmorum  rcperitur  unus  termi^ 

nus  Proportionis ,  si  rcUqui  sunt  cogniti. 

Ca^  V* 
rj  J    =2  w  0>Log.  a  —  q  Log.  *)  (S.,  i^O- 

S«  Log.  Q^  V  =  w .  (p — y)  Log.  a. 

4.  Los- 
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4.   Log.  Q^^J    =  —  mq  Log.  a. 


5.  Log.  ((ar^  t*  ^)-^Y  ^s(f72qLog,a+pqLog.  c^^tjq  Log.i) 

^  ^  Q.    146O 

M 

6.  Log.  r  — j —  J  1:2^  Log.  ^+/>  Log.  *  +  'Log.  £f 

^     ff^e  —  -  Log.  d —  Log.  e4 

P 

7.  Log.  V  r T^  J  =2-  Log.tf  +  ^^  Log.  c 


«.  Log.  [\\)  =  f  (Log*  «  +  ^  Log.  d 

V  V  /  /  _ Log-  b  —  -Log4 ^% 

9*  Log.— - — -— — —  =  n  Log.  (a+b)  +  m  Log.  (c+a) 

C^-K")"  -^  /79  Log.  C^*)* 

10.  Si  C^O  C^+^)  =  * »  C"t  Log.  Ca+i) + Log.  (x+2) = 9« 

11.  Log.  (a^—b^)  =  Log.  ia+b^+  Log.  C^— *)  ($•  1^7.  i.)« 
la.  Log.  C^*»— ^**»)  t=  Log.  (/7"+*")  +  Log.  C^*— *»)• 

13.  Log.  (a^+2ab+b^—c^)  =  Log.  (a+b+c)  +  Log.  C^+*— ^> 

C$.ia7.2.> 

14.  Log.C^^+<?***+*^)=Log; C^*— ^*+*0+Log.C/J*+^»*+**). 

15.  Log.  (a^^a"^  b—ab^+b^)  —  Log.  C^  +  *)  +  a  Log.  (a-^ti^ 

CS-  "7.  30 

16.  Log.  (1+4«+^)  =±:  Log.  (a^  +  i)  +  Log.  C^^  — i) 

—  Log.  (tf+i)  —  Log.  (a^  i)  C$.  ia8. 43.}. 

c-      *    r      •  Loe:  * 

17.  Si  «««iis* ,  ent  j?  =  — 7——  • 

m  Log.  ^ 

^  «•        ,  .  m  Lojj.  r 

XS.  Sl  «»*  *»*  =  tf»  ,  erit  X  =  — ; ^— ; ;# 

«iiLog.  tf+«Log** 

Li  19« 
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19.  Si  iJ»'+*  A^*+^  =  «"'*+•'  0^''^^' , 

1/  Lo^. «  +  ^  Lojr. /3  —  f^Los:.  /jr-i-^T.o^.  A^ 

— ^iw'Log. «  +  //  Log.  fi)+  m  Log.  ^  -f-  /)  Log.  *. 

§.  232.  Coroll.  3. 

Logarithmoruin  ope  facilius   etiam  solvitur  Pro- 
bleuia  S»  fto4.  Etenim 
I .  Log.  /  ss  Log.  i*+  (fo — I )  Log.  q. 
ft.  Log.  i  =:  Log.  a+  Log.  (y*— i)  —  Log.  ff— i). 
3    Log.  j  =  Log.  (/y— /?)  —  Log.  (y— i). 
4*  Log.  tf  s  Log.  /  —  (m — 1)  Log.  q. 

5.  ^  Log;  a  =:  Log.  /  +  Log.  (y— i)  —  Log.  (5^"— i). 

6.  Log.  i  =  Log.  (/y  —  X (y — i)) 

=  Log.f+Log.  qJ/— ;+^^=Log  (/_/)+ Log.^j+^-1-). 

7."  Log.  /  =  Log.  (x .  (f  — i)  +  a)— Log.  ^ . 

8.  Log.  tznQm  —  i) Log. q  +  Log. s  +  LOg. (y  —  i) 

—  Log.  (f* — i). 

•       '  Log.  / — Log.  ^ 

9.  Log.;  = . 

10.  Lpg.  q  =  Log.  (/— tf)  —  Log.  (/—/). 
li.Log./=Log.   (^^~r^^£)  -Log,  (j^._^ti^^ 

ii»#Log.i=Log./+Log.(y"— i)— Log.(f — i) — (fw — i)Log.y, 

Ex   his  conseqiumtur   quatuor  aequationes   ap- 

tae   ad   reperiundum  m^    si  ex    hisce    propositis 

a^s^tyq  ^  iria  sunt  cognica;  quae  aequationes  ad- 

di  possunt  duodecim  iis  9  quae  ei^ositae  sunt  $.  204. 
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Loff .  /  —  Log.  a  ,  ^ 

Log,  q 

Lotf.  /  —  Log.  dr-f-Log.  ^        ,         ,  . 

aut  I»  =  — ^ \ — 2 2-1:  scd  cum  Log.  /  +Log.  q 

Log.  q 

=  Log,(/(j —  i)-h^)  (ex  aeq.  7j,  sequitur 

L05:.  ^f  Cj  —  i )  -f-  tf)  —  LojT./j 

14*  «= — ^ ~ ' ^. 

Log.j 

Log.  /  —  Log.  a  ^  ^ 

15. «  —  I  = — 2_ — _2 (aeq.  13  et  lo.). 

Log.(i— II)  — Log.Ci  — rj^ 

^  Log.  /  —  Log.  (/^  —  sCq — i)),  ^^^ 

16.  «w  —  I  =  — 2 ^  ^  ^ H iL^  (aeq.  1 3  et  5.). 

Log.  q* 

Reliquae  aequationes ,  quae  solvendo  huic  Problc» 

maci  inserviunt ,  ita  constituuutur : 

a .  (5 — /y)"»-!  ,^ 

t:^ag^'^  =    ^  (§.  aoA.  i  ct  10.). 

^  (f — /yW-i 

unde 
17  c^  18.  (/  —  /)*-»/  =  tf .(/ — ^)"-t  (§.  136.);  qua  aequt«- 
tione  /  ex  datis  s ^  m^  a ^   atque  ^  ex  datis  / ,  / ,  1»  est 
denniendum^  quod  plenimquc  diRicilius  est. 

^_i  =  ili£ll!2(^5.204.2.S.  136.)  =  ^^— ^;  unde 


■'•••^i-C^i^)»-;. 


Delnde  ^zzr  (/_/)^-|-f  = /§.  204.  6  et  4O; 

ergo  (/_/)  qm^s.  j— i  =/  (§.  136.: ; 

vel  ^•+  -3  ^«-i  =-i-  (§.  134. 1.) ,  vei 

/— /  ^  J / 

Qaomodo  ex  aeq.  19  et  20.  reperiatur  q ,  in  posterumex- 

ponetur. 

Sunt 
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Sunt  alii  etiam  usus  Logarithmorum  in  Mathe** 
ii  pura  et  mixca,  iique  varii  et  multiplices, 
ita  ut  ej^  Logarithmorum  inventione  ma^imum 
ad  perficicndam  Mathesin  ortum  sit  adminicu- 
lum;  sine  quo  nonnulli  loci  gravissimi  aut  mul- 
to  difficilius  tractentur  aut  prorsu^  tractari  ne« 
^ueuntt 

§•  ?33'  ^orolL  4* 

Quoniam    basis    Logarithmorum    valgarium    est 

dccem  (J.  aaS.)?  erit  in  hisce; 

Log.    io/7=:iH-Log.<? ;  Log.  ^   <?=s  —  i+Log.^'; 

IrOg.    ioo^?=:2-t-Log./?;  Log.  ^hi  *^= — a+Log.^ ; 

Log.  icoo  «=3+Log.^;  Log.  ^555«=  — S+Log.^; 

* 

a 
Epgo  Log.  io*?./rc=w+Log.<j;Log. — = — /7+Log.£?. 

10" 

Si  ^  est  <  10  et  >  I ,  Log.  a  tsifractus  verus  posir 
tivus.  Ergo  Logarithmus  cujusque  numeri ,  qui  major 
est  quam  lo  vel  minor  quara  15,  constat  ex  numero 
integro  et  fracto.  Numerus  integer  dici  solet  Cha- 
racterisiica^  quae  facile  reperitur.  Tot  enim  habet 
unitatesj  quot  notae  sunt  in  numero  ^  una  dcm* 
pa:  Ita  Characteristica  Logarithmorum  numerorum 
12,  123,  4658,  56430000  est  I,  2,  3,  7.  Qua- 
re,  cum  tara  facile  appareat,  quanta  sit,  orajssa 
est  in  tabulis  majoribus  Logarithmicis.  Numerus 
fractus,  qui  Cliaracteristicae  addendus  est,  dici 
solet  Mantissa* 

Logarithmi  numerorum  inter  i  et  10  sunt  fracti 
veri  positivi ;  Logarithmi  Fractorum  inter  i  et  js 

sutii 
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Munt   Fracti  veri  negativi  ^    ita,    ut    utrorumque 
Charapteristica  nulla  sit. 

§•  ^34.  Coroll.  5. 

N  sit  Qumerus   ad  lubitum    sumtum,  atque  po- 

natur  iV=tf*=3^;  ergo  x  Log   tf=j  Log.  a^ 

atque  X  :  jzrLog.  a  :  Log.   e.     Quare  si  e  et  a 

sum   bases   duorum  Sjstematum   logarithmicorum  y 

Logarithmi  x  et  y  ejusdem    numeri  N  in  his  duo* 

bus  Systematibus   sunt  in  raiione   constante  j   quae 

tst   inversa    ratio    Logarithmorum    basium.      Sit 

tf=:io  basis  Systematis  vulgaris,    e   basis  Syster 

matis   naturalis ,    atque    designemus    Logarithmos 

vulgares  signo  Log. ;  Logaritlimos  naturalcs  signo 

Logn  ;  unde  Log.  ^=2  i  ;  Logn,  ^  zr  i ;  ergo 

xiyzzz Log.  a  :  Log.  tf  =  1 :  Log.  e  ; 

atque x  :y:=3 Logn.  a :  Logn.  e na Logn.  10  :  i ; 

id  est:  Logn.  N :  Log,  N=:i :  Log.  e  =s  Logn.  i  o:  1 ; 

Log.  N      .        .,      Logn,  N 

ergo  Logn.  iViz: ;: et  Log.  N^n  7— ^ t^ 

Log.  e  °  Logn.  10 

§.  235.  Coroll.  6. 

Reperiri  potest  Logarithmus  alicujus  numeri , 
definiendis  terminii  mediis  proportionalibus  geo* 
metricis  inter  duos  numeros,  quorum  Logarith- 
mus  est  cognitus ,  atque  quibus  interjacet  nume? 
rus  propositus.  Progrediendum  autem  esc  in  hoc 
calculo,  donec  repertus  sit  iste  cerminus  medius, 
qui  cam  prope  accedat  ad  numerum ,  qui  quaeritur, 
quantum  id  ad  usum  suiBciat.      Exponens  hujus 

ter- 
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termini  tnedii  est  Logarithmus  numeri  propositi» 
Quaeratur  v.  c.  Logarithmus  numeri  9;  qui  nu« 
merus  cadit  inter  i  et  10,  quorum  Logarith* 
mi  in  Systemate  vulgari  sunt  o  et  i.  Sint/, /% 
T\f"*>f^  numeri  fracti  veri.  Terminus  mediu»  pro- 

portionalis  intcr  i  et  10  est  io^(S.  201. 1.)  =  3+/. 
Cum  autem  9  sit  inter    3+/  atque   10,    iterum 

z 

quaerendus  est  terminus  medius  inter  10^9  atqiie 
10;  qui  est   10^=25+/.     Computetur  deinceps 

terminus  medius   inter  10  *  et   10,    qui    est   lo* 
5=7+/'';    tum  intcr  hunc  numerum  et  10,   qui 

Z5 

est  10^*^  =  8+/"';   tum  intcr  hunc  numerura  et 

3Z 

10,  qui  est  10^*  =  ^+/^^  caet.    Ita  quidem  ori- 
tur  Series: 

Z  3  7  Z5  3Z 

Numeri  i ;  lo^ ;  10*  ;  10'  ;  to^*  ;  lo^*  ;  10 
id  est  I ;  34-/-;  5+/  ;  7+/" ;  8+/'" ;  9+/^^  10 
Logarithmio;  \  \  \  \  l  \  \%  \  \\  \  \. 
ex  quo  apparet  Logarithmum  numeri  9  esse  mi- 
norem ,  quam  \\ ,  scJ  iDajorem  quam  yj.  Hosce 
limites,  inter  quos  jacct  Logaritlimus  hujus  nume- 
ri ,  quaerendo  terminos  medios ,  magis  magisque 
contrahere  possumus, 

Haec  via,  reperiundi  Logarithmos  per  terminos 
roedios  ^  quam  punctis  solum  notavimus ,  quam- 
que  primi  Logarithmorum  computacores  sccuti 
fuerunt,  longa  sane  est,  quamvis  termini  me« 
dil  inventi  aliorum  etiam  numerorum  Loga* 
rkhixiis   reperiundis  inservire  possint.      Recentior 

Ma« 
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Math^b  magna  attulit  adjumenta,  quibus  hocopus 
nulto  brevius  et  couiniodius  perficiatur,  Jpsuiff^' 
que  Logarichmorum  usum  maximopere  exte^dit. 

Si  ita  computati  sunt  Logarithmi  numerorum 
primorum  (J.  176.)»  reliqui  Additione  vel  Multi^ 
plicttione  eonim  reperiuntur,  vehit: 

Log.  4  =  2  Log.  2.  Log.  8  =  3  Log.  &• 

Log.  6=Log.  a-hLog.  3.       Log  9=2  Log.  3. 
cui  operi  inservire  possunt  Tabulae ,  qualis  est  txpo^ 
sita  p,  200-^206;  ut:  Log.  288=5  Log.  2+2  Log.  3; 
Log.  946  =  Log.  2  +  Log.  1 1  +  Log.  43. 

Logarithmi  Fractorum  reperiuntur  Subtractione^ 
ut:  Log.  J  =  Log.  3  —  Log.  4  ;  Log.|fJ=Log.3 
+  Log.  13+Log.  23— (Log.  5+Log.  ii+Log.  17). 
Log.  J=o— Log.2=— Log.2 ;  Log.T^=Log.3--3^ 
Rursus  ex  cognitis  his  Logarithmis ,  Logarithmi 
numerorum  primorum  reperiri  possunt,  quod  saep,e 
ex  usu  est ,  ut :  Log.  3  =  ^  Log.  9  ;  Log.  5 
=  Log.  10 — Log.  2  =  I — Log.  2 ;  quoniam  5  =^« 


P.  IL  C.   n.   SECTIO  IV. 

DB    INAEQUALITATE  CUM   QUANTORUM    HOMOGE- 

NE0R17M   TUM     PRABCIPUB     FRACTORUM,    SI- 

VB     RATIONUM  INTER   NUMBROS   PUROS. 

^.  235.  De  inaequalitate  Quantorum 

homogeneorum. 

Theojia    de  inaequalipite  Quantorum  homoge- 
neoium ,  si  ipsorum  valor  absolutus  ^  id  est ,  Wf^ 

ha« 
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habita  ratione  signorum ,  consideratur ,  haurienda 
est  ex  principiis  enunciatis  $.  12«  $•  aa.    $.  83« 

$•  134-  a.  3. 

Verumtamen ,  cum  Quantum  negativum  semper 
sit  minus  positivo,  eoque  minus,  quo  major 
est  ejus  valor  absolutus  ($.  aoi.  6.  $•  ^7,6.^^ 
ratio  omnino  liabenda  est  signorum;  quae  si  ha* 
betur,  Definitio  inaequalitatis  haec  est: 

Dtiorum  Quantotum  homogeneorum  a  et  b  ^  a 
mafus  est  quam  b^  si  a^b  est  Residuum  positi^ 
yum^  sed  a  minus  est  quam  b^  si  a^b  est  Rc^ 
siduum  negativum. 

Quae    Definitio     valet    de    omnibus    numeris 
et  fractis  et   integris,  atque  igitur  etiam  de  Ra« 

tionibus.     Duarum  Rationum    t^f  ^^  S    ^^^^ 

c        a       c 
yel  minor  est ,  quam  jjtir  —  ^f  ^^^  Rcsiduum  po* 

sitivum  Ycl  ncgalivum. 

§.  237.  Leges  inaequalitatis. 

£x  hac  Definitione  prodeunt  leges  inaequaUta* 
tis ,  in  quarum  explicatione ,  ad  imitationem  aequa- 
tionis  (J.  4.  §•  19O »  ta  formula  <?>*,  Quanta  v61 
numeros  a  ti  b  membra  vocemus;   quae  etiam  ez 

terminis  constare  possunt ,  ut  p+q+rs>a  |  b  \  g-t-- 1 

ubi  majus  membrum  ex  tribus ,  minus  ex  quatuor 
constat  terminis. 

Leges  autem  pri.nae,  quae  ad  inaequalitatem  per- 
tinent ,  hae  sunt  t 

U  Si 
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l.Sia>b^  erit  —t >  —a ,  vel  — « < — t.  Etenini 
— ( — ^^)  ~^— *,  est  Residuura  posittvum»  Quar^ 

Signtm  inaequalitatis  mutafur  ^  si  utriusquemem^ 
bri  signum  mutatur. 

IL  Signum  inaequalitatis  non  mutatur 

i.  Si  utrique  membro  aequalia  adduntur  "fet 
subtrahumur.  Tutn  enim  Differentia  maneat  eadem 
necesse  est;  ergo  signum  Residui  a^^b  non  muta* 
tur;  ut:  si  a>b^tx\i  a—c^b-^i  si~*>— ^Tf 
erit  —*  +  (:>— tf  +  c. 

2.  Si  quis  terminus  alterutrius  membrl ,  mutato 
signo  9  ad  alterum  membrum  transfertur.  Hoc 
sequitur  ex  priore  enunciatione,  Fit  enim  haec 
translatio  termini,  si  utrique  membro  additur  idem 
terminus  vel  subtrahitur  ($.  fto.>  Ex  quo  etiam 
sequitur,  si  ^ >*,  esse  —  *>  — «  (I)  quoniam» 
signo  mutaco,  termini  translati  sunt. 

3.  Si  utrumque  membrum  per  eundem  numerum 
positivum  multiplicatur  vel  dividitur.  Nam  sig» 
num  Residui  a  —  b  Multiplicatione  vel  Divisioue 
per  m  non  mutatur,  si  m  est  positivus  niune- 
nis  C§.  loo.  ^O* 

4*  Si  utrumque  membrum  a  tt  b  est  positi» 
yumj  atque  ad  eandem  Potestatem  positivam^ 
sivc  integram ,  sive  fractam  ^  evefUtur ,  id  est : 
ti  a  >b^   erit  a^  >  b^.     Nam  si  a  >  b^    eric 

a  X 

a — ^  =s  jc  positivum ;  ergo  j = *  +  ;c ;  r=3i  +  r 

(S.  134.  1.) •  atque  |;;=:(i  +  ^)  >i (quoniam 

m^b^x^  sunt  positiia  numeri).  Ergo  ««^^  Q^l^* 

Mm  Si« 
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SittHiter  si  ^h>^a^  ki  est,  si  a^h  (tl.  &•), 
l^tlt  — *•>  —  «•,  id  esti»«>**. 
'    5.  iSy  wtrumque  memhrum  est  Expetiens  qusdem  nu^ 
meri  positM  •  ma/oris  unttate  ;  id  est ,  si «  >  ^  atque 

N>i,mtN^>N^.  Ntm— ^  =  iV-*(S.i39);sed 

il— . h  est  positlTuin ,  atquc  iV>  1 .   Ergo  iV*"*  >  i 

iV* 
C$.  170./:);    ergo  jy;>  i>  id  est:  N^  >Ar* 

'(11.  30- 

t     6.  «S*/  membra  sunt  positiya^  cortmque  sumuntur 

Logarithmi ,  dummodo  basis  sjstmatis  N  sit  unitate 

m^for.    Hoc  valet  de  utroque  systemate,  quod  in 

MVL  est,   quoniam  utriusque  basis  major  est  uni* 

.tate.  Ergo  si  ^  >  ^,  erit  Log.  a  >  Log.  h^  atque 

Logo.  a  >  Logn.  b. 

Etenim  tf=siV%  *=/Vy,  ergo   j=:iV*-^>i, 

($•  J390>  ^g^  cum  sit  iV  >  I ,  erit  x—y  positi- 
tum ;  ergo  x  >  y^  id  est;  Log.  ^ >  Log.  *,  atque 
L6gD.  ^  >  Ltigfl.  h. 
Ilt*  Signum  Inaequalitatis  mutatur 

1.  A*  utrumque  membrum  per  eurtdtm  numerum 
negativum  multiplicatur  vel  dividitur.  Tum  enim 
membrorum  signa  mutantur,  ergo  etiam  Residuo- 
rum  (I).    Nam  si  a>  bj  erit  ma  >  mh  (II.  3.); 

a      h     ^ 
«uare — mh>  — /w^  (IL  a.);  deindc  -  >  -  (II  3.), 

m     m 

Idest.  ~^>-f  (II.  a.). 

m  m 

i 

2.  Si    uttumque    memhrum     e$t     posttivufn 
stfue    ad  eihidem    Pot^skmfH   mgsUvam    0f€ki* 

iur  ^ 
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/«r ,    id  est :   si  a>  i^  crit  «-•  <  *-•.     Nam 
^->**  (II.  40 5   ^S<>^<i(S-  «340 1  «J  Cft^: 


<*-•  (S.  I4a0- 
3«  «S/  utrumquc  mcmbrum  csp  Exponcm  cjusdcm  nu^ 
meripositM ,  unitateminoris;  id  est:  si  ^  >  ^  atqae 

N<i,eriiN'<N\  Etenim  ^  =  iV'*  ($.  139.),; 

sed  a — t  est  positivum ,  atque  iy<  i ,  ergo  AT*"*  <  i 

iV* 
($.  170.  I?.),  ergo j^  <  I,  id   est,   iV'  <  iV* 

(n.  3 ). 

4«  «Sy  mcmbra  sunt  positiva  ^  corumquc  sumun» 
tur  Logarithmi^  quorum  basis  CN)  cst  unitatc  mi* 
noTj  id  est :  si  tf  >  &  atque  A^<  t ,  eri t  Log.  tf<  Log.  bm 

Nam  r  =:  N''^  >  1 ;   ergo  cum  sit  iV  <  i ,  erit 

X — j  negativum ,  vel  x  < jr ,  id  est :  Log.  a  <  Log.  *. 

IV»  Si  majori  Quanto  additur  majus  Quantum^ 
Summa  major  cst :  id  est,  si  a^b  atque  c^d^ 
erit  ii+(:>*  +  ^. 

Sit  tf=*-4-^  atque  c  —  rf^O'  ergo  a-^zdk+d^-x+j  ' 
atqnetf-K>^+^,  quoniam  jp  et  jr  sunc  positiva. 

Similiter  si  —  ^>  —  a^  id  est:  si  a^b.  (ll«a  ) 
atque  — -rf>— c,  id  est:   si  ^></. 

erit  —  (*  +  ^)  >  —  (tf  +  O  j  idest :  tf  +  c>b^. 

V.  !$>*  mqjori  Quanto  subtrahitur  minus  Qitan^ 
tum ,  Rcsiduum  majus  cst ,  id  est :  si  « >^  atque 
c>rf,  crit  a—d^b — c. 
Eteoim  ^  >  *+rf  (IV.) ,  ergo  a—d>b—c  (II.  »)• 

Similiter  5i  —b^-^a^  id  cst :  si  « >* , 

%t- 
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atque — //> — r,  id  est:  si  c>J^ 
erit  a+c  >  *-h/  (IV.)  ,  atque  —i+c  >  —a+d  (II.  a). 

VL  iSf  mi^ora  Qjmnta  posMya  muhiplicantur  pcr 
mtgorcs  numeros  positivos ,  Producta  majora  sunt , 
id  est:  si  ^>3  atque  c>d^  erit  ac^bd.  Nam  si 
#=^x  zi(\\xt  c z=2 d+y  ,erit  ac^bd+by+dx+xy  ^ 
trgo  ac^bd^  quoniam  b^d^x^y  sunt  posinva. 

VII.  iS*/  m^*^/  QuaNtum  positivum  dividitur  pcr 

minorcm   numerum  positivum^   Q/dotus  major  cu : 

.,  .     ^^  ^       .    a      b 

id  est ,  si  ^ >*  atque  <? >a,  ent  !■>""• 

tf       b 
Nam  i7^>W(II.  3.),  ergo  2^ c   ^'^'  ^O* 

$•  338.  Formulae  inaequalitatis^  quae  ex 
his  legibus  consequuntur. 

A%  /SB'  =2i+y  +  j*,..  j»»*!  (J.  ao7.),  ubi  s^  sive 

Summa  hujus  Progressionis ,  constat  ex  f79  terminis.  Ergo 
•l  f  >  ^»  ^^^  i'*"'*  f^^ximus  terminus,  ergo  s  <  mq^-^  ^ 

vdi»^*'^»^^ ;  quare/w^*— OTjrw-:>y«-^x  ($.«37.11.3.)» 

•tquefliy*+i>/«»+/w^*-i  (J.  237.  II.  a.). 

St^<i9  crit  y*-»  mirdmus  terminus;  crgo  />ffi^*»-«,  vel 

^  >OTy«-i;  idest:  mq^^+^^q^+mg*»-^^^.  237.  II. 3  ct  a). 


Quare  sive  y>i  sive  ^<i  semper  erit 
l.  i+i»^>«j*-'i+y*,vel  («»— i)  ^«">OTf*-«— I  (S.a37.II.a.); 
/1  m  est  numcrus  positivus  integcr  et  major  quam  unitas. 

a  a^       a^"^ 

Sit  -  :=y;ergo(f»— i)^>/wr— — 1;  velsi  fit  Mul- 

tjplicatio  per  6* , 
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%.  Cm — i)  «•+*"  >  wtf •»-*  *  (S.  237.  IL  2  et  3.) ,  atque ,  sl  dhri. 

dicur  per  a'^  ^ 

Cb  N"»     mb 
2  J   >  J  ^S-  *37-  II-  3-  atque  $.  i440f 


veli«(i-^)>i-(j)* 


Si  199  =  2,  erit  (/f.  2.) 

4.  tf*  +  **>2<i*;  atque,  si  r7=ri,  erit  i  +  **>2*, 

Sit  ^=:2,a  =  i,eric  (/^.3.) 

5.  2*+«i — I  >  2fw ,  vel  2»  >/»+ 1 ;  atque  similiter ,  si  b  ponitur 
3,4,5...  erit  3*  >  2;?;+! ;  4*  >  3^  •+- 1 »  c^et. 

Quoniam  2»  >/;;+i,  erit  (2/)«  ^Ci+^)/*  ($  ^37-  II  sO» 
Basis  Systematis  logarichmici  naturalis  ,  quae  designari  solet 
litera  e^  est  major  quamduo,  et  minor  quam  tria  ($.  228.). 
Sit  igitur  <?  =  2/,  ergo/>i,  unde  ^■>(i+/»)/*,  alque 
(i+fw)/«  >  i+;7i  ;  quare : 
6    ««>i+w,  atque  similiterr»  >i+«,  cact. ,  quare 
7.    ^+»+/+f • . .  >  (i+;w)  (1+/7)  (i+/>)  (i+j)  ...($.  237.  VI.) 
ubi  m  ^n^p^q  sunt  numeri  positivi* 
^iiH*'*'+-''*''.. .  >(i+^*j  (i+^^^Ci-H»''*")  . . . 
ergo  si  a^a'  ^  a" ,  a^^'  .  • .  sunt  minores  quam  / , 
erit  etiam d iHyiy'-^^'" . . •)  > (i+ab)  (1+a'b'') (i+tf"*")  ... 
<fl.  (<?+*)•=  (<? — by^-^ab ;  ergo  (^+*)*  >Aab  quoniam  (a — bj^ 
ct  (a+bj^  semper  sunt  positivi.  Ergo si «  et  *  sunt  positJvi,eric 

1.  V(tf*)<— .  ($.237.11.40 

2 

Quaresi  —  =«;  — =/3,  eric  \/(ab)<^»\\j'^cd)<^fi^ 
2  2 

zc-4-5  a  \  h  \  c  \  ii 

atque  VC^  i3)  <  — - ,  ergo  etiam  < ;  quaproptcr 

2  4 

y^abcdXx^  ($.^37. VI.);  </(abcd)<\/(xfi)  (S.237.II-40- 

unde 

2. 
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4 

Simikter  Wirfgh)  <  • 2 — .,    Sit    ^ — —  =  y  ; 

4  4 

4  a 

3«  \/(fibcdrfgh)<  T ^—2 — ,    sj  hoc  modo  pro- 

o 

gredimur ,  patet ,  //  P  e$$  Produc$um  ex  2"»  Fac$oribus  in^ 
aequalibusy  atque  s  es$  ipsorum  Summa ,  eae  semper , 

4.  i^  <f-  J     ,  atque  Log.  i>  <  2»  (Log.  s—m  Log.  2.) 
^^"^  (S.  a37.  IL  60. 

« 

At  vero  in  locum  ipsius  2«  poni  potest  quilibet  nume- 
rus  int^er  positivus ,  ita  ut  sit  iV  >  T-  J  ,  si  iV  est  Pro* 
ductum  ex  n  Factoribus,  quorum  Summa  est  s.  Ponatur 
enim  **  ss  $,  unde  ;»?$•  Sed^O*"*^  est  Productum    ez 

2*-— «  Factoribus  (p ,  quorum  Summa  est  C^^^—ri)^.  Quare 
N  $(**"•-/  est  Productum  ex  2*  Factoribus,  quorum 
Summaest/!kJ>-K2*— 1;)$=2«"0,  QuapropteriV^Ca""— «) 

^  J  ,  aique  <  4)*     vel  -^  <  $*  ,  veliV<<p. 
($.  »37.   IL  3.);  id  est: 
5.  N<{^\  velViV<^   (S.  237.  IL  4.); 


I 


unde,  -  JLog.  N  <Log.  s  —  Log.  «.($.237.11.6.) 

sit  /1=3  2,  erit  V^< ; 

2 

sit 
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sit  17=3,  erit  ^(aic^<^ 

3 

sit  /1  =  4,  crit  >^ (gfe^ < ^^+^-^; 

4 
ubi  tamcQ  n  non  debet  esse  minor  quam  a. 

Ex  hoc  etiam  sequitur : 
^"  *•  < [- j      .  Ut evanescat Exponens numerifli-f n,^ 

natUT  «»+•  et  ^•+»  in  locum  Quantorum  aetb;  quo  facto  prodit 

ergo  a^  b^  <^  •  vel 

6»  (m-H')  a»  b»<  noF^^  +  f»**+» .  (J.  237.  II.  3. 4.) 

Sit^=3j,*=},i»=:4,/j=5,ergo9.A.A<A+^J^ 
Siautem  i? =2,  ^=3 ,  erit  9  •  32 . 81  <  5«  512+4 •  81  •  848« 
C.  (tf+*)*  +  (a—by  =  2  (tf»+**) , 

(tf+*+0*+(-»— *)•  +  («— ^)*  +  (*— ^)*  =  3C«*+*M<*). 
(i^+^+rf)*^^^-*)^-^^--^)*^^^-^)*^^*-^)^^*-^* 

+  (^)*  =  4(«*+**+<?*+^)f  cict. 
Ergo  si  s  indicat  Summam  1»  numerorum »  qul  non  Om* 
nes  sunt  inter  se  aequales ,  atque  •$*  Summam  Quadrato- 
ruin  eorum ,  erit  mS  >  i*,  vel  \/(mS)  >  1. 

Animad>9.  E>e  inaequalitatis  theoria  egerunt  in- 
primis  C  a  u  c  h  y ,  (Coun  (PAnaljse  de  rdcoU  rojak 
Polytechnique^  Paris  1821.  BulJetin  desseiencesmathi* 
matiques  par  F  er  u  8  a  k ,  Juinet  iSadu)  atque  N  i- 
vier  (Bulletin  des  sciences  de  la  societd  pUtomati* 
quc  1825.  menseMaji  et  Jumi)  Confer.  Klilgel, 
Mathem.  Worterbuch ,  T.  V«  edit.  a  G  r  u  0  e  r  t , 

ad  vocem  Ungldch. 

Du« 
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Ducibus  autem  illis  legibus ,  quae  $•  237.  expo* 
sltae  sunt ,  solvitur  sequens  Problema ,  cujus  Solu- 
tioni ,  quo  magis  utriusque  convenientia  perspicere* 
tur ,  formam  Solutionis  Problematis  $.  190.  dedimus. 

5«  939*  Definire^  quid  consequatur  ex  inaequali* 

a    c 
tate  duorum  Fractorum^  sive  Rationum  1  et  -^; 

uhi  a^b^c^d  sunt  numeri  positivi. 


Solutio. 


Lad>ic;  quae  formula  prodit,  si  Fracti  per 
td  multiplicantur  (J.  237.  II.  3.).  Quare  Pro^ 
ductum  terminorum  extrcmorum  migus  est 
,quam  mediorum. 

£x  quo  y  si  I»  est  numerus  positivus  integer 
vel  fractus  ,  sequitur : 

II.«*>>**^»($.ft37.IK4.);  a^d-^<^lr»c^ 

(S«ft37«III»0- 
lll.mad  >  mbc  ($•  237.  n.  3.);  ^mad  <  ^mbc 

m  c 

(S.  «37.  in.  1.) ;  A"*  >  iv^  s»  iv  >  I ; 

a  c 

Log.  r-  >  Log.  ^  ubi  designantur  Logarithmi , 

qut  in  usu  sunt  ($•  237.  II.  5.  6.). 

Ex  his  formulis  I.  II.  IIL  sequitur ,  (5.  a370 
si  m  et  »  sunt  positivi. 

bc     .     bc    ^     ad         ad 
lV.a>-jid>^ib>-ic>j, 

V. 
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^*7>3'*7>ht> ^  «•  ^^7'lh 3.),  idcst: 

r*  Signum  >  manet ,  si  lermini  medit  vet  extremi  kmm 

\fnter  se  commufant* 
fi.  Signum  fit  ^^    si  imertuntur   Fracti^  id  esi:  st 

termini  medii  in  extremoSj  atque  extreml  in  msdl^ 

mutantur. 

«*>«</'«*>  5*7  '*'rf'   *  >rf:fl»'«*>«^* 

tf  ^  cim  ^-  „       ^ 

-^  >  j  ,  caet.  (S.  »37.  U.  3.)« 

Vm.  QuoDiam  nad>nbc  (%,  237.  It.  3.)  Addidone  et  Sut»« 

tractione  nascitur  ($•  237.  ll.  i«). 
i^aQmi  +  nd)'^^  (ma  +  nc^ ;     ^.a^mc-^nd^^cCma^^i)^ 
ft.a(mc  +  nd)'>c(ma  +  nb') ;     5.  aCnd^mb^^b.Cnc-^-ma)^ 
3.  a  (mb^nd)  <  *.  (fw<? — nc) ;     6« «  (nd^nw)  >  ^  (fd^^^ma^f 

atque  ita  aliae  formulae ,  sitfin^et^intf  inu* 

tatur. 

IX.  £x  quibus  consequitur  (%.  237«  IL  1.  3.) 

iJ^  ma+nc              ^  ;7r — /w^         .       ma — nd 
j.  r>-7 — j    atque  >  — ; ,  sed  <  -7 j. 

o     mb+nd  nd-^mb  mb-^nd 

a  ^  ma+nb  nb — ma        ,       ma — nb 

ft.  -> %    atque  >  — — —  ^  3ea  <  ■> 

^      mc+nd  nd — fw^  iwc — nd 

d^  md+nc                   nc — md        ,    ^  wif — nc 
3.  r>  -7 atque  >  ?  j  sed  <  -r -• 

^   b     mb+na  ^  na — mb  mb^na 

d     md+nb  nb^^md        ,   ^  md — nb 

4«  -> atque  > ,  seo  < • 

c^mc+na  na — mc  mc—na 

Nn  ^ 
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5.  -  <  ■  ttque  <    - — — ,  sed  >  - — ^r 

4i      ma+f9c  fic — ma  ma—nc 

*  a      ma^nb  nb — ma'^  ma — fil^ 

^  ^  ^^jrM  na — mb  mb^-^a 

'*  ?  ^md+nc    *  ^^  ^  ne — W  md^^ 

^    c      mc+na  na — mc        ,  ^  mc^fUf 

Velut ,  si  to  locum  a^  b^c^d^  m^  n pdilimul^ , 
*><f*»453»»,  erft  J>U,  sed<i;J>g, 
^  <  y  ;  clet. 

In  his  observandum  estt 

I.  Ex  singulis  hss  formtitts  duae  attac  ortuntaf^ 

Mlufaio  toco  terminorum  mediorum  ct  cxtrdnorum 

($•  ^39-  V.).    Velut  ex  prhha  formuta,   tiatitato 

lolco  tef ffiin6rui6  mediOruifi ,  i^rodlt : 

^     ^     b  a  b  a  t 

Wi^^^nd     fhb+nd  ?  nc-^ma  ^  rtd — mb    ma-^fic  ^  mb^^^na 
i*  m  et  n  pdssuni  Csse  quilibet   numeri^  dufit^ 
modo  sint  positivi. 
i.  Difefemiac  non  debem  esse  negativde.   (^M^-^ 

rc  %\  mb>nd^  utenduto  est  foniiula  r  <  X 

a      nc — ma      ^      ,  .  ^ 

Bon  vero^- >-^---..    Quodst   utta<{ue  fonnul» 

simul  utt  TelimQs,    iil  absnrda  dilabamur  necesse 

ma — nc      nc^^ma  .  .       a 

foret  siinul  inajor  et  minor,  quam  eadem  Qdisti- 

4- 


a     b     f     ^ 

4.  QttonMin  r  » ^  5  -  ,  ^  ...  «»t  Fiicti   v^ 

p     a     a    c 

sicivi^  js  Fractus,   quo  sunt  inioores,  etigm  est 

positivus^  ^uia  numerus  «e^tivus  mioor  est  po« 

fitivo  ($•  aoi.  VL  $•  2a($0*   l2^^^  utcrque  tcr* 

mnus  hujus  Fracti  dcbct  cssc  pasitiyus.  Itague^  si 

nJ  <  mi^  etiam  est  fx^  <  iiitf. 

X.  Universales  hge  formulae  ;magis   reddantur 

-particulares  «et  simplices,    posita   unitate  in    lo- 

cum  CoefficientiuHi .  1»  et  n.    £x  eo  autem   coVi* 

gitur: 


I.  r  ct :}   sunt  <  t—j   ^tque  >  V-^  ^'X.  !•  8.)* 
m.  -  et  -   sunt  >  atque  <  (IX.  5,  4  ). 


3.  -  et  r    sunt  <  7 —    atque  >  .  (IX.  6.  3.)i 


4.  -  et  T    sunt  >  -r —  atque  <  — ^  (IX.  a.  7.^. 

c       0  ja  '   c  c^^a 


4S/At^  b  a  ■••  -  «r 

5.  ~v  est   >  T ,  sed  <  -  atque  igitur  <  — ^  (IX.  s.  7*). 
r+a  <»  c  f — a 


*4^              *                rf                            ^     ^ 
6.  -^  cst   >  -,  sed  <  -  .    .    •    •    < (K.  5.  4.)« 


jj  1 1^  c  ts  w      v 

«•i:p«»*>^'»«^<r  •  •  •  •  <QCBt. ..«.). 

In  hisce  animadvertendum  est: 
i.  £x  singulis  his  formulis ,  ut  in  N^.  K.  duae 
aliae  oriuntur ,  mutato  loco   terminorum  medionim 
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et    extremoFum.     Ydut  es  formula  5.  6«  7«  9« 
prodic 

Z^b^c^IZi' d^^^H^'  ^<t—/ 
ft.  Diferentiae  non  debent  esse  negathae.    Quare 
qterque  terminus  Fracti,  qui  est  Differentia  nu« 
merorum  a^b^e^d^  debet  esse  positivus, 

P       R  P 

XI*  Si  ^  >  ^  patet :  si  ^  <   i ,    erit  etiam 

Jl  R  P 

j  <  I ,  atque  si  r.  >  i ,  erit  g  >  i.    Deinde  si 

jQ^rsJ,  erit  P>iR.,  atqqe  si  Pca/t,  erit  j2,<& 
£x  his,  collatis  cum  formulis  V  et  VII  ,  patet: 
I,  Si  b:;;^^^  erir  a>c.  8,  Si  mc^nd^  eritmtf>/?^. 


a.  S 
3-S 
4*  S 

6.  S 

?•  5 


a^bf  erit  r<//.  9.  Si  ma^nc^  tntmb<^nJ. 

a  <^,  erit  ^<^«  |o.  Si  mh^nd^  tnlma^nc^^ 

c>df  erit  a^b^  11.  Si  md^nb^  tfMmc^C^* 

b  >^,  erit  i?>r.  12.  Si  mc>na9  trkmd^nb^ 

a  <r,  erit  *<rf.  13.  Si  md^nc ^  mimb<na. 

ma<C^^f  crit  mc^nd^     14.  Si  mb^na^  crit md^^nc^ 

(confen  IX.  4.), 

,  XII.  Summa  terminorum  extremorum ,  si  alter^ 

uter  est  maximus^    alter   autem  minimus  termi^ 

puSf  major  ^st  quam   reliquorum  Summa^ 

Sit  enim  a  maximus  terminus  et  d  minimus, 

crgo — 5^5»  ^^S^  ^^^»   "^^^  ^ — ^  ^^ — ^t 

vel  tf+^i  >  *+c. 

Si  d  est  maximus  atque  a  minimus  termiQu.^, 
idem  valet ,  quoniam  a  m  d^  atque  d  in  a  mutare 
poasumus  (J.  239.  V.). 

$.  ft4o* 
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$•  940.  CeroU.  I. 
£x  qualibet    hanim    fonnulanim  sequitur    for<r 
nula  fundamentalis  r  ^^;    crgo  etiam  reliquae, 
quippe  quae  ex  hac   deriventur.     Ex  aliis  etiam 

if        c 

rationibus colligitur 9  esse  r  >^,  ut 

a  e 

\.  Si a^b  atque  ^  <  i/,  quoniam  t=:  i  et ^  <  i* 

a  c 

fi. Si  n  > ^  atque  ^=s//, vel cKd^ quoniam  r   >  >    ^^^^  3 

=2i,vel<i» 
\  a      h 

%.VLa>c  atque  *= ^, vel * < rf.        (quoniam  tum ^  > -^ , 


4.  Sitf=^,sed     A<i/,velA=»/(i).  I  f  ^^^ 

5.Sij=2^,velsi^  >j  atque  ^  >  j  (a% 

6.  S17  >t:  atque  •-•>^«  Tum  enim  r^?  atque  t>3* 

c      d            c      f  c      e  c      a 

7.Sij<^atque  -  <  j 2</*^^"^ /<?• 

8.  Si  j  >^  atque  y  y^ ->j>2^       - 

9. Sijj=j  atque->- ad z:sfe  ztqut  fi>ci. 

.Si^>^  atque  7S-,aut->-.    Nam  «rf  > /4,   atque 
/      ^  £:       tf  <r      <:  fc^cb  ,yt\fc>be. 

S*  a4Kf 

(1)  Euelidef.  Lib.  V.  Prop.  8. 
(ft)  Eaeiidti.  Lib.  V.  Prop.  i5» 
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$•  s^i*  ConlL  »• 

Ponamus  cissd^  ergo  r  >  i »   M  est,   a>  t. 

Qusre,   si  tf>^9  ttqne  ^  est  numerus  positiyus 

fqffilihett  etit  ($•  1^39.  X.) 
-a  ^a^  b+e^A 

i      6+c  a+c     a 


„ ,     a  p — €      b 

b     c     0  a     c      a 


3.  ^-^<y  et<i,M»<tf.    6.  ^— ^^-«^^««^r. 


$•  342.  CorolL  3. 

Quid  consequatur  f  si  r  >  -ftuit ,  si  termini  m^ 

dii  aequales  sunt ,  facile  perspicitur ,  ut :  *  <  V^C^^ » 
h^         b^  a      b  a^b  ^  i-^ra 


-  ct  7-  ^unt  > 1  atque  <  -~  caet.  <$.  i39»X. > 

a      o  a     0  t^^a 

%.  243.  CoroU.  4* 

^.a     <  ^s     a+c        ^s 

Si^tt^suttt>-,^tsi>-. 

Siten1m2<|f«go^>j(S.»39-X*)»^J1Bo>  7» 

8it^^,crgo^=^  '($.  J90.X),  -ergo^'^. 

$•  944.  CorolL  5. 

Quare  si  Fracti  singuli  J  i  jf  J  /  J  f  i  J   ^*^* 

res 


Ntti   T-^  atqne  ^   sunt  >  -  ,  (J.  043.)  cr- 
a+c+6  ^   s      ^      .    /?   ^     J 

«^  «^«^  h5?/>  7'  "'  ^^^'  f  >  7  '  '"' 

-    j/^  >  7 »  et  ita  deinceps.    Quare  cum  Fwc- 
«*fJ;l|;JJjff  n»i«ncs  sint,  quam  ^,  etiam 

$•  245.  Coroll.  6. 
At  vero,  si  r  ct  ->  sunt  <-,  erit  p-,<-. 
Nam  8«  J  >5,  ergo  ^<y   C$.  »39.  X.  8.); 
ergo  etiam  r--%<  -•   Idem  fit,  sl  r  s^.   Tum 
entm  ^=:  ^  CS-  ipo.  X.  i.);  crgo  <-• 

Quare ,  si  Fracti  singuli  r  in  979^9  T  •  •  • 

b     0     f     n     k 

rnmores sunt,  quam  - j  cnt  ctiam       .  ;f.l7i>* • 

s  j  I  c        -0 

minor ,     quam    ^,    Nam    . — «  et   •::   sunt   mi« 

$  b+d       f 

s  o+c+c 

Bores,   quam  -  ($.  «45.);    ergo    ^'[^JJT  "**■ 

nor 


ftS4   P*  IL  ^*  II*  SeOT«  IV.  DB  «ABQUALITATB 

nor  est»  quam  *^9  et    quia  euam  ^  mmor  est» 

qutm  -  ,  ent  — — _?     mmor,    quam   j ,    ct 

itt  ddnceps.     Ita   cum  Fracti  n  t  H »  tS  t  tS  ^* 

nores  sint ,  quam  ^ ,  erit  etiam  f 


J.  »47.  C^oIL  7. 

Ex  S*  23^ — ^39«  concludimus  omnino : 
.  Si  quis  Fractus  major  vcl  mimr  est  aliis  Frae^ 
$is  singulis ,  etiam  major  vcl  minor  cst  Fract^ , 
ctijus  Numcrator  cst  Numcratorum  ^  Dcnominator 
Denomlnatorum  Summa:  ut  Fractus  {^  major 
est  quam  singwli  Fracti  /^;^;//,  ;^;fty 
quare  ^  >^ ;  sed  Fractus  ^^  minor  est,  quam 
hiFracti;quare^<ft'. 

$.  248.  Coroll.  8« 

Sit  ^  ;  j  ;  t:  ;  f  •  f  •   ejusmodi   Series  Fracto- 

rum ,  cujus  quilibet  terminus  consequens  minor  est , 
quam  antecedens.    Quare 

1.  ^  <  I ,  sed  >  ^  atque  igitur  >^  (5.  a39.X.80. 
t.  ^.<  2  ^^^"^  ^^^"^  ^?  •  sed>-^  atque  igitur  >| . 

Cum  igitur  sit  y  >7r>»  ^"^ 
t.  /~T— ^>T— %;et  eodem  modo  sequitur 
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5.^i^I^<  ^^^  et  eodem  tiiodo  coHigittif 

6.  t^f±^*  <  ^i^ .  Bx  q uo  effidmr ! 

Si  cst  Scries  fractorum ,  eujus  ftMhi  MMfeKl 
canscqucm  nUnor  cst  quam  amcecdcm^  is  Fractus^ 
ct0us  Numerator  et  Denominator  cst  Stmma  om^ 
nium  Numeratorum  atquc  Denomnatnrtm  %  cst 
major  vel  minor  Fracto ,  cufus  Numcratot  d  Dc 
nominator  cst  eadem  Summa  ,  scd  sstUMis  UfwMst 
masumi  vel  minimi  Fracti% 

Sint  propositi  Fracti  |;|;f;|;f;f|  eijt» 
If  >S|,  sed  <f|;  vel  ^>f ,  sed  <|;  nbi  ig^ 
tur  ^  inter  duos  terminos  mecfios  Serid » f  et}»  M 
interposicus. 

Animadjf^ 

De  inaequalitate  Rationum  «  atque  de  ttodD,  ^ 
Euclides  Rationes  investigayit ^  egennir  ia  pii* 
mis.Garz  CJUgemdttc  Grdsscnlchrc ^  HaUeiSaoi^f . 
Pfleiderer  (Expositic  ct  dilucidatia  Litri  F. 
Elancnt.  Euelidis^  Tubing.  x^Sa.;  wcBgm  cjoidtti 
auctoris:  Deduction  der  EuclidischcH  Dcfbdckmn 
3*  4«  5.  7  ^^/  V  Buchs  dcr  Ekmcmc;  qiae  dii^ 
sertatio  invenitur  in  Hindenburgs  Jhckh  dcf 

* 

retncn  und  angcwandten  Mmhcmatik  Vol.aO  Haii* 

Oo  ber 


a86  P.IL  C.IL  Sbct.IV.  de  inaequal.  etc« 

ber  {Prapositionum  dt  KnHtmibus  intcr  se  diversis 
demonstrationcs ,  cx  solis  Lib.  V.  Elememorum  dc^ 
finitionibus  et  propositionibus  dcductac^  Tub.  1793). 
Confer,  Viri  clarissimi  J.  Nieuwcnhuis:  fFis^ 
kundig  Lccrbock  ,  Pars  l.  Sectio  I[.  p.  197  seqq. 
atque  etiam  Klugel:  Mathcmatisch  Wortcr'^ 
buch ,  Pars  V.  Vol.  a.  (editum  ab  J.  A,  G  r  u  n  e  r  t) 
ad  voccm  VcrhalltrUsf.  Nos  aliam  in  Rationibus 
indagandis  secuti  sumus  viam.  Uberius  cum  hac 
de  re,  tum  de  aliis  Arithmeticae  locis  egit  K. 
Ch.  F.  Krause  (Grundlagc  cines  philosophischen 
Systcms  der  Mathematik^  Pars  L  A.  1804); 
qui  Theoriam  Matheseos  isti  doctrinae  philoso- 
phae»  quam  amplexus  est,  congruam  reddere  co- 
natus  fuit. 


P.  IL  C.   IL   SECTIO  V. 

DE   PROPORTIONE   BT    PROGRESSIONE   HAR- 

MONICA. 

J.  a49.  Proportio  harmonica.     Definitio. 

.    Quatuor  numcri  a^b^c^d  dlcuntur   cssc  in 

Proportione  harmonlca  ^   si  ,  —  -,:  id  est:    si 

c — d       d 

Diffcrcntia  inter  primum  numerum  et  secundum  est 
ad  Differentiam  inter  tertium  et  quartum ,  ut  pri^ 
mus  numerus  est  ad  quartum.  Hac  igitur  in  re  dif- 
ferunt   Proportio  geometrica  et  harmouica,    quod 

Frac- 
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41— -j  a 

Fractus  — -j  in  priore  sit  =r,  sed  in  posterio- 


Utraque  Proportio  fit  cominua^  si  bz=ic.  Sunt 

igitur  cres  numeri  a^  b^  c  m  Froportione  conti- 

a — b       a 

nua  harmonica ,   si  7 —  =2  ^      Proportio  geome- 

/^«— f        c  •  ^       • 

a^-^b       a 
trica  continua  foret  7 —  =  r . 

b — c       b 

§•  250.  Problema. 

Definirc  leges  Proportionis  harmonicae^  sive  ex^ 

a — b       a 
poncre ,  quid  ex  aequationc  — -^  a  ^  consequmur. 

Solutio. 
/2-—^       a 

I.  ad-^bdznac — adt^.i^d.^^x^t^v.^ad^zrac^hd 

(§•  -oO;  ui^^6 
^^  bd       .      (^d — c^a  Co.a-^b^d 

"•  -«^  j^'  ^=  -7- ' '  =  -1—' 

//= -.  (S.  136.  §•  ao.> 

Non  igitur  ad  libitum  sumi  possunt  ^  et  ^  vel 
c  et  d.  Nam  si  a/i  =  i5,  velsi  ^nr^*,  ^  evanescit. 
Si  2^=^,  vel  si  dm^c^  b  evanescit. 

Numeri  possunt  esse  negativi,ut:  siatf<*,erit 
d  negativus.   Ponimus  enim,!?,  ^,  c  esse  positivos. 

ac  c 

III.  Sibznaq.em d=:  _—_=.-— (§.,33.3.) , 

2ar^aq     2—^ 

.  .  c 

atque  quatuor  termini  sunt ,  a ;  ^^ ;  c ; 


2—? 

IV. 


^^88    P*  IL  Gw  IL  Sect.  V»  db  Proportione 

etitm  e8se  fractus.  Quare  termini ,  salva  Proportionc  , 
f^  eundm  numerum  muUipUcari ,  yeldividi  possunt. 
Vdut ,  cum  numeri  9 ;  6 ;  4 ;  3  siut  in  Proportio* 
ne  Harmonica,  in  eadem  etiam  sunt  18;  u;8;  6 

itque  J;3;a;j. 

V.  Si  primus  serminus  est  uniias ,  termitii  sun$ 

$•  951.  ProUma. 

Defirdre  feges  Proportiords  harmordcae  continuac 

Soiutio. 

Sia^  b^  c  sunt  in  Proponione  continua,  erit 

j     u       ^  %ac 

— -  s=  -  ($.2490;  ergo  2iii:5aa*+A<: ,  undefci:  — 

Qm^m^  C  a^Y^ 

ct  r=-^»  ($•  136.  $•  aoO»  Non  igitur  ad  libituin 

sumi  possunt  duo  primi  termini  a  et  A.  Nam  si 
ftfts^»  ^  cst  iniinitus* 

§,  352.  Cor^//.  !• 
Tres  igitur  termini  sunt  ij;*; j-,  atquc,  si^si , 

illl  crunt  i;*;  — 7.Sifc^^,erunta;i7;; • 

a— ^  a— ^ 

Quare  si  £  <  tf  9  erit  ;  fractus  verus ,  atque 
ft  — ^  jT  >  1  •  Ergo  tum  primus  terminus  maxlmus , 
/^r/w  vero  minimus  tsu    Contra  ^  si  q  est  fractm 
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spurius  <  ft  9  primus  ^erminus  mimmus ,  seriius 
maximus  csi.  Si  q^o,  yel  ^  >  2^ ,  serfius  termlm 
nus  fit  negativusB  In  hisce  ponimus ,  ^  et  jr  esse 
pos|tivos. 

S*  ^53»  CoroU.  %. 

■     ■ .        :  J       I  b  .   p 

iS.  I6S.  loO  -  =  ^-^  =  jT^:~rr;  «•  ^33. 30 
'  ($•    165.    6.)  =      ' 


ry  ..111 

Ergo  tres  tennini  sunt  -  ;  —\ »  atque  &i 

p      pT^  X  p^2{S 

1  t 

primus  termmus  est  umtas ,  erunt  i ;  — > ;  — 5. 

Denominatores  igitur  terminorum  sunl  in  Pro* 
porsione  arithmesica  continua.  Ipse  numerus  d^ 
qui  etiam  potest  esse  negativus,    est 

(?-^)^-CH^^=^"5^'  atqttedid  potest 

Diferemia   harmonica;   quae  igitur  aequalis   esi 
Diferensiae  duqrum  primorum  terminorum^ 
sae  per  eorum  Productum. 

Sttia=33o,^=sa4,ergo  ^  =  ao;^=s-,^c=-; 


rf  =  — •     Termini  sunt:   ^^  J  -f  ;  ?  •    vel 
lao  I    '  i|   '   i| 

lao    120    lao    ^^  . 


S.  ft54- 
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J.  254.  CorolL  3* 
Numeroruro  a  et  c  terminus  medius  proportio- 
nalis  arithmeticus  —  ($•  195.)  georoetricus  (acy^ 

($•  20I.)  atque    harmonicus  ($«   &51O    ita 

sunt  in  Proportione  geometrica  continua,  ut  pri- 
mus  sit  ad  secundum ,  ut  secundus  est  ad  tertium. 

Nam  (^)  f—)  =acC$  201.L).  Sita=2,c=fij 

a+c  ,     »  2ac        32        16 

ergo  =  5 ;   («0'  =  4 ;  —  =  -  =  -  » 

•      16 
atque  s^^rr^:  — . 

$.  255.  Cor^//.  4« 

•Sr  tres  numcri  sunt  in  Proponione  arithmetica 
continua ,  Producta  ex  singu/is  binis  horum  numc" 
rorum  sunt  in  Proportione  harmonica  continua. 
Nam  sint  termini  « , «  +  5 , «  +  aS ;  ergo  Produc- 
ta  sunt  X  .  C«-hS)  ; » •  C^-l-aS) ;  C«4-3)  C^+aSy.  Sed 

in  harmonica  Proportione  est  r=: r  CS.  251). 

Sit   igitur  ^  =  «  .  («  -h  5)  ,   *  =  « .  C«  +  aj) , 

«*.r«+5^r«+aS)  ,    ^^  , 

aa .  C«+3)  — « .  C«+^3)  ^        ^ 

($.  133-  3^>      . 

$.  256.  Anlmadv. 

Nomen  ipsum,  Proportio  harmonica^  a  musica 
harmonia  desumcum  est.    Nam  si  tres  sunt  chor- 

dae 
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dae  tensae ,  quaruro  longitudines ,  quibus  solis  in- 
ter  se   differunt,    sunt  in    Proportione    continua 
bannonica,    hae  Chordae  edunt  sonos,    qui  sunt 
consoni,  quamvis  ad  harmoniam  gradibus  inter  se 
differant.    Velut,  si  longitudmes  sunt,  ut  numeri 
1 ;  I ;  f ,  vel  30 ;  24 ;  20 ,  hos  edunt  sonos :  sonum 
fundamemalem ,  Tertium  m£^orem  atque  Quin$um 
majorcm.    Si  longitudines  sunt ,  ut   i ;  | ;  1 9  vel 
ut    30  ;  20 ;  15 ,    edunt    Sonum    fundamentakm  , 
Qjiintum   majorem  atque  Octavum;    si  sunt,  ut 
i;^;|,  vel  ut  20;  15;  12,  hi  soni  sunt:  fun^ 
damentalisj    Quartus  major  atque  Sextus  megor. 
Sed  numeri  30 ;  24  ;  20  et  30 ;  20 ;  15  atque  20 ;  15 ; 
12  sunt  in  Proportione  hariiionicacontinua($,a53.)* 

§•  257.  Progressio  harmonica.  Definitio. 

Progressio  harmonica  dicitur  illa  numerorum 
Series^  in  qua  quilibet  tres  termini^  sibi  proxime 
succedentesj  sunt  in  Proportionc  continua  harmo* 
nica. 

§.  258.  CorolL  u 
Ergo  Progressio  harmonica  hanc  habet  formam 


ubi  m  terminus  est  =  — — r-,.  Sumantur  cnim 

p+ifn—i)d 

ad  libitum  ex   hac  Serie  tres  termini  sibi  succe- 

un« 


s9»    P.  Uv  C.  IL  Sbct.  V.  m  PMPofttKum 

r   '  I    ~      I 

uhdetenninifiunc  ->;  t— %;  T~:f»  Q*^'  suntfaPro- 

p   pr+a  fr+oa 

portione  hannoniot  contmua  (S«  ^SSO* 

^Dcnminatorcs  terminorum  sunt.in  Progressionc 
arlthmetica^  ctgus  primus  tcrminus  est  p^  scctm* 
Jus  p+ii.  Quae  causa  est,  cur  haec  Progrestio 
etiam  dicatur  Scries  arithmetka  rcdproca. 

$.  266.  GnrolL  2* 

Ek  Muldplicatlone  vef  Divisione  omnium  ter* 
minorum  Progressionis  per  eundem  numerum  ex« 
sistunt  novae  Progressiones  luirmonicae»    Etenim 

-  }  rw»  — 5}  •  •  •  ctiam  estProgressio  harmonica. 

Nam   si  ponitur  ^=^9   (f  ^  -*  ^  nasckur 

'  '^  ^         m  m 

Pirogressio  ^y^ip^  •••  ^^^  est  har- 

monica. 

$•  d6i«  CorolL  3* 


Sit  m  terminus  s  « ,  atque  4b-)-i  terminus  =:  /'; 
_         I  ,         I 

««o/*'^^^:^^'^^^^^:;^  (S.  137.). 


kT   tHlOORESUOlfE  liAllMdNICA*  ftjfjl 

hifcrMiia  harmonica  acquaiis  cst  Difcrcntiac  dui^ 
tvm  tcrminorum  \  qui  sibi  proximc  succcdunt ,  dhi* 
sae  pcr  ipsorum  Productum.  Ergo  regula^  po^ 
quam  reperitur  d.(%i  253O  ^^  generalis,  atqu^ 
irefertur   ad  quoslibet  tehninos  Progressionis  sibl 

succedentes;    unde  Proportio    ^—7-»  =3 —7-»  ttbl 
'  ^  tt'         ab  • 

19  et  ^ ,  sunt  duo  primi  termini. 

Sit  proposita  Progressib ,  cujiis  primus  temiiiiui 
cst  30 ,  secundus  24 ;  quae  est  hnjusmodi : 

lao     120     lao     190  .  110  ,  120  lao 

450789  3-H« 

, .    ^  I      ,        I  lao         ^,  lao 

ubi/>*=:-T-  ;</= —  ;/  = ;/9!i±s— — —  3^ 

30'         120'        3+/»  t        ^ 

£x  aequatione  ulcima  reperiuntur  omnes  illi  termi^ 

tii  Progressibnis ,  qui  ^unt  niimeri  inte^ ,  qudniibil 

sunt  Divisores  numeri  lao  ($.  i75etS.  i76*)>  ut: 

i^  =  i;a;3;4;5;6;8  ;io;i2;i5;2o;24i3d4 

«  =  ii7;57;37;a7;ai;i7;iii;  9  ;  7  ;  5  ;  3 ;  ^  ;  u 

Quod  si  autem  ponitur  ^=224,  3:!=  30,  erir 
,_        I    ^     I  ^  X  lao 


120  ""^       24'  t  _(^—^\       6—«* 

24       \  120  ^ 
($•  187.)  atque  Progrcssio  est: 

ido    iio    120    120     120    126    120 

"~—    9      —    ,     —     j  9  — —    j  ,       —        •     •    • 

5        4        3        a        I        o     ~i 

ubi  sextus  terminus  est  infinitus,  atque  formae  '-4 

(j.  162.  8,)  qui  est  transitus  ex  ^tatu  positivo  ill 

negativdm.    Simplicissima  fit  forma  Progressionis^ 

si  primus  terminus  est  unitas ,  quoniam  tum  /  s  1 } 

crgo  Progressio  est: 

Pp  IJ 
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I  I  I  I 

•  •  • 


X  ;  — ■  • • 


'  i-H/'  Hrtt^/'  i+3i/'  1+41/  *    *   I+(»J-^l)|/* 

ut ,  si  ^=  I  •  st  •  3  •  4  •  •  •  erit 

I  I  I  i  I 

'»345  «• 

II  II  I 


♦  '^      9  9  ^  9  •••• 

3         5  7  9  aw— I 

II  X  I     >  I 

>T>-  3      71  »71        ••• 


4        7  10         »3  S'»— * 

Difficilius  est  reperire  Sufnmam  hujus  Progressio- 

nis,    quam  vel  geometricae  vel  aritlimetlcae.    De 

hoc  deinceps^ 

5«  fl^a.  CoroU,  3^ 

* 

Progrcssionis  harmomcac  tcrmini  ^  pcr  acqualcs 
salftds  cxccrpti  j  noyam  constituunt  Progrcssioncm 
harmonicam. 

Nam  si  unus  continuo  tollitur  terminus,  Pro* 
gressio  est: 

X  I  t  I  I 

/  *  p+o.d '  p-h4rf '  p^6d  *  *  *  p^i(m — 1>/ 
Si  duo  continuo  tplluntur,  prodit: 

I        I  I  I  I 

- ; .1  — 7-,; ;  •  •  •  '      i^  caet. 

p   /H-^d  f+6d^  p-^d         /H-3  (ot— i;rf' 

ubi  pro  d  sumti  sunt  2^,  3^  •  •  • 

£x  quo  etiam   scquitur ,   trcs  quoscunquc  termi-' 

nos ,  ex  Progrcsiionc  harmonica  pcr  acqualcs  saltus 

cxccrptos ,  cssc  in  Proportlonc  harmonica  continua  : 

III 

Sit 


ET  Prooressione  Harmonica.         «95 

Sit  euim  p+2d:=2f'^  ergo  tres  termini  sunt 
y^p+^^pi^d'  ^"^  '""'  ^"   ^''^  Proportione. 

§•  263.  Animadv^ 

De  Progressione  harmonica  egit  J.  H.  van 
Swinden  (^Grondbeginsels  der  Meeikund6 
p.  115 — 125.)  Petr.  Horrebow  (opera  mathe^ 
matico  •  physica  Pars  I.  p/176  seqq.)  ejus  varios 
usus  ostendit  in  G^ometria  et  Physica. 


P.   II.   C.   II.  SECTIO   VI. 

JD£   PROPORTIONE   INTBR   QUANTA   CUJUSQUE 

GENERIS. 

§.  264.  De  natura  hujus  Proportionis. 

Ut  aliqua  possit  esse  Ratio  inter  duo  Quanti', 
ejusdem  debent  esse  generis  (§.  46.).  Inter  pon» 
dus  aliquod  ei  lineam  et  horam  nulla  omnino 
est  Ratio.  Ut  autem  definiatur  Exponens  Ratio- 
nis  mter  duo  Quanta  yf  et  j8,  ad  communem  ali- 
quam  mcnsuram  sive  unitatem  sunt  referenda,  quae 
igitur  ejusdem  est  generis  atque  Quanta,  quae 
metitur  (§.  55.  Proleg.  $.  6.).    Sit  haec   mensa* 

ra=Af,  atque -^=tf  .-A/;  5=2*.  ilf ,  ubi  tf  et  * 

a 

smi  quilibet  numeri ,  crit  r  Exponens  Rationis » 


ft^tf    P.  IL  C.  IL  Sect.  VI.  dkPrwortione 

Htque  oritur    Propprtio  jf  i  B  m  t  :  i  zz:  a  ;  i 

CS«  50— 540«    I^^  si  A  tt  B  sunt  lineae  rectae , 

ex  quibus  j1  conqnet  ^  merr|,  4  autem  5  me« 

tra,  mctrtm  est  communis  mensura;  \  est  ExpOf 

mns  RationiSy  unde  Proportio  Ax  Bz=r6\s.    S\  B 

est  metrum  9  ^p^t/fv  £  ^j/  mensura  Quansi  A ,  at- 

que  b  fit  unisaSjmdeA:  Bszai  i,  yt]A^a.B^ 

Sgepe  autem  accidit,  ut  Quant^  4  tt  B  duabua 

^iversis  unitatibus  9  quae  tamen  sunt  qusdem  ge^ 

peris^  definita  sint.      Ratio    tum  reperitur    mu* 

lando ,  Multiplicationis  vel  Divisionis  ope ,  alteru- 

tram  unitatem  in  alteraq.     yelut  si  A  ^ontinet 

5  metra  atque  B  6  decimetra,    unitates    eaedem 

redduptur ,  ponendo  5  •  10  =  50  decimetra  in  locum 

5  metvorum ,  quoniam  metrum   continet  10  deci« 

inetra,  adeo  ut  Proportio  fiat  Ax  Bz=iso\6.    Ej^ 

quo  patet,  ^£^0»  Qtjasna  essc  cjusdcm  gcncris^  si 

ahcrum    ahcri^    vcl  augcndo^    vcl  diminucndo^ 

aequalc  pofcst  rcddi.     Sunt  omnino  7  divcrsa  ge- 

nera    Quaptorun^ ,    in   quibi:s    versatur   Mathesisi 

pura   et  mixta,    quae    cnunierata   sunt   §.    129. 

Ileliqua  enim  qd  haec    referri  po.ssnnt^    ut  v*   c. 

cclcritas  ad  lineaip ,   quum  darp  tempore  punctum 

percurrit;  massa  ad  volumen  dati  ponderis  vel  ad 

pondus    dati    voluminis,  caet.     Caeterum,  qiiae 

(S-  190-T-aoi.  atque  §.  236 — 248O  exposita  sunt 

^e  Fractorum  aequalitate  et  inaequalitate ,  funda* 

nienta  constituunt  omnis  Proportionis  Quantorum , 

cujuscunque  sint  gcneris ;  quibus  omnia ,  quae  ad 

aequ^* 


niTER  QUAHTA  CUJUSQUB  GBNERIS.         %^f 

aequalitatem  et  inaequalitatem  Rationum  pertinent , 
superstrui  possunt, 

Sit  M  communis  mensura  Quantorum  AtiB  ;  M* 
autem  Quantorum  C  et  Z) ,  ita  quidem ,  ut  Azsl  aM ; 

b^hM;  CzscM';  D=dAf.  Si  g^^^j  eri^ 
A:  B^cC:  Z),  quod  ita  notare  possumus:  f  ff/^Tl^V 

Rursus  si  T  ©  )  =  (^) » erit  r  =s  j »  atque  quod^ 

cunque  ex  horum  Fractorum  aequalitate  colligituri^ 
atque  expositum  est  $.  190,  seqq. 

Si  autem  j*  >  j » erit  Tg  J  >  ^j)  J»  atque  rur- 

sus,  si  \^2j  ^  CZ) 3 »  ^^^  *  ^  J  •  *^^*^^  ^"^** 
cunque  ex  horum  Fractorum  inaequalitate  coUigi^t 
tur,  atque  expositum  est  $•  236 ,  seqq. 

Neque  tamen  ex  lubitu  in  iis  aequationibus  et 
formulis  pro  a^  b^  c^  d  ponere  licet  A ^  B^C^  D, 

Etenim 

^'  ^^  Cg)  —  CZ))'  atqueigitur -=:j,  sed 
M  et  M'  non  sunt  ejusdem  generis ,  perverse  po- 
patur  (j\j  =  ^^) ,  quamvis  vere  sit  -=j  •  Idcia 

coUigitur , si Cg ) > V.2)) *^^^b^3*     F^l^um  est 

(j^j  >  (n)j  quamvis  vere  sit  ->3«      Ut    si 

A  tt  B  sunt  lineae  2  et  6  metrorum ,  C  et  i)  pon<^ 

de« 
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dera  merds  cujusdam »  3  et  9  Ubrarum ,  vere  est 
C3)=Cs)'  s^"*  *''S"f'l«  «i'cat"r  C5)  =  CZ))^ 
Si  J>  cst  10  libranim,  vere  est  (d)^^^)*^* 

Si  Af  non  est  sAf' ,  sed  ejiisdem  generis  esr^ 
ponatur  M'  =  w Af ,  ergo  A = ^Af ;  B^hM ; 
C  n=  ^Af'.  =  fwrAf  ;    D  r=z  dM'  =s  ot^A/  ;    ergo 

^  *  ,0       c        ,  a       b    ••'^N      ^C^ 

<[lliproptet,  Sl y  =  j  ,  «it  -  =ji  CjJ  =  (.2>)i 

(^=Cb)-  «?>|.«i<(|)>CB>««»« 

(s)>(|) 

non  vero  Q    "  >  j  =  T  ^  ^  ,  nisi  Af  et  A/'  fuerint 

ejusdem   generis.    Idem   valet,   si  ^-)  >  Cj^» 

Quanta  enim,  quae  non  sunt  homogenea,  neque 
addi ,  neque  subtrahi  alterum  alteri  possunt« 

3.  Numeri ,  mn  Qjianta ,   intcr  sc  multiplicari 

» 

atque  aa  aliquam   Potcstatcm  intcgram   vel  frac^ 

tam  cvehi  poisunt.    Ita  quamvis  vere  sit  ad^zrzb^ 

atque  a^  d^^znb"^  c^   falsum    est   J .DzziB.C 

atque  A"»  D^:=z  B^^C*».' 

4- 


INTBR   QUANTA  CIJJUSQUB  GENERIS.         SpJ^ 

4.  Idem  valet  in  Divisionc.    Vere  est  d^zz-^ 

B   C 
sed  falsum  est/)z=  -4— •  Ouare  etiam  Rationes  ^:  B 

A 

etCiD  ita  designamus  Qz^^  (j)^  neconfundan- 

tur  cum  Fractis.      Haec  magis  perspicuuntur  ex 
Solutione  hujus  Problematis* 

$•  26$.  Problema. 
Dejinirc ,  quid  consequatur  ex  aequaUtatc  Ratio* 
num  (  o)  et  (^) ;  qualiacumquc  sunt  Quanta* 

Solutio. 
Sit  ^=^^;  Bz=ibM  ;  CzncM'  ;  D^dM\ 

Ergo,  si  (2)  =  (2^),  erit  J  ~  J,  atque 

I.  quodcunquc  cx  horum  Fractorum  aequalitatc 
verc  colligiturj  atque  expositum  est  %.  190— aoi» 

a.  Qzf)i=\nJ  =-=-  }  id  est:  rationcs  invcrsac 
ctiam  aequales  sunt.  Si  praetereail/et  il/^  ejusdem  sunt 
generis,  atque  M':=imM  ^  erit  etiam  ^)  =  —  j 

CB*\  b       ^C«v        mc    ^D^      md 

0^  =  m<l'  (■%)  =  -i  '  (■3)=' T  ■'    «■»» 

b  d  d  h 

5.  5=-;  -</=:r  -rf;  i)=3-  Css-  C,  caet. 

Si 
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6i  praeterea  il/et  Mf  sunt  homogenea,  atqueilf'=»oAf^, 

caet. 

Tennini  horum  Fractonim  ad  libitum  per  eun* 
dem  numerum  multiplicari  possunt  vel  dividiy 
atque  in  ipsoriim  locum  etiam  poni  Fracti,  ipsis 

aequales  (€.  190.  IX  et  X.) ,  ut  A=i    -*"   ,.  h ,  cact^ 

fnb-^-fui 

ti  ita  plures  aliae  aequationes,  Si  Af  et  AT 
gusdem   sunt  generis,    orit  edam 

vf  C 

4«  Si  Cs^^Cs)  *^^"^  MtiM  ejusdem  sunt 

generis ,  valent  enunciationes  $.  194.  G.  H.  J*  Si 
aiitem  non  sunt  bomogenea,  prior  tantum  valet 
I^ars  enunciationis  %.  194.  C» 

%.  ^6S.  CorolL  u 

De  Quantis  A^  B^  C^  D^  E^  F  ...  si  sunt 
homogenea,  valet  enunciatio  ($•  1^6.  L),  ubil 
k^  d^  f^  h^  k  possunt  etiam  esse  numeri.  Qua« 
re»  quod  de  partiendo  Tbto  dictum  est  %.  1964 
II.  III,  de  omni  valct  Quanto.  Partes  enim  atque 
Totum  sunt  homogcnea  Quanta. 


$.  ^67. 
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§.  967.  Coroll.  a. 

Neque  A^  B^  C^  D  possunt  efficere  Proportio* 
nem  arithmeticam  ^  vel  barmonicam,  neque  A^ 
B^  C  Proportionem  geometricaro  continuam,  nisl 
sunt  homogenea.  Quare  sola  Quanta,  quae  om« 
nit  inter  se  sunt  homogenea ,  Progressionem  aritb» 
meticam ,  geometricam  vel  barmonicam  constitue* 
re  possunt* 

%.  2($8.  Jnimadv* 

Pacile  ex  bis  positis  principiis  colligitur,  quae* 
nam  eorum  ^  quae  de  Fractorum  aequalitate  et  io» 
aequalitate  conciusimus,  referri  possint  ad  Quanti 
cujusque  generis.  Quare  In  iis  diutius  morari  non 
opus  esse  videtur.  Magis  ad  rem  videtur  esse 
accommodatum  9  si  usum  Proportionum  nonnullli 
exemplis  ostendimus« 

$•  369.  Dc  usu  Proportionum  geometricarunu 

Usus  Proportionum  geometricarum ,  cum  tn 
mensura  ipsa  prodeant»  maximus  est  et  uberrimus 
in  tota  Matbesi  roixta  et  pura.  Ira  in  Georoe* 
tria  pura,  practica,  in  Opticis  artibus  caet.  ubi* 
que  reperiuntur  Proportioncs,  quae  cx  similitudine 
figurarum  et  corponim  nascuntur;  tum  in  doctrina 
de  motu  et  aequilibrio ,  in  Astronomia ,  Tecbno* 
logia  y  Proportiones  inter  celeritatem  motus  ct  tem* 
put  9  spatium ,  quod  corpus  percurrit ,  vires ,  quae 
inotum  exdtant ,  impediunt  ^  vd  aeqoilihriuffl  coii- 

Q4  KH 


ttituunt.  Sed  cwn  gf^|la  t  €?  ^'s  disciplinis  pe- 
dtt.  utaccume  intelligantur,  Qiiantorum,  in  qui- 
\iis  versontur,  cognitioncm  requirant,  tantuni  ex 
/iurltbmetica  practica ,  discipiina  omnibus  fere  cog- 
oitlit  nonnuHa  exempia,  quae  earam  usum  illus* 
itfptf  liauriemus*    Ea  autem  sunt  iiujusmodi. 

quae  ad  Proportitmes  geofHCfgfsgs 

refcruntur. 

Huc  referenda  suntt  (i) 

4,  Probieoau ,  qpuruai  solutiQ  fit  par.  regutom « 
^liiar-uiiigo  4li^r ir/MO ,  sive  ir/utfirf^tquenonjlii 
4U^  tSeij.qiia  Sr9patiiofit$  qua$tus  terminm  t9 
JUsUtus  reUquh  tirminis  cjQgtiijJs  rcperitur.     Naoa 

l^  (^g  j  ==  ^2)3  *^^"^^  ^^  antca  posuimus , 
J:=zaM  iBzribMiCzn  .#'  ,  ^=//4^'  ?  efjt 
|s^|a^?^=^-    Q»are^  =  j.ilf';    yel 

#»^-?»  ft»y§  .^  P«  i?^  «»J  «jMjdeqi ,  siye  di- 

vefsi  generis.  Infinita  sunt  ProUemata  bujus  ge* 
neris ,  cum  in  aliis  disciplinis  mathematicis ,  tum 
!n  Aridimerica  pracnca.  Ita  si  pecuma,  quae  pro 
aliqua    merce    solvitur,    est    in    ilatione    Quan* 

tita- 

(i)  De  his  Problematihai  confer*  J.  de  Gelder  V.  cl« 
^rondbeginselen  der  Of^Jerkun^ft  p.  64o  sorfq.  ubi  abfjriM 
exn^siu  ittnl.  A.  G.  Kisin^er;  Jrorl^i^na^  dkt  SSL^^^'^ 


•^   1 


mTMr  QOMfTA  €l}yi§S^(jli  (OSMlfLifk        l^ 

titatis  hujiis  mercis  v.  c.  in  Ratione  ponderis^ 
afque  ji  tt  B  siiut  hujus  mcfrcls  a  et  i  'Sbtii^ 
O  et  D  autem  i  tt  d  ftore&i  i  p>6  ns  s6)veii#; 
crunt  il/,  una  libra  mercis ,  A/^  i^fi///  florenus  at« 

que  DzzL--  floreni;    id    est:    si  a  Hbrae  ht^os 

mereis  emuntur  e  fiotenls  ^  b  librae  ^usiem  sh^ 

eis    emunthf    ^    florenit.      Hujus    ctiaW    i^i^ 

x\i  cst:  Si  Vriguiis  dnnfs  fdehlss  l6o  pofM* 
^um  est  4  fitrrHfH^  foenus  aooo  fioretmrum  '  est 
80  fiorenii    Yiim   100 :  todoss^  flor. :  x  Sor.  ce#* 

go  jT  floreni  =  — —  \  4  florent  s=r8o  fl^r«    tb  fiOfe 

]00 

Ffoblethafe  M  ei  J»/'  ejuSde^iit  «tmf  f«ert*.  - 

4.  Ptdblerhata  ^  qitorurh  sdtutfd  ifikiiHr  pBf  l^ 
gi/^dm  invefsaJh  (riufn.  Sa^pe^  ^nlm  fit,-  u*  ^fm 
Ttitfoifc  B  augetur  tel  dirftinifitiif  ^  eidetrt  r«J* 
fttf  D  dinliniiatiir  vel   aug6atuf;'    tfridc?  PnopoWli 

(^-^])=:Qg),ubi^  est  aequalis  rationi  (^J^.scd 

ae  ^   X 

inversae  »   ita  ut  D  sit  =:-r  A/'=i=  r  C;    vflut  » 

si  ad  aliqiiod  0|>us  perSc^endm»,  re<(uiruatur 
/  dies ,  acque  n  operarii ,-  perspiettHm  est ,  sl  di^ 
mimikur  numerus  dierui» ,  augendum^  esse  opo« 
raviorura  Rumernm  y  atque  si  diminuit^r  operario» 
rui»  nwnerus,  augendum  esse^  numerum  dierua^ 
adeo  ut ,  sl  1  fit  t' ,  atque  n  %\  rf  ^  semper  sit 
tnz=it'W^  aut  txt'=rfxn^  Brgo  si!  ^craerKtiff ; 
qm  oper»rii»  (//)  &pm  nr^  «r  idedr  ^fjm  f  diok 

bua 
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tn 
btts  absolvatur,  crit  z/;?--;;   sed   si    quaeritur  9 

.qaot  diebus  (/')  opus  sit ,  ut  idem  opus  1/  ope- 

nuriis  absol vatur ,  erit  1'  =r  ^ . 

Quare  ad  propositam  Quaestionem :  $i  centum 
(n)  opcrarii  optis  aliquod  absolvere  possunt  12  (/) 
i/!rV&//5 ,  quot  operarii  Qnf)  requiruntur ,  qui  id  absof^ 

yant  8  (/Q  ^/^1// » Responsio  est  n^=  ^  •  100^150. 

o 

Si  autem  quaeritur  numerus  dierum  (O ,  qui^ 
bus  150  (//)   operarii  id  opus  abso/yere  possim  ^ 

crit  1'=:; —  53  8. 

3«  Prohletnata^  quorum  solutio  fit  per  Rationes 
Mnpotitas^  quam  dicunt  fieri  per  regulam  trium 
compositam.  Hujus  generis  haec  cst  quaestio; 
aio  operarii  tribus  diebut  aggerant  molem  ter* 
rae^  cufus  longitudo  est  125,  latitudo  52,  alti'- 
tudo  6  metrorum:  quaeritur^  quot  requirantur^ 
qui.  uno  die  aggerent  molem^  cujus  longitudo  sii 
460  f  latitudo  45  et  altitudo  4  metrorumf 

Soliditas  prioris  molis  est  125  •  52.  6  metra  cu« 
bica;  posterioris  autem  460  «45 .4  metra  cubica. 
Sumatur  numerum  operariorum  augeri  in  eadem  ra- 
tione,  qua augeatur  soliditas  moIis,siopus  peridem 
tempus  absolvendum  sit.  Quare  si  idem  est  tempus  ^ 
erit  125 .  52 . 6  :  460  •  45  •  4=  120  oper. :  x  oper. , 

:  460.45.4  10      ^ 

ubi  X  =2  ;;;   I20  ;=:  254  — .     Quoniam 

125.52.6  '''13 

Aiitem  posterius  opus  absolvitur  uno  die,    prius 

•  au* 
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ameiD    tribus    diebus,    numerus  x  est  triplictn- 

rarii. 

Ergo  solutio  fit  multiplicatione  terminorum  dua* 
nim  Proportionum : 

125  •  52  •  6  :  460  .  45  •  4  =  lao  :  x 
1  :  3  =    X    :  jf 

125  •  52  •  6  :  460  •  45  •12=  120  :  yS^) 
ubi  j  est  numerus  operariorum ,  qui  quaeriiur. 

Eodem  modo  solvitur  hoc  Problema:  foenus 
100  florenorum  in  unum  annum  est  4  floreni^ 
quantum  est  foenus  2000  florenornm  in  6  annos. 
Nascitur  proportio  numerorum  100:2000=4:;^^ 

ubt  mensura  sive  unitas  est  unus  florenus ,  ergo 

4 • 2000 

X  = 9  est  florenorum  nunierus ,  qui  desig- 

100 

nat    foenus    2000   florenorum    in    unum    annum^ 

6.4.  2000 

Ergo  6x  = =  4S0  floreni ,  est  foenus 

100 

in  6  annos.    Ejusdem  generis  est  Problema :  foe^ 

nus  1000  florenorum  in  12  annos  est  /^ooo  floreni^ 

^uantum  est  foenus  13000  florenorum  in  9  annos; 

quod  ita  etiam ,  ope  duarum  Proportionum ,  solvitur  s 

7000        ;  13000      =4ooo:x 
12  :     9  =    .T    :3r 


ergo  7000 .12:1 3000 . 9  =  4000 :  y  ergo  ^=557 1^ 

ubi  x{=     ^  =  7428- y  indicat  foenus  13000 

Qo* 

(1)  De  regalif »  qaai  inhii  praescripierant  Baiedow  «t 
K.F.  T«n  Rees,  ride  K,lugelMathem.LexiconT.V.p«748. 
etqof  X.iatner  Fortsttxung  d«r  lUehenkunit  p.  97  lOfiq. 
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\6i\itA  in   is  dlinos ;  5  idem ,  s^  ii!  9  ifAIM. 

4.  Probletnata ,  quorum  forma  universa  haec  est : 
Dividerc  Qjiamum  juxta  certas  quasdam  PrBpor" 
$iohes  numerorum.  Regula^  qua  solvuntur,  dici 
tolet  regula  societatis^  quoniam  plurimum  re» 
feruntur  ad  jacturam  et  hicrum  ^  ad  accepu  et 
expensa,  ad  fructus  et  sunirus,  inter  divcrsos 
bomines  consociatos  dividefi^. 

Haec  autem  Probletnata  duplicis  iuni  gBMHi. 
Prlui  est  bujusmodl :  Totum  aliqubd  T  iiS  divi- 
dere  in  partes  A^  B^  C^  D^  E  .••4ttJkla 
partes  sint  in  eadem  rdtione ,  ilua  J^nmHi 
a^b^c^d^e..j  id  est ,  tit  ^it : 
A_B^C_^D_E 
a  '^  b  ^  c        3  ^  e 

Solutio     Problematum     bujus    gonerl^    exposita 

cst  S.  196.  II.    Nam  si  szi^a+b+c+d-^e  . .  . 

T 
atque  -=:/,  erit  A::^at^  Bz^bt^  Cznct  ••• 

Sint  aooo  floreni  ita  dividendi  inter  quntuor  ho* 
mines ,  ut  partes  A ^  B  ^  Cj  D^  quas  accitiant , 
sint ,  ut  numeri  2.3.5.6.  £rgo  5=2+34-5+6=:  16; 


T       aooo 
t  =  -=  -— -  =   125,  ^go    ^=2/ =250  fl. ; 

jpttS/sa  375  fl  i  €=5/212625  d. ; 
D:=s6tz=s  750* 

^ec  regula  etiam  itdhibitur  ad  res^  edihpositHs 
H  partibus  y  quae  sunt  in  certa  quadam  ratione. 
%\\  V.  c.  dcWfipdAttdus  piiMs  JJyriifS  t\  f$  t>**^i- 
bus  Ditri,   10   partibus  sUlphuris,  at^ue  15  piN 

tU 


mk9t  Q»^m  mvms  fimwi    sa^ 

ti^us   carbonis.     Totum   dcbet  esse   laoo  Uhni^ 

jrHm.    Ergo  /moo,   -  ss  la  librassa/;  Quan« 

titas  nitri  est  900,    sulphuris   lao,  carbonis  180 
Iibrar|ip)« 

Alterum  genus  horuni  Problematum  hanc   habet 

fDrmani  ?  TQ^um  iiliquod  T  ha  dmderc  in  paria 

jt    t^  n   r,    1?        ^jI     B    B     C   C      D    D 

^,/J,C,Z),£...Ut^=^}p.j.=2;-^ 

ss  7  •  •  •  ubi  ^  et  j3 ;  r  et  7 ;  ^  et  I  •  •  •  non  sun$ 

inter  se  aequales. 

Efficiendum  est,  ut  Proportiones  eandem  acqui- 
rant  formam  ,  quam  babent  Proportiopes  prioris 
generis  Problematum,  quod  fit,  multiplicando  t£Xr 
minos  Fractorum  per  eundem  numerum ,  ut 

f^J^  _a  _  a(3yi      j^C^      y  _bcy\ 

,^.^      *^S      (^5>v  =  l=*i^caet. 

A         B  C  D         E 

*  ^^ ~ b^yi^ bcyi  ~  *^^ "*" bcds 
Jz=:J+B^C  +  D  +  E. 
s  ^apT^i-htl^yi  +  lfcyi-^bcdi+icde. 

T 
§it|==-,    undc    J=al3yi.s  i  Bz=:,bfi^i.i 

C=bcyi  ./;/)=: bcdi  .  /,  caet. 
Sint  V. c.  loco  floreni  in  quinque partcs  J^B^C^D^B 

ita  di  videndi,  ut  (j)==p(g  >=|  ;C2i)=^  <2>^ 

=3«4 


3o8     P. II. CIL SfiCT* VI.  DE Paoportiokb 

r 

=  384 + 57^ + 7ao  +  840  +  945 = 3465 ,  crgo  /  C3 

fooo      200 
~3465~693' 

atque -rf  =  384 .  /  =  1 10 122;  5  =s  576  •  /  s=:i66^; 

693  693 

Css7fto./=2ao7f^;   Z)=84o./=a4a    —i 

693  693 

n  504 

5«  Problemata,  quorum  solutio  versa$ur  in  de^ 
fifdenda  Ratione  intcr  duo  Qfsanta ,  ope  Ratlomtm 
intermediarum.    Ita  si 

Ratio  \jCS  est  definienda  per  has  Rationea: 

Ci)=^ 

ci)=:- 

Cf)=^ 

^f>   it  jsj'^  iti    E 

~ii    <:     «  a    c     e    g 

Quod  etiatn  per  Producta  repraescntari  potest ,  ut : 

X  .  £  =  mA 
a.Jlz=2bB 
c  •  B  =/^C 
e.CznfD 
g.  Dz=zhE. 

mbdfh 


ergo  M.actg^mbdfb^  ergo  ji 
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Quaericur^  qiM  pedes  Rheaanos  eoruituam  100 
pedcs  jtngUci^  si  81  pedcs  AngUci  suns  i6  pedes 
Paridenses  et  29  pedes  Parisicnscs  sunt  30  ped^i 
Rhenani.    Quod  hoc  .modo  propoiiitur: 

76.P:=ziiA 
100  •  ^=3  X  R 

49 
30.7(500=29.  81. :c,  ergo  xc=97-Y-# 

Posuimus  in  hac  Sectione » Quanta  esse  commeflk 
surabilia,  sive  eorum  Rationem  posse  indicart 
per  numerum  finitum.  In  loco  de  numerorum.Ra» 
dicibus  demonstrabitur  9  hoc  idem ,  quod  explicatwQ 
est,  valere  de  numeris  non  commensurabilibus. 


p.  n.  c.  u.  sECTio  vn. 

DE     FRACTIS     D  E  C  IM  AL  IBUS* 

$.  a/a.  De  natura  Fractorum  decimaUum. 

Si  quis  numerus  (ut  8345)  designatus  est  no« 
tis  Systematis  decadici ,  quaelibet  nota  consequens 
C^t  3) ,  si  a  sinistra  ad  dextntm  regredimurt  in« 
dicat  unitates  decies  minores  9  quam  aptecedens  no* 
ta  (8),  ita  ut  postrema  nota  (5)  designet  uoitate» 
simplices  ($•  41. >  Nihil  aucem  impedit»  quo« 
minu3  in  hac  Serie  ultra  has  unitates  si(oplj«es 
progcediaour  9  dununodo  comma^vfil  pwvtuniyvd 

Rr  ipfiml 


^io    F.  11.  C.  n.  Sect.  VII.  db  pRACtis 

diud  Bigniiin  post  unitates  simplices  posTtuni  slt , 
qt  distinguantur  numeri  integri  a  fractis.  Quod. 
^i  facimus,  notac  post  hoc  sighum  indicabunt  um* 
tates  fracins ,  quae  sunt  dcdmac ,  ccntcsimac ,  mil^ 
Icsimac ,  dccics  millcsimac^  ccntics  millcsimac  •  •  • 
partcs  unitatis  integrac ,  scu  fractos  numcros ,  qu(H 
.  rum  Dcnominatorcs  sunt  lo^  loo»  looo,  loooo, 
caet,    . 

Itaque    £14,587436    indicat  24   unitates   inte* 

gras,    5  decimas,   8  centesimas,    7  millesimas, 

4,.decies  millesimas,  3  centies  millisimas,  6  mil« 

lles  millesimas  partes  unitads;  sive  tianc  seriem» 

58         7        4         3         6 

Ergo  hi  Fracti ,  fost  comma  positi ,  habcnt  Dcno- 
minatorcs  omncs  formac  10" ,  ubi  m  est  numerus 
integer  positivus;  unde  etiam  dicuntur  Fracti  ^- 
cimalcs.    Eorum  autcm  Numcratorcs  sunt  numcri 

intcgri^    Quare  Fractus  ^  in  Fractorum  decima- 

loo 

lium  numero  non  est  ponendus.    Exponcns  m  si» 
niul  dcssgfjat  mtimum  locum  Fracti  post  comma. 

$•  273*  CoroII.  I. 

Quilibet  numerus  iV,  mixtus  ex  unitatibus  inte- 
gris  et  fractis  decimalibus,  liac  serie  repraesentari 
potest  J 

Nt=:a  .  10"  +  *  .  io*-i  ..*.  +/.io*+i».  10' 

*  •  • 

+11.10^    +^.io-i    ^q.KT^  +r.io-3   +/.IO-4..,, 

u1)).notae  a^  b^  e  ...  s  ...  repraesentant nuoie- 

4ros 
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ros  X9  ft,  3,  4,  5»  6»  7»  8»  9;  ita  ut  etiam, 
possint  esse  cifrae,  id  est»  o.  Fnu:ti  deci* 
males  habent  Exponentes  ne|;ativos*  Si  numerus 
est  04 9 587463 ,  a^  b^  c.  •  .1  sunt  o^m ests a , 
17=4,  ;p=^5,  $^  =  8,  r=:7,  caet.  Si  numerull 
non  habet  unitates  integras ,  n,  b^  c.n  sunt  o,  / 
idque  indicatur  posita  cifra  ante  comma ,  ut:  o ,  0043 
5=4. 10-3  +  3.  ior4* 

%.  274.  Coroll.  s* 

Numerus  fractus  dcdmalis  quantitate  mn  mu* 
tatur^  si  ad  finem  ipsi  adscribuntur  cifrae^  ut: 
0,431=0,430000  •«• 

$•  275«  Coroll.  3« 

Si  Practus  decimaUs  muitiplicatur  per  10,  lo^» 
10'  •••  10",  camma  uno^  duobuSj  tribus  ...  m 
locis ,  dextram  yersus  regreditur.  Si  ad  postremam 
notam  pervenitj  atque  ulterius  regredi  debeat^ 
numero^  qui  totus  jam  redditus  est  int^ger^  ad 
finem  adjiciuntur  cifrae  ($•  98.),  utt 

4.^345  X  10     =42,345       4»2345  X  »oooo  =4^345 
4»2345  X  100  5=4a3f45        45a345  X  100000=413450 
4*^345  X  1000  =  4234,5       4**345  X  io9      5=4ft345oocoo« 

$.  %76.  CorolL  4« 

Contra  est  in  Divisione.  Nam  //  Fraetus  do* 
cimaUSf  vel  numerus  integer  dividitur  per  10, 
10*,  10'  •••  10*,  comma  uno^  duobus^  tri* 
bus  . . .  m  locis  sinistram  versus  progreditur.  Si 
ad  primum  numerum ,  qui  jam  designat  simplices 


tw 


uni^ 


3fft    P«  IL  C  IL  S£Ct/VII.>m  PaAcris 

miunes  perfcnli  ^  ittque  uherius  progtedl  debeoi  4 
tpii  numtro  anteponufaur  eifrae ,  uc : 

^— s^  j53ift,345*  io-«  =30,42345 ;   4235. 10-^=0,00004235  ; 
100 

0,4235.  io-s=:p,oooooooo4235« 

$.  ^77.  CorolLs- 
Omnis  Fractus  decimsJis  hac  forma  repraesen* 

taripotestf  -^,  uU  lo*  designat  Denominatorcm 

BtHmae  mtae  dedmaiis.    Nm  fx  4t^  h^  c  ...  x^ 

pnesentant  decimas ,   centesimas ,   inillesinias  •  •  • 
partes  unitatis,  erit 

iV=5 -%+——+  —  ••.5=:^.io-i+*«io-H^«io"M-rf.io-^  — 
16    100     1000 

a .  io»-i+* •  lo^-H^ .  io»-r+rf .  io»-4 . . .  +p. 

10» 

ubi  Numecator  designat  numemm  integrum  ^,  ut :   o ,  2438 

*^  xo      100     1000      xoooo       10000 

§•  278.  Coroll.  6. 

Quoniam  Fractorum  decimalium,  atque  numero« 
rum  integrorum,  juxta  Systema  Decadicum  desig- 
natorum ,  eadem  est  ratio ,  Additio  et  Subtractio 
utrorumque  eadem  est  (j.  42.) ,  ut: 

l»35fi  o,X4793  81,3400 

2,5  X I  0,00^2  3  67,8964 

o,x22  0,00324    Residtiumest  13,4436 

Summa  cst  3,989  0,00006 

Summia  est  0,15746 

Sit 


D  m  C  I  M.-hL  I  B  Q  S.  |g^3 

Sit  Minueadu»  ip  ssi  3  ^  .5678 
Sint  Subtrah«j^;=s.  0^4698 

*=3  0,3575 
g=  1^^567 
Residuum  est  =^ — (<»+*-Hr)  =  11 ,  4838.  (§.  43.) 

§.  a/p.  Problem(U 

Repcrire  ProducSum  Factorum^  qui  sunt  vej 
Eraeii  decimalcs ,  yel  mixfi  .<«  mmcris  iusegris  ct 
Fractis  decimaUbus. 

Solutio. 

.      A       B  A      B        Ah 

Factores  smt    — et  —  ;  ergo  -—  •  — =  — --• 

lO^       lOf  IQ^     lOf        io^+f 

($•  137  et  $.  91.)  z=:AB.io-^Hy  (§.  i^aO- 

Ergo  numcri  sunt  inter  sc  multiplicandi^  tas^ 
quam   si  essent   integri,      Comma    autem   ita  cu 

collocandum^    ut  sit  antc  f  +  q  notas  decimales. 

A      B      C 

Idem  valet  de  quotlibet  Factoribus ,  ut :  — . — .  — 

lO^     lOf    10*^ 

Ergo  in  Producto  ex  duobus  aut  pluribus  Facto^ 
ribus  tot  notae  decimales  ab  intcgra  partc  pcr 
comma  separantur^  quot  sunt  in  Factoribus.  Sl 
ita  desunt  notae ,  supplentur  pcr  cifras  9  positas 
post  comma  antc  rcliquas  notas.  Quarc  si  dh 
teruter  Factor  fuerit  integer^  in  Producto  crunt 

tot  decimales ,  quot  fuerint  in  altcro  Factorc.  Nam 

B  '  '   * 

A.^rnssAB.  loruCi.  i4a.) 
lof 

.•      ■    •        ... 

Exern* 
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Exemph  sunt  hujusmodi: 
ft^X4,83  =11.8818;  o,aoo5»x 0,6003    =20,1^036015 
046  Xoy^3Six8,8i8;  0,002005  X  0,006003=0,000012036015 

d,345  X  0,000008=30,00001876« 


5»  280.  Problema. 
A 

Quotum  «^  ,  ctqus  duo  termini  Aet  B^vel  alteru^ 

ter  eorum  est  Fraetus  dedmalis  purus  aut  mix^ 
tut ,  mutare  in  Qtsotum ,  cigus  termini  sim  nume^ 
ri  ifitegri. 

Solutio. 
.  P.io-P    A         A    P        ^        P 

(S-  143O. 

Ei^  comma  deleatur^  sed  adjiciantur  Dividers' 
do  f— ^  cifrae  9  si  g  >/  ,  atque  Divisori  p—q  ci* 
ftae^  si  p>q. 

Ergo  si  ;  =  0 ,  id  est :  si  Divisor  est  integer ,  ei 
adjiciuncur  /  cifrae*  Si  autem  p^o^  !d  est ,  si 
Dividendus  est  integer ,  Dividendo  adjiciuntur  q  ci« 
frae.  ($.  275.). 

%.  281«  ProhUma. 

Qjiotum  -»  reperire^  cujus  duo  termini ,  yel  aU 

teruter  eorum  est  Fractus  decimalis  aut  mixtus. 

Solutio. 

Secundum   antecedentis    Problematis    solutionem , 

ita  Qtioti  formam  muta^    ut    termini  yus   red* 

dantur  integri^    atque   ipsorum    perage    Dhdsio^ 

nem.    Si  tum  accidit ,  ut  Diyisor  m  notis  im^or 
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si$  ,  quam  Dividendus  9  oritur  Fractus  dtcimalis  ^ 
ubi  m^i  cifrae  scquuntur  post  cmma ,  si  fri* 
mac  notac  Dividcndi  mi^orcs  sunt  quam  Di^is^Hs  , 
scd  m  dfracj  si  minorcs  sunt,  ut: 

■ —  =s  ■  r=  0,0144 ,  ubi  179=36—4=2 ,  atque  17  >  i&« 

I92  laoooo 

0,01728        1728  , .  ^ ^^  ^  ■  ^ 

— i—  == — ' — =  0,0072,  ubi  fvso— 4=29  atque  17  <  24« 
2^         240000 

Excmpla» 

-„,  0,00064      64        ^    118,818       118818       ^p  , 

X*  Uhipssqi ^=:  -c=i6;  — sa ^-=2483. 

'^    '0,00004      4  0,246  246 

0,64         64000      ^         118818     118818000 

2.  Ubi^>^;  — 2-I-53J! — =16000; -=3 — 

'    '^'0,00004         4  0,246  240 

=3483000. 

TTi  •  ^      0,00064      64  ^   T,i88i8     118818     ^  ^^ 

3.  Ubi/)>j;  -2 =— i-=o,oi6; 7-=— -r--=4f83» 

'^    '       0,04       4000  0,246      24000 

$.  282.  G^^/iL  I. 

Si  quid  est  residui  ex  Divisione  ($•  152.  f. 
159.)  9  adjectis  Dividendo  cifris  post  comma  (S* 
274O9     in    Divisione    progredi    possumus.     Itt 

2^=51122222?  •••=^,a66666..,,ubiFntt> 
15  15 

tus  decimalis  continua  repetitionenumeri6progredi« 
tur  ad  innnituro.  £x  quo  patet ,  quo  plures  notae  deci* 
males  (si  postrema  non  est  o)  in  quamodi  Fracto  post 
comma  sequantur,  eo  magis  accedi  ad  veram  ejus 

Quantitatem,   ut:  si  ponitur  ^=32926669  sup* 

plementum,  quod  serid  addi  debet,   minus  est, 

quam 


3.t6    P.  n.  Ci.  li  San,  VIL  or  FkAcns 

qutm  o,oooi ;  si  autem  ponitur ^  =2 » 2666666 

■.'...'        ■     '  *.  IS  --  '. 


minus  est,  quam  lOiyPQQoooz* 

Si  autem  Denominator  9  postquam  QuqtuSy  siv» 
Fractus  ad  minimos  terminos  reductus  est  ($•  180O 
cbnsfat  ex  soHs  numeris  2  et  5  eorumve  Potesta» 
tibus  9   Residuum  tandem  fit  =:  o  9  atque-  Divisio 

est  completa,  ut:  g  =  1,36  ;g =1,34375. 

Excmpla ,  ubi  numeri  redeiihtes  uncis  inclusi  sunt« 

ft  »*S      o  2«S*4  .  *4   -'- 

■    I"        '  X  ••  *  ~ '  ■- '    1  X 

=  -^  =  0,008(3)  •  •  • ;  '■    ■  ■■  ^ia       <,uD»oox 3(S)u 


a.3*4w5      lao  ^  t.34*S«^     7ao 

X  I 


•VWM 


«'•^.•♦♦P'/  5040 


0,0001(984196)* 


f  ,r 


X  1 

=  0,0000248(015873). 


a.3.4.5*6.7.8       403210    . 

I  _      I 

a.3.4.5.6.,7,8.9~  362880 

z 


,0000027(5573  i92ft398589o652> 


=0,434294481903. .  •  • 


2,302585092994«.  •• 

?-^  »«77^27(oo729927)^ 
137  ^^^^  ^      ' 

•^235f„  0^^8^4^^70^58^2352941176). 
'7  • 

%.  283.  CorolL  2. 

Explicatum  fuit  %.  153 ,  quomodo  numerorum , 
quonhn  posterrojfes  notae  sunt  cifrae,  Divisio  per 
5»  ^259  ^^  •  «-^  xeddaiar'  be&ax.    Sod  ope  Fnio» 


Decimaliius*  ^IJ^ 

torum  decimalium  quemlibet  numerum»  quamvis 
non  desinat  in  cifram,  eodem  faciliore  modo  per 
hos  numeros  di^dere  possumus ,  id  est ,  per  Potesta- 
tes  numeri  quinarii*  Nam  io^=  2/  5/.  ($•  94.) ;  er» 

go  5^  =~  ($.  136.).  Unde^=-j^(S.i65.6). 

Ergosippomtur=i,a,s,4,5,6,7...ent-=— } 

5      10 

N  aN  N  iN  N  16N  N  32N 
»5      100*125      1000 '635       io*'3ia5     10** 

^  =  ^^;— — =— 7-seqq.(confer.Tab.p.83); 
15625     lo^  78125      10'     ^^  *'' 

iit .  *^3  _  a.643  _  ^  643     4:643  „  ^^  -^. 

ut :  —  =  ■        =i2o.o ;  —  =  '         =  25*7^1 
5  10  a5        10* 

1^-1^-5*^44,  ——^=30,04115». 

Quare,  si  Divisor  cujusdam  numeri  N  est  for- 
mae  ^.  5^  ,  iV  primum  dividi  potest  per  5^,deiii* 
de  per^(S.  159.  p.  168.),  ut  in  his  exemplis, 
ubi  (similiter  atque  $•  282.)  numeri ,  qui  continuo 
redeunt ,  uncis  inclusi  et  desiguati  sunt. 

15  3  3 

^43  _  (g4»3)a  _  198,6  _      ,/,,,, o^n 
li  =  -7-  =  — -  »8.3(7i4«85). 

643_^  iaM_^      ^         643  _  (6.43)4  _,aS»ytt_  3  ^  v 
45  9  75  ""      3  3     ""  »»'^*« 

643  ^  (0*643)8  _  S.U4 ^^ 

-—  =3  ■   -  ■■     =  -T—  =  »»714  (<»)• 
375  3  3 

g4S  _  (0,00643)3»  _  o»ao576 

iiSxaS  9  9  '  ^  -^ 

Ss  {.  «14« 
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$•  284.  Coroll.  3« 
Rursus,  si  numerus  N  multiplicttur  per  5^, 

Pfoductum  cst  iV ♦  5^=5  — ^ — ,  ^t%.(9%^^S7^)  3 » «5 

^^«o$75)io»      20576 
■     ,i  g=  ——=643,  cact. 

5»  285.  Coroll.  4. 

Qwmod^  F¥acHo  yulgaris   r  fer  decimaUm  c 

muUipUMur   et  dividamr    per  se   patei.      Nam 

fffc  a  a 

X  r ±2  j ,  atque  j  :  r=s  r-  (§•  165.).  Eodem  mo^ 

4Q.t  ai  Fractio  deciitaaUs  c  ost  multiplicanda  Tel  divi- 

dcnda per vulgarem  j-,    fit  r  X   rss-r,   atquc 

'a      bc 

cxtzziz:  (S-  ^^S*^*     Si  Fractiones   decimales  et 

\  9      a 

vulga^e^  sunt  intar  sc  addendae  vd  subtrahendaCy 
vutgarc^  in  decimales  mutandae  sunt, 

$.   d85.   De  contracta  Multiplicathne 

Fractionum  dccimalium. 

Productum  duarum  FractioQum  decioialium,   iti 

quarum  aUerutra  sunt  1» ,  in  altera  n  notae  deci« 

xnales ,  quarum  postrema  non  est  cifra » habet  u^m 

notas,   ita    ut  ultima   nota  decimalis  a  designet 

^  •  iQ^^C^f «}«    At  vero ,  ai  sufficit ,  ut  p  aolae  no* 

tae  decimales  sint  hi  Producto ,  id  est ,   ut  ultima 

designet  a^  ^  postrcmae  m^^^n^p  decimalea  ui 

cakulo  omitti  possunt;    ex  quo  oritur  MukipU* 

catio  decim^Uim  conttacta  a  faciUor  ^  cujus  aatiH 

ra  haec  est: 

In 


DEClMALkBUS* 


m 


In  multiplicandis  cum  numeris  integris ,  tum  de* 
cimalibus,  possumuS  uti  secundo  schemate,  S.ioi; 
exposito ,  uH  MtiMpHcatio  non  indpit  a  mintma , 
sed  a  maxima  unltatc  Multiplicatoris ,  iti  ot 
schemt  slt  hujusmodi: 


7*65340958 
^,56307 

15530681916 
3,826704790 

459^045748 
2296022874 

5357386706 


At  vero  si  suffidt ,  ut 
in  Producto  sint  quinque 
decimales,  octavae,  no^ 
nae  •••  decimales  omitti 
possunt ;  non  vero  seztae 
et  septimae ,  quoniam  sum» 
ma  decimalium   sextarum 


Produaum  est  19,6162244922106. 

et  nonnunquam  etiam  septimarum  notarum  potest 
suppeditare  unitatem  aut  duas  et  plures,  quae, 
sint  quinti  ordinis.  Ergo  incipimus  Muldplica^ 
tionem  ab  ea  nota  deciouili  Multiplicandi ,  quae 
multiplicata  per  primam  notam  Multiplicatoris  ^  e& 
ficit  septimam  aut  saltem  sextam  aliquam  decimalem. 
Ita  in  sequenti  ezemplo  prima  nota  (2)  Multiplict« 
toris  multiplicat  septimam  decimalem  (6)  Multf« 
plicandi,  deinde  secunda  nota  (5)  sextam  dedat- 
lem  (9) ;  tenia  nota  (6)  quintam  decimalem  (o) ,  et 
ita  demceps  eodem  ordine »  hoc  modo  9  nbi  pro  58 


8  K 

posuimus  6 ,  quoniam  —  >  -^  • 

10   10 


7*6534096 
^^56307 

1593068192 

3,8267045 

459^040 

229602 

5355 

29,6162234 


aut 


76534096 
70365« 

153068192 

38267045 

4592040 

229602 

5355 

19,6162234« 
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ubi  Produccum  verum  est  usque  ad  qutntam  no* 
tam  decimalem.  Quoniam  in  Multiplicatione  a  dex* 
tra  ad  siiiistram  progredi  insuevimus ,  calculus  fic 
commodior,  si  liunc  morem  servamus.  Tum  au* 
tem  series  notarum  Multiplicatoris  invertenda  est, 
ut  in  secundo  schemate  fecimus*  Hoc  etiam  id 
habet  commodum,  quod  tum  perspicue  apparet, 
a  quibusnam  notis  incipiendae  sint  singulae  Mul» 
tiplicationes  partiales ;  ut  6  est  per  2 ;  9  per  5 ; 
caet.  multiplicandus ,  ita  ut  negligantur  omnes  nu* 
meri»  qui  ad  dextram  sint, 

Si  prima  nota  Multiplicatoris  est  formae  a  •  10»  , 
atque  quaeruntur  decimales  usque  ad  p  Potestap 
tem ,  id  est ,  usque  dum  ultima  Producti  nota  sit 
formae  10*/ ,  Multiplicatio  per  a  •  lo*  incipere  debec 
ab  m  -H^ + a  nota  decimali  Multiplicandi ;  cui » si  tot 
non  babet  notas  quot  sufficiunt,  adjiciendaesuntci- 
•firae.  Si  autem  m  est  Exponens  negativus ,  id  est ,  si 
prima  nota  Mulciplicatoris  est  mtima  nota  decimalis , 
MuItipHcatio  per  0*»  incipere  debetabhac^a— -1« 
nota  Multiplicandi,  Velut  si  796534096  multipli* 
candus  est  per  0,00256307,  atque  quaeritur,  ut 
Productum  verum  sit  usque  ad  quartam  decima- 
lem ,  MuUipIicatio  incipienda  est  a  p+2 — ^«0=6—3 , 
id  est,  a  tertia  noca  Multiplicandi.  Tum  etiam 
omittuntur  notae  Multiplicatoris  ad  dextram ,  quae 
non  •  multiplicanu    Ergo  calculus  fit  hujusmodi : 


7f^S3 
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7.^53        wt         7.653 
0,001563         3652 


15306  15306 

38*5  3825 

456  456 

fti  ai 


0,019608  0,0196089  quod  Productum  usque  td 

quartam  decimalem  verum  est. 
Exemplum  sumatur  ex  Geometria.     Haec   do» 
cet ,  peripheriam  circuli  inveniri ,  si  radius  circuli 
multiplicatur  per  6,183185307178  •  •  •   Sit  radius 
^iASj6t    metrorum ,    atque    quaeratur    peripherit  * 
usque  ad  pollices ,  id  est,  usque  ad  secundas  dear 
dmales;    rejectis   partibus,    quae  mmores   sunte, 
Multiplicandus    sit    prior    numerus,    Multiplicar 
tor  posterior,    quod  fieri  licet  ($•  750«     ^^8^ 
Multiplicatio  incipienda  est  a  septima  nota  ded- 
mali  Multiplicandi ,  quoniam  i99s3,p=:2,  ergo 
.3  + 1  +  a  =3  7«   Inverso  igitur  Multiplicatore ,  cal- 
culus  ita  instituitur : 

6,2831853         Si  idem  num^rus  N  est  Factor  pjiurium 

'"^3^      Productorum ,  quac  reperiunda  sunt ,  cojft- 

^^5663706      modum  est,  antea  componere  tabulam ,  in- 

2513272      dicantem  Producta  hujus  numeri  atque  nu« 

314155      merorum   I.2.3.4.5.6.7.8.9;    quae 

^6^      tabula  simplici  Additione  reperitur.    Si  N 

' ,, ^  ita  decies  sumitur,  perspicitur,  utrum  haec 

14737,9014  »  r      r  » 

quod  Productum  Additio  accurate  instituta  fuerit ,  ut  in  Exem- 

verumestvelus.P^^  proposito: 

queadtertiamde* 

cimalem. 
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Nzn  6,2831853 

fi  iVbsi 2,5663706 

3  ^=18,8495559         Ex  hac  Tabula  sumuntur  Producta 


5  ^^=31^4159265      partialia ,  quae  sunt  in  Multiplicatione 

6  //==37,6991118      et  Divisione  computanda.  Tott  Multi< 

7  iV=H3,982297i      piicatio  tum  In  Additioncm  muittur. 

8  jYs5o,2654824 
.9  iVs=56,5486677 

-lo  ife62,83i853o, 

J.  287,  J)e  contraeta  Divisione  numerorum 
integrorum  et  decimalium. 

Ez  hl^  facile  perspicitur  hiec  regula  Diylsionis 
eontractae  oumerorum  integrorum ,  quae  toti  nltitu^ 
contracta  Multiplicatione. 

Si  solummodo  requiritur,  ut  Quotus  yerus  A 
usque  ad  ptnnam  decimalem ,  atque  reliquarum 
dedmalium  non  habetur  ratio,  ita  agendum  est: 

Si  Diyisor  habet  m  notas^  aufer  Diyidend^ 
«—(^2)  notas  ad  dextram ,  atque  perage  Di^ 
visionem.  Sed  si  m  ^  p+i  adjiu  Diyidendo  et 
Diyisori  p+2 — m  cifras.  Si  quid  est  residui  ex 
Diyisione^  unam  aufer  notam  Diyisori^  atquc 
quaere  noyum  Qjwtum  partialem;  aufer  iterum 
mtam  et  quaere  tertium  Qjiotum^  atque  eodem 
modo  progredere  in  singulis  sequentibus  Qjiotis 
partidUbus.  Si  autem  Diyidendus^  sublatis  his 
m^-^Cp  +  a)  notis  ^  fit  mlnor  Diyisore^  Diyisori 
etiam  tot  sunt  auferendae  notae^  quot  requirun» 
tur^  ut  Dsysdcndo  minor  reddatur  ^  atque  isa  Di^ 
visio  peragi  possit. 

Er- 


a  I 
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E^o  H  solae  utdtates  quaerusituf  in  DMswis^ 
issquc  decimalium  nan  Ikaiesur  rasio^  Dividcndo 
m^2  nosae  auferendae  suns. 

Quinam  in  Quoto  sint  numeri  integri,  qutniiil 
decimales ,  facile  perspicitnr ,  ita  ut  nuUa  admo* 
nirione  opus  sit. 

Hoc  etiam  animadvertendum  est:  Si  notae  de* 
eimales  omissunSur  ^  ultima  quae  resSat  urdiasc 
augenda  ess ,  si  consequens  nosa ,  id  ess ,  si  prima 
nosa  omissa ,  aequalis  ess  nutnero  5  vel  nugor  esS  eo  ; 
(ut  fecimus  %.  286.)  cujus  rei  ratio  per  se  patec 
Si  una  sola  nota  omissa  est ,  eaque  est  5 ,  ultima 
ad  libitum  unitate  augetur  ^  vd  non  augetur. 

S«  2^88.  Explicatio  regulae  contractae 

Divisionss. 

l.  U(  haec  reguh ,  quae  in  calculQ  multum 
saepe  affert  commodum ,  illustretur*,  ^pectemus  pri* 
mum  exemplis ,  quomodo  agendunr  sit ,  si  quac» 
runtur  soiac  unisates  insegrae*  Ex  praescriptis 
DivideodQ  auf^^runtur  m — 2  notae.    Si  igitur  tia^ 

bet  n  notas,    servat  »— (i»--a)  ss  n-H— <b  w^ 
tas.    Per  se  intdligitur ,    hujus  regulae  non  easc 
usum,  ai  mapsi^  id  est,  si  Diyisor  unam  solam 
habet  notam. 
a.  Sit  1728009  diyid^dus  p«:  144;  ^fffi  mcmS 

atque  Di  videndo  una  nota  (9)  est  aufereiyb*  ^l  auum 

172800 

s  1200 ,  ee ,  quoniam  una  nota  est  sublata » 

144  »     » ^  » 

dfra  adjicitur  Quoto.  Ergo   hic  Quotus  est  12000  » 

si 
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si  unitatum  fractarum  non  habetur  ratio.    Quod 

per  se  patet ,  quoniam  —  multo  minor  est  ^  quant 

X44 

unitas. 

.   «  5187218244250  ^         ^ 

*•  Proponatur  ^ ^  =s  7309802.     Si 

709025 

dividimus  juxta  regulam  praescriptam ,  Dividendus 

servat  9  notas.  Nam  fn=6 ,  /m  3,  ergo  n+% — 1995=9« 

Haec  Divisio  eundem  Quotum  prodU: 

^        5i872i8  24,    Quotus  7309802« 
709045.    4967375 

2198432 
2128875 

709M*  638658 

^   56916 
7090.  56768 

148. 

e.  Quo  autem  numero  Divisor  multiplicatur » 
eodem  numero  Quotus  dividitur  (5.  i350*  ^rgo, 
si  Divisor  multiplicatur  per  10*,  lo*,  lo^,  Quo- 
tus  fit  73098 ,  02 ;  730 ,  9802 ;  7 ,  309802  (J.  276.) 
id  est  73098;  731;  7,  si  solae  unitates  integrae 
quaeruntur.  Idem  invenimus,  si  praescriptam  8e« 
quimur  regulam. 

Nam  si  Divisor  fit  70962500 ,  «1  est  8  atque  n  est  13. 
Ergo  Dividendus  servat  1H-2 — m ,  id  est ,  7  notas  , 
atque  Divisor  6  notas,  ut  Divisio  peragi  possit ; 
quae  ita  est: 


7096^5 


DBCIMALtSUi.  3«^ 

yoggaS-  J  4967375 1 

•««X»  «»9843 
7096«.  aia886 

7096.  6957 
7io*  6390 

Omnino  sumendus  est  8 ,  quoniam  Productum  5St 
una  sola  unitate  differt  a  567. 

Si  Divisor  fit  7096250000 ,  1»  est  10  atque 
^  est  13«  Ergo  Dividendus  servat  5,  et  Divisor 
4  notas.    Quare  baec  est  Divisiot 

7096>  I  49672  1        a^t  ita       7096-  j  49672 1 

2200  2200 

71^*  ftno  710*  ai30 


4 


70  70 

71.  71  i.    =3o,j>8 

*-•  7* 
— S 

Tandem  si  Divisor  fit  709625000000  ^  «1  cst  ii« 
Ergo  Di^dendus  servat  3 ,  atque  Divisor  2  notaa  i 

519  j  Quotus  7 ,  3* 
497  1 


71 


22 
7*  21 

1. 

n.  £odem  Humero ,  quo  muttiplicatur  DiWden* 
dus,  eodem  multiplicatur  Quotus*  Ergo  Quo* 
tus,  qui  tiabet  p  decimalea,  fic  numerus  ime* 
ger,  si  Dividendus  per  lof  muldplicatur ,  at« 
que  Problema :  quacnrc  Qj40$um  usquc  ad  p  dem 

Tt  ^nuh 
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eimaUs^  ident:  est  afe^:,  qiuuitercQtmum  usque 
ad  inUgras  unitates ,  si  Dsyidcndu$  muMplicatus 
fucrit  per  lof.  At  vero  tuni'  ESvideadus  acquirit 
19+^  notas,  atque  ipsi  auferendae  sunt  m  —  2 
notae.  Sed,  auferre  m  —  a  notas  ab  «4-^  notis, 
idem  est,  atque  auferre  m. — Cp  +  a)  notas^ab  n 
Boti8«  Ergo  ex  regula:  si  quatritur  Quotus  us^ 
quc  ad  integras  unitates^,  Dividcndo  aufcrcndac 
sitim  i»>^jL  iM/iver,.  sequitur;  si  qttam$ur  QfSBtus 
usquc  ad  p  dectmalct^  Diyidcndo^  airfcrenda»  smt 
i9t-^pHHs)  nptasi,  QuappofM;^ ,  si  prior.  regtla 
lom.est,  pQstenor  etiaoi.  vera  est#  Ek  quo  edan» 
sequitur ,  si  ^+a  >  10^  ipsi.DivideDfi)  esse  adji» 
r^endas.  ;/>-{-  a  -^  1».  cifras. 

Quare,  ttbic  iisdem ,  quibus  usi  sumos ,  utanmr 

uotis ,  si  quaentur  •  ut  verus  sit  •= — - — ^  T  ^ 

709625000 

usqQue  sAquaxtam  dedmalem,  f?  est  =12,  f»  est 
=  9   atque  ^  —  4 :    ergo  Dividendo  aufieruntur 
«' — Cp+a)  =  3  notae.     Conservat  igitur  9  no- 
tas»    Ergo  Divisio  eadem  est,  atque  «itea: 
709625  f  518721824  [    Quotus  730,9802. 

o-     .  .  518721824425 

Si    quaentur,  ut  verus    sit   - — ^-^  us- 

70962500000 

que  ad  secundam  decimalcm,  /7  est  12,  iw  est  11, 
atque  />=:2 ;  ergo  Dividendo  auferuntur  1 1 — ^41^:7 
notae.  Ergo  servat  5  notas,  et  Divisor  4. .  Di* 
^aio  eadem  est ,.  atque  antea :. 

709^  ^5187«  I    Quoius  7» 31» 


$•  dS^. 
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9^^ 


S.  aS^.  Coroll.  i« 

Si  DfvideDdits  tt  DiWsor ,  vel  slteratef  -eoniiii 
«imt  Fracti  decimales,  ante  Divisionem  mutaH 
possunt  in  numeros  imegros  ($.  s8o.3,  atque 
Divisio  contracta  fieri  potest  secundum  regulam 
praescriptam, 

Ut  hoc  exemplis  illustretur,  peripheria  alicujus 
circuli  contineat  14737  ,902^715  metra.  Quaeritur 
radius  hujus  circuli.  Ut  rqperiatur  radius,  periphe* 
cia ,  ex  rationibus  Geometiicis  9  dividenda  «stnu- 
oeff)  6  ,  3:831853.    £st  igitur  repeniindtts  {JttocnB 

.14737902271S    ^.  „^^^    ^338^  Qua|>repwr4i 

quaeritur  Quotus  nsque  ad  pollioes  ^  id  est ,  ttsflie 

ad  secundam  notam    decimalem  j  p  est  a ,  atque 

Dividendus  scrvat  8  notas   et  Divisor   7  5    *tqtje 

haec  est  Divisio  contracta: 

x«Q^,«irp4737902|    Quotus  11345,61 
0^83185]  12566370 


628319,  ^84957 

^^^32*  251328 

^^0,    35247 
6283.  3,4,5 


Si  quaeruntur  solommodb  tnetra, 
atque  palmarum  et  potliaun  .4Dion  ha« 
betur  ratio ,  Divisio  haec  est : 


^^^3^     125664 


Quotus  2345  >  6 


628. 


3^32 


rt' 


768 

63-  63 


''"3'  18849 

a866 
251  a 


628. 


6.  39. 


Si 
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Si  quaeritur  radius  usqne  ad  sezttm  dedmt- 
lem  9  nullae  potae  Dividendo  auferuntur ,  quontam 
«►— (^0=8— (6-|-ft)=ao.  Ergo  Divisio  haec  cst: 
/5*0«;«^.  I  H7379oaa7i5  |  Quotus  4345»  fiioooocu 

*^83i85.  376991 10 

^  «    628320 
^*83iP-  628319 


I 


=:o,oooooi«..« 


028319 

81  ez  his  quaeritur  Ratio  inter  radium  et  peri« 
pheriam   circuli   usque  ad  septimam    JedmaUm » 

quaerendus   est  Quotus   'iZlZjiSiiZi^.     Haec 

«45»<Si. 
Quaestio  etiam  in  hanc  mutari  potest:  quaerere 

Q  1473790^2715      1473790*271500 

uotum  ,.  '''"'  ^       a  ■'  ^^^ — ^^  ^      usquc 
2345,61  »3456^ 

ad  unitates  intcgras.  Cum  igitur  sit  fC3i4,i9!i=;6, 
guferendae  sunt  Dividendo  m — 9=34  notae.  Ergo 
Divisio  est: 

^    1 1473790*27  I   Quotus  62831853 

•34561  {  i4737;6763  | 

^n.^<     43464 

^3450.    ^3456    ergo     vcrus     est    Quotiis 

20008    6,2831853.  usque  ad  septl- 
^34  •  18768    mam  decimalcra. 
1240 
^35-  U7S 

^.    ^^ 
^3-  69 


•-4« 


$•  apo. 
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Dc  comerttnJUs  Fractis  vulgaribus  farmae 

^  et  ^  in  Fractos  dccimales. 

Fncti  vulgares  cujusque  formae  convertuntur 
in  Fnctiones  dedmalesy  adjiciendo  cifras  Numera* 
tori  post  comma,et  dividendo  perDenominatoremf 

m  -  =  — -sso,75. 
4        4 

Hac  autem  commutatione  duo  oriuntur  harum 
Fraaionum  genera ,  quorum  alterum  constat  ex  fi« 
nito  numero  notarum  decimalium  ;  alterum  ex  nu« 
mero  non  finito,  cujus  exempla  vidimus  (5*  ftSft 
et  283).  Prioris  generis  sunt  omnes,  eaeque  solaen 
quae  nascuntur  ex  Fractionibus  vulgaribus  foroae 

—  et  -^  9  id  est ,  quarum  Denominatores  sunt  Potes« 

tates  numeri  binarii  et  quinarii. 

Exempla  formae  -^  et-^  bujusmodi  sunt: 

II  II 

I      t  I       I  ^ 

^=:-=:o,a5  -^  =-.=0,04 

\  =ij  =  o,ia5  -^^  =p=o.oo8 

^^:=\,^o,o6iS  -g^j  =:i;=o,ooi6 

II  II 

-a-,  =  o,o3ia5        —=-,=0,0003. 

i  =^3  =o,oi5tfaS       j^=p,=o,oooo64 

•^  S3  -%  ss  o,oo78ift5    rs — —  "%=3  OyOOoboioS 

atque  similiter  alia. 

5.  »91. 
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$•  sj^i.  CorolL  u 

Fracdo  igitur  •- sao, o#..5*  coi»tatcx«in<>' 

tis  decimalibus »  quarum  posteriores  designant  Po« 
testatem  5*;  priores  autem  sunt  dfrae,  Quare 
harum  cifrarum  numerus  est   m — n^  si  Potestas 

5»  indicatur  n  notis ,  sed  -  >  r  r  -  iiM  habent 
bas  cifras. 

Simifitec  Fraetto  —  c=:o9  0«««ft*  coostttcac  m 

5* 

notis  decimalibus,  quarum  posteriores  efBciunt  Po^ 
testatem  &*;  priores  autem  sunt  cifnie.  Quare 
Ibarum  cifrarum  numerus  est  m — n ,  si  Potestas  2^ 

indicatur  h  notis ,  sed  Fractio  -•  has  cifras  decimales 

non  habet, 

Tabulae  p.  81  etp.83.  monstrant  posteriores  dc- 
cimales  usque  ad  30  Potestatem  ,  idest,  ubi  isnso. 

%.  5292.  CoroU.  2* 

-r  et  —   habent  etiam  m  notas  decimalcs ,   qua- 
a*     5*  '    * 

lescunque  fuerint  Numeratores  AtlB;  dummodo 

jt  et  ft*  atque  B  et  5*   sint  numcri  inter  sc  pri^ 

mi ,  id  est ,  tales  sint ,  ut  A  non  contineat  Facto- 

rem  2,  neque  B  Factorem  5  (§.  177.).    Hoc  cx 

natura  rei  patet ,  si  ^f  <  2"»  atque  B  <  5*. 

Si  ^  >  a«  et  ^  >  5» ,  oritur  Fractio  mixU  ex 

numero  integro  et  fracto  decimali  m  notarum. 

Sit 


J>  B'C  V-m  J^h  I  9^  U  St  ^ 

SkeBi2at-^r:j+—  «  ubi/  estmtegecytt^uer^ 
qui  est  residuos  a  Divisione ,    minor  est,  quam 

ronstat  ex  m  notfs    decimdlGius» 


r 


D 

IdJBa  cUMidum  est  de.  r;^ 
Exempla  rm  illustrabunt : 

4=30,75  --=20,4 


4  5 

1=0,375      f6==",437ir     |:==«^,tf       |=^i«» 


8       '    "      16      "    -^      5  "5 

1=0.875     -,=».6875     - 

^|=o,x875    f^=-,8»5    4 

l=«rf^5   i*J?«,9375    4=0,1«     H. 
atquA.fti  4/>^  et  ^>  sp* 

V=>+|=''3'5    i=-<i='^  l=^.f;=«'''- 

53  5  Ii2iS^  I 

i-d=3+Ii=3>3"5    -=54^=5.04 

Inr  Fractionibus*  fbrmae  ^—  ,  tria    esse  potf» 

a^  5f 
sunt: 

!•  Sitmtisn..   Ergo =3  —  s;^o,oo.«.i) 

•  ii*  5?      lo* 

ubi  ih  secundo  Factore  sunt  «9— >i  cifrae  post  comma. 
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.ft.  Sit  fli>0,  ita  nt  mssn+p,    Eigo  — ^ 

S5  -  =a  ■         =5  ,  ubisuntii^i 

«•^••a^       io»a^  a^ 

dfrae  post  comma» 
3«  Sit  19  >  09»  ita  ut  nttdm+^.    EfM  ■■  ■  ' 

s—  ■  s3  ■  =s    ■  «  ttbi  sunt 

a»5*5'       io«,5^  5^  * 

»— I  cifrae  post  comma. 
EzempU  sunt  hujusmodi : 

IX  XI 

— i  =  —  S3  Oyoooi ;  -r— r  =s  — -—  rs  O90002 ; 
4*54      |o4      ^        *a*5*      10»  ,5        •        • 

»  ^  9  ^ 

-r-^=:  — — 7  C3  0,00125;  -—  53  O|0050ft5; 

ft*5*      io**a»  ^'1600        ^.        •" 

— ^^ —  s  o^ooooia,  et  ita  alia. 
a^oooo 

5-    S93* 

Bt  comtrundis  FracthtUbus  vulgaribus  formae  ^, 

//1  Fracthncs  dccimalcs;  uH  Baut  cst  mtmcrus 

primus    diversus  a  2  ct  gj  ^^^  contincC 

Bivisorem  numerum  primum ,  diycr» 

sum  ab  his  numcris* 

Si  Denominator  est  alius  numerus  primus^ 
quam  a  et  5,  vel  continet  Divisorem,  qui  sit 
numerus  primus  ab  his  numeris  diversus,  Frac- 
tio  decimalis,  ex  tali  Fracdone  orta,  constat  es 
notis  dedmalibus  numero  infinitis;  quoniam  nuUa 
Potestts  numeri  10  per  alium  numerum  dividi 
potest,  nisi  per  a«  et  5«. 


DuctUALiUvs.  83  j 

Hanim  autem  Frectionuni  decimaliuin  id  prq« 
jirium  esty  ut  consteot  wt  ex  uua  nota,  wnfi* 
auo  lecurreme^  aut  ex  pluribus ,  quarum  Totu^i 
condnuo  redit.  Id  Totum  dicunt  Periodum  Fra^ 
tf,  quat  igitur  aut  udius  notaci  aut  plurium 
notarum  esse  potest.  Quare  bae  Fractiones  cou« 
stant  ex  Periodis  aequalibus ;  cujus  causa  in  prom^  ' 
tu  est,  Nam  si  pergit  Divisio,  idem  Resi^ 
duum,  quod  antea  fuerat,  citius  vel  tardius  re« 
currit;  quod  igitur  eandem  rcferre  debef  Perio» 
dum. 

S.    »94. 

l)e  Fractionibus  dccimalibus ,  ortis  css  Fraetionibut 
vulgaribus  fermae  -  ct  —  ;  uhi  »  cst  numerus  . 
primus  divcrsus  a  numeris  ^  U  $. 

Quod  ad  Periodos ,  inprimis  contemplandae  sunt  iUatf 

Fractiones  decimales ,  quae  sunt  formae  - ,  atque  -j^j 

ubl  »  est  numerus  primus  diversus  a  tiumeris 
ft  et  5«  Reliquarum  enim  Periodi  per  barum  Pe^ 
riodos  definiendae  sunt. 

Id  jam  statim  apparet ,  Periodum  Fmctionis  -^  noa 

posse  esse  plurium,  quam  » — i  notarum.  Resi* 
dua  enim   debent  esse   minora,  quam  «;  quare 

Fractio  ~ ,  ubi  plurittium ,  habet  soIUmmodo  §tr^t 

Vv  Re- 
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Kestdoa,  Quapropter,  si  jam  ex  Divisione  pro- 
dierunt  baec  «— i  Residua»  necesse  est,  -ali- 
quod  eorum  redire  in  sequenti  Divisione  pap» 
tiali. 

Praecipuae   auttai    Periodi    hujus    gcneris    bae 
sunt: 


Periodos       ^ 
I  notae  habet    —  =0,(3). 


2  notarum .  •  ^  =x>tCo9). 

li  ^'^ 


8 


lo 


II 


12 


Z.  =r*  =»»(037)  f  tt  ^  =»,(oft7). 

37 


I 


101 


,(0099). 


-  =0,(024  39)  9  et — =0,(003  69), 

4^  271 

-  =0,(142  857),  et  i  =0,(076  923). 

^^=0,(004 184O,  et^=o,(ooo2i5f  > 

•;«  =0,(013698  63),et-i.=o,(oo7  299  27). 
^^3  137 

^^^^=0,(000002  997),  cti  =0,(012  345  679] 


9091 
I 


,(000  109  9989). 


•  iiiiiiiiiii^  ^'^^^'^  "^  ^^  ^9). 
I 


•    . 


9901 


,(000  loc  999  899). 


Pe 
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Pcfiodos   j 
13  nour,  habet  —  s30,(ois  658  227  848  x). 

-  =0,(018  867  924  528  s). 
53 


«65371653 


,(000  000  000  376  83). 


14  •  •  •  — =ao,(ooo  001  099  999  89). 

909091 

15  ...  —  =0,(031 258  064  516  129). 

3^ 


29061 61 


,(000  000  344  096  559). 


16  •  •.  .  -=0,(0588435^9  411  764 7). 


58821353 


,(000  oo«  169  999  998  3). 


18  .  .  .  ^=0,(052  631  578  947  368  4121  > 


,^000  019  018  999  980  981). 


5^579 

ao  •  •  •  ——=0,(000  000  010  099  999  998  99> 
99009901 

^fti   ...  -  =0,(023  «55  813  953  488  372  093). 

22  •  .  .  -=0,(0434782608695652173913). 

o 


TTi = r;T==°»°°' *^4  4^*  8**  9*7  355  37 1 9- 

II'*    121 

24  .  •  •  .         1 1,(000  000  010  000  999  999  989  999)« 
9P99O0OI 

»8   .  •  •  —  =0,(034  482  758  620  689  655 172  413  793  !)• 

29 

•    •    •    -r-ao,(oo3  558718  861  209964412  811  3879). 

2oX 
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Periodi  Fractionum ,  quarum  Denominatores  sunt 
numeri  primi,  plures  habent  fiotas,  quas  hoc  ali! 
loco  describere  non  videtur  esse  necessarium.  Ve» 
lut ,  si  »  est  Denominator  Fractionis ,  atque  nume^ 
rus  p  declarat ,  ex  quot  notis  coQstent  Periodi : 
f|i^est  =  47,p  esta46.  Si  oc  est  =3131,  ^  est  =  130 


49  •  • 

4* 

59  .'  . 

58 

61  .  « 

60 

67  .  • 

•   33 

55:; 

35 

41 

89  .  . 

.   4* 

97    .  . 

.  96 

103  .  , 

'       34 

107  . 

.   53 

109  , 

.  108 

H3.  • 

ita 

147   . 

.   41 

139  ..  . 

46 

149  ..  . 

I4S 

151  ..  . 

75 

157  ..  . 

.   78 

163  ..  . 

81 

167  ..  , 

.  166 

173  ..  ■ 

43 

»79  .  . 

.   5» 

181  .  . 

.  180 

X91  .  . 

•   95 

193  •  . 

,     192 

197  •  . 

.   98 

199  .  . 

T>     _. •  

.   99 

*  NumcruS' notarum  periodicarum  Fractionum ,  qua- 
fum  Denominatores  suqt  Producca  cx  numeris  pri- 
inis ,  facile  ex  his  cogpitis  reperitur.  Quod  quomo* 
dofiat,  docent  theoremata,  quae  sequuntur;  qui- 
'0JUS  ctiam  natura  Imrum  Periodorum  et  ratio  magia 
iUustrabitur. 

§.  295.  Theorema. 


Fractio  formac 


,  vbi  p  cst  numcrus  in* 


10/* — 1 

$cgcr  positivus ,  CQnvcriitur  in  Fractioncm  dccima* 
lcm  pcriodicam  ,  cujus  Pcriodus  continct  p  notas. 

Dcmonstratio. 
Fractioneni  dccimalem  ,in  quam  convertitur 


lO^  — I* 

esse  periodicam  ex  eo  patet ,  quod  xpf— i  major 

«t. 


D  E  C  I  W  A  L  I  B  U  f  •  $37 

est ,  qtfam  ft  et  5  ^  atque  nulli  horum  numerorum 
Potemti  aequalis  esse  poteBt.  Omnis  enim  Po- 
testas  numeri  2  par  est  numcrus,  atque  omnis 
Potestas  sumeri  5  desiait  in  5.  Sed  lo^— -i  desi* 
nit  in  9,  atque  est  numerus  impar.  Quare  haec 
Fractio  cst  periodica  ($•  293O 

Hanc  autem  Fractionem  decimalem  habere  Pe« 
riodos  p  nocarum,  sequitur  ex  iis,  quae  $•  &i5. 
dicta  sunt  de  Progressione  geometrica  infinita.  Nam 
si  s  est  Summa  terminorum  ,  q  Exponens  Progres- 

sionis  atque  a  primus  tcrmlnus,  erit  s^sz-—^. 

^                                                     a  lo*^ 

Ponatur  az^q^^znorP^   ergo  i=r  = 

= '    '(S''33'3  ct§.i4aj.  CumautemProgressio- 

ais termini  sint  lorp ;  lo-v ;  io*3^... erit js 


lo^ — i 

^        i         i 
e  io->  +  iQT^P  +  lo^s^  . .  •  = 1 — ■  "4         ••. 

10?     Io«/    loV 
ad  inSnitum;  ubi  primum   membrum  aequationis 
est  Fraetio  vulgaris^   secundum  autem  membrum 
Fraclio  dccimalis  periodica ,  in  quam  mtaatur* 

Haec  aequatio,  quae  etiam  continuata  Divisione 
reperitur ,  id  ipsum  indicat ,  quod  enunciatum  est 
in  Theoremate.  Nam  si  p  est  j ,  a ,  3,  4,  5  •  •  • 
necesse  est,  Periodos  totidem  habere  notos,  ut: 


i         I       I       I        I     .      I 
Sittesi  ergo— — =  =— H 1 J-^~-..,=o,iiii.^. 

^  10  — 1       9        XO     100      1000     lOOOO  S30-(0« 

I  i   I    1   ^   I 


lo^ — I   99   100  lOOOO  lOOOOOO 

=  0,01  01  01  • .  •  =:o,(oi)# 


Sit 


338    ?•  IL  C.  IL  Sect.  VIL  db  Fractis 
^'  »         '        '    .      '  ' 


lo^— i     999     looo    loooooo    looooooooo 

SO,OOI  001  •  •  •  so,Qooi^ 

I  I  X  I  I 


lo*— I     9999    lo*    io«    lo"  =3o,(ooo 


I  I  I        I         I  ^ 

/5=4  •  .    — — =2— -=— ;H — — +~- •..==: OjCoooc 
'^        lo*— 1    99999    10*    10*^    lo"  '^ 

et  universe: 

X  I        I         t  , 

.9=2— +— +-^— .••S3o,(ooooo#,, 


lO^— 1  lOf     lO»/     I03/ 

ubi  sunt  p  notae  9 ,  atque  quaelibet  Periodus'  con* 
stat  ^— I  cifris ,  adjecta  ad  finem  umtate. 

$.  ^^6.  CorolL  !• 


Ut  ri  5  :n-  5  71  i  '^  eundem  habent   numerum 


notarum  decimalium  Qm  notas)  ( J.  292.) ,  ita  etiam 

'■  atque         ■  eundem  habent  numerum  nota- 

10/ — 1  10/ — I 

rumPcriodicarum,idest,^notas.  Universe--i  totidem 

habet  notas  Periodicas,  quot  habet  -.    Sed  hacc 

ita  vera  sunt ,  ut  Fracti  ad  minimos  terminos  sint 
reducti  (J.  180.)  velut: 

i=o,  (3);ergo-|=o,  (6)  i^=^,  (3). 

i  =0,  (09);  ergo  i=o,  (18)  ;  i?=ro,  (90)  ;  -^  =a,  (27). 

-  =0,(027);  ergo^^,(o54) ;  i  =30,(97»;  J  -Z:^Syi97< 
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—.^=30,  (0099);  ergo  1^=»»  (9900)  ;  \~j=^^*  C85X4). 
7.  =0,(02439);  crgo  -^-=30,(17073)  J  Tr  =i»C975<o). 

S«  297.  CorolL   2. 

Si  L-JHi  est  numerus  intq;er,  Fractus  formae 
m 

'  ^     ■  habet  etiam  Periodos  p  notarum;  Ete- 

(lo^— i):m 

nim  —————  s  '  •  Sed  posterior  Fractus 

(lo^ — i):ot      iof — I 

habet  p  notas  periodicas  ($•  295  et  f  •  a96^) ,  ei^ 0 
etiam  prior. 

$•  298.  Coroll.  3^ 

Omnes  Fracti,    ad  minimos  terminos  reducti, 

formae  ■ ,  quorum  Denominatores  sunt  «,  /3» 

9^,  }  ••  •  vel  Producta  ex  iis  «jS,  cty^  «S9  /3^f 
/3) ,  yif  otiy ,  «/32  •  •  •   habent  Periodos  p  nota- 
rum,  quae  Periodi  sunt  vel  simplices,  vel  com* 
positae  ex  pluribus  Factoribus. 
Ut  igitur   cognoscatur,   quot  notas  Periodicas 

habeat  Fractus  »  ,  quaerendi  sunt  Divisores 

lo^ — I 

numeri  loP — 1,  cui  inservit  hoc  specimen* 

Sit/=i  ergo  10?— 1=9  =  3  •  3  ergo  -  et  -•  unam  habentno* 

'      3  tam  Periodicam* 

pssn    •    •    •    S99s:9^iiergo^:— ; --   duas  habent 

99  33    II 

notas  periodicu^ 

Sit 
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Sit/==3 


» 


.    s=9p9=:37*ft7ergo-;^;  —  ;  — 

37  «7   333   999 
faabenc  nocas  periot 

Quonfam  3  et  9  sunt  Factores  nutnerorum  99  et 
999 ,  eorum  Periodi  etiam  habent  2  et  3  notas,  Tum 
«ucem  intelligendae  sunt  Periodi  compositac  cx  bi^ 

tdsj  es  tcrnis  Fractorum  7  ^/  -  Pertodis^   quo* 

8       9  '    ^ 

niam  ipsorum  Periodi  simplices  unius  sunt  notae« 
Slmiliter  de  aliis. 

Cum  igitur omnis Divisor numeri  lo^— -i=!99 ... 
sit  Denominator  Fracti,  cujus  numerus  notarum 
Periodi,8ive  iimplids  sive  compositae,  estp^  suf- 
ficit  notare  Divisores,  qui  sint  numeri  primi:  ex 
quorum  MuUiplicatione  reliqui  Denominatores  re» 
periuncur.  Sit  igicur: 
/csijergoio? — 1=2  9  »3.3. 

=  99=3**"* 

=2  999  =3»  .  37- 
r::29999s23*.  ii .  loi. 
=9. .9=3*.  41 .27I» 

=59..9=:3*.7-ii«t3-3?* 

=9..  9=3*.  239. 4649* 
=9..  9=3*.  11 .73.101. 137. 

=9 ..  9=3*  .  37 .  333667. 
=:9..9=z3*.  11.41 .271. 9091. 
=9 ..  9=3^  .iiiiiiiiiii. 
=9 ..9=23*.  7.  !!•  13.  37»  101.9901. 
=9 ..  9=3* .  53  •  79  .  265371653. 
ca9  ..  9=S3*  .11.  »39 .  4649  .^o^o^i* 

=9  ..  9=3*  .  31  •  37  •  4 1 .  »71  •  2906161. 

p=i 


/=  ^ 
P=Z 
/=4 
?=5 

/=3  6 

p=  8 
/>=9 

fSIO 
/C=II 


/«ai4 
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34* 


ft:iSLi 


;crgo  ic#— 1=9  .•  9=3» .  1 1 .  17 .  73 .  loi  •  137. 588ft35j* 

4    ..    ±=9  ••  95=3* .  7  . 1 1 . 1 3^  19  •  37-  5*579*333**?* 
=99..  9=3^.  II  .41. 101.271. 9091 .9900990x4 
=9 ..  9=3* .  37 .  a39 .  4649. 9009  00990991. 
is9  4.9=:3^.  11 4234395 «56 917.111  iii  xu  it. 

c=9..9n33*4  7  .11.13.37.73.101.137*9961* 

99<>9  o6oi4 

=9..9=±:3^.4i.a7l.ioooot  ooooi  ooboiooooi* 

i=9..9=3*.  1  i.53-79»a653  71653.9090  90  969614 

±=9..9=3*. 37.333  667.333  333  333  666666  66f4 

=?9..9=3^.ii  .29.  loi.  239  •  281. 4649. 

909091.1214994^ 

et  ita  ddnceps.    Quod  cbhvfeiiic  cum  Periodis  no« 

tatis  $.  294. 

$.  299.  CoralL  4. 

Quoniaiii,    ut   dictum   est,    plures  Periodi  itt 
tmam    conjungi    possunt  ^    ut  v^  c.  ^  r±!  0,(09) 

tsz  0,(0909)  s  0,(090909)  t=  0,(09090909)  *•• ,  se» 

quitur,    Fractum    -  ,  qui  habet  Periodos   simj)li< 

ct 

ces  p  notarum,  habere  Periodos  compositas  ap^. 

ip.%*mp  notarum.    Cujus  specimen  hoc  ests 


XI! 


Ntt» 
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iisi 

s^ 
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1 
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Ex  ejusmodi  Tabula,  si  ukeiius  progreditur» 
perspiciuntQr  continuo  Faetores  primi,  per  quos 
numerus ,  designatus  per  m  iv)tas  9 ,  dividi  potest* 
Ita  numerus ,  qul  desigDatur   24  notis  9 ,  dividl 

potest  per  3^»  11.^37«  iqi.  «3  «?•  137*  ?3*99ov 
Reliqui  Divisores  reperiri  possunt  Multiplicatione 
horum  numerorum ,  atque  Divisione  numeri  9  •  •  •  9 
per  ho9  mimeFos ,  et  per  Producu  ipsoiiiQi* 

%.  300.  C(^oU.  5. 

S»  Fyaotut  periodicus  -•  cujus  Peiiodus  est  o^i 

ct 

1     1       I      t      x^ 

notarum  (ex  quo  genere  sunt  r»""^— .-">""» 
^  7   17    '9*^3    »9' 

iij^2'     iiii      II      . 


47   59   61    97    109' 113  131  149  167   181193 

per    A    multiplicatur ,    faad    Multip}icatione  noHI 
modo  non   mutatur  numerus   notarum   Periodica- 
rum,    sed   ne    notae    quidem,    ita    ut    muutio 
ad    solum    ordinem   referatur.      Cujus    rei    nitio    > 
apparet,    si   notantur    Residua    Divisionis,    ut: 

i=o,(i  4^857)  ;^=o,Ca  85714);  ;=o»(4  »8570« 
777 

Residua 3,2,6,4,5,1   ;   ...  6,4,5,1,3,2;   ...    a,6,4,5,i,3. 

i=o,(57  i  4  a  8);  ^=»,(7  14^85);  r==»,C8  5714  t> 

Residua 5,1^3,2,6,4  ;    ...   i,3»a,6i4»5  ;   -•    455»^3»M* 
Quodlibet  Residuum  in  his  Fraaionibus  minus  est 
quam  7;  quare  est ex  numeris  i  •  2 . 3  •  4  •  5  •  6.  St* 
0miK  auctm  ad  aliquam  notam  in  singulis  Fractioni* 

hus. 


#        ■    * 


944  P*  li*  C*  lll*  i>^  Fractu 

bus  -^ « - « ^ ,  ^ «  ^  idem  esc  Re^duum  atque  a4 
77777 

Itliquam  pou(m  FractiQpis  -  9  s^quentes  potae  in  utra^ 
que  Fractione  eaedem  sint  necesse  est.    Ita  cum 

2     9     X      r     <S 

singula  prima  ^esidua  Fractionum  - » i" »  r- ,  * »  - 

sint  6  9 11 9  5 » I  f  49  atque  baec  sint  ResiduaFractionis 

r^  ad  tertiam^  ^^undam^  qtdntam^   sextam   e^ 

f 

quanam  notam,  Periodus  ipsarum  incipit  ad  lianQ 

^isam  tertiam,  secundam  «••  quartam  notam  pe- 
fipdiq^ib  Fracti(xni$   -*. 

%.  30  !•  CarolL  6. 
6pe  Fractionum  periodicarum  facile  reperitur  Quo^ 

«is     ^     yssyf /4— h~-h  —  ...  J.  (S.  a^S)^ 

IC^— 1  VlO^      loV      103^  /    ^"^      ^*^ 

Sit  ^=z  7328476  ,  atque  ponatur 

^=?a;  ergo-^  :;=/f  9,(00  =  73284,76 

99  73^.8476 

7,328476 

74025,(0.0. 

f=!3»ergo —- =3^.0,(001)  =      73*8.476 

99?  7,3284 

73 


7335»(8"> 


$ s?4  ;  ergo  — --  ==  A .  o.Copqi)  =3        732.8476 

9999  73aR4 

73a,(9ao8>; 


D  e  C  1  M  A  L  T  B  u  s.  3^45 

p&S;  crgo  —  5=  -rf •  o,(ooooi);;3         73,28476 

9  ••9  '  73a 

73»(alB549). 

^  S3  6 ;  ergo  =;  if  •  0,(000001)  =s       713*8476 

9  ••9  •         •    jp 

^  75(3aB4»3)-' 

^  5=3  7 ;  ergo  - — -  =5  -^.  o,(ooQoooi)  =5     0,(73^8476). 

9  ••  9 
P=* o,(o73ft8476), 

/=59       t o,(oo73a8476), 

et  ita  deinceps« 

$•  302.  Theorenuu 
FfiKtio  formac  — —  Habe$  Periodos  ap  nofa'- 

Demonstratio* 

II  I         -  I         16^ — I 

'.  Ergo— = 


lo^+l   loP — I       loV — I        °    io/»+i     lo^ — I 

;^ique  igitur  Fractio  — -—  habet  Periodos  %p  nota- 

rum  (5.  apsO- 

$•  303.  CorolL  u 

Ex  his ,  eodem  modo  quo  S*  298*  haec  coUigi^ 
mus: 
Sit  ^i^ergoio^-f  laii. 

•     •     •     ^IOI. 

•  •    .    =1001      =7.  II.  13« 

•  •     •    =10001    =::73  •  ^Z7* 
jn^S    •    •    •    siooooi  =::ix  .9091. 

Sit 


34^ 
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•     • 

:i2  •    • 


=ioi  •  9901  • 
sro  •  •  •  lasri  •  909  091^ 
=310  •  • .  1=317 .  588  ft353^ 
sio^^.  l=7^ii^  13«  19 •Sfl579* 
sio.  •  •  i=sfoi  •  990o9sioi^ 
=10  • .  •  1=11 .  23 .  395  as6  917. 

=10  • . .  IS73  •  137  •  999  9^  <»• 
sro  •  • .  1=29 .  loi  .^  A&i  •  121 499  4. 

Erg;©  Fractio  —  duas  habet  notas  Periodicas ,  — - 

II  rOs 

II  l         I    •    ,  .     j  . 

quatuorz^ci'^  sex;  —  et —  habent o^r/o , et ita ddn- 
7     13         73     137 

ceps;  quod  convenit  cum  PeriodT^  notatis  $.294  et  298. 

%^  304.  Car$U.  %p 


£rgo  Fractio  formae 


9  ad  minimos  temwiQf 


IO^-+-I 

reducta  ^  habet  etiam  Periodos  ftp  notarum  (§.  ^96.^ 

§•  y>S-  CerM.  ^ 

A     B 

Si  Denominatorcs  atib  Fractionum  —  et -r  tales 

sunt ,  ut  a  sit  Divisor  numerf  lo^— i ,  et  ^  Divi» 
sor  numeri  lo^+i,  -  faabet  Periodum^  notanim^ 

7  Periodum  %p  nocarum.    Er$o^  habetduploplus 

notarum  periodicarum  quam  -  j  veluti  cum  sit  tt-t* 

'^  ~?  =142857.  -  habet  6  notasei 
•    7  T  • 

habet  12  notas.    Similiter  — —  habet  6  iio* 
9901  I4«ft57 

tas^^ 


sioi  atque 
B 


*  D  fe  C  I  -M  A  L  I  B  tJ  8«  3ff 

m,  Aque  — ^  htbet  »  notas,  nbitainai  sumfts 

lOI 

nW/  composiiac  ex  tribus  simpiMbus» 

iSSf  PeriodBs  ^rkctionis  -p  fuerit p*mtarm  ;  FPac^ 

ttimk  wu$m  ^fumit  f  sMantmy  tttmt  ff  9isrinM 

9ni€iM$  ^  :far  P^  ^  atquc  p  Pti9i$di  ^rmtlaab 

^  ^r  P  divisiHfes.  Si  p  ct  f  inter  se  non 
sunt  Jfrimi^  sed  ma^mum  communem  Faetorem^ 
iabett$^t^m-m  titpTssetrttp'  saw^ ,  mide  vs  ^ 
in   heum  numerortm  p  et  pf  substittd  possuni 

Tohimas  in  hisee,  P  et  P  esse  (^uos  numeros 
primoB  qubtlibet ,  praeter  a  et  5. 

^emonsfratio. 

Quo  iaciUus  res  inteHigatur,  primmn  eKengplis 
utamur  ezposids  J.  294. 

Sit  />= 37  atque  P'=s  11.  Cum  sit  —  =50,(027) 

^taue^J  =0,(09),  «!«/>= 3  et^=a«     Ejgp 

si  'tnuiieista  in  Tiieonfiniatie  vera  sunt,  dtae  Pe» 

1 

riodi  Esibptioiusri  jparai:*  atque  taet  Beoodi  JSno- 

tio- 
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ttonis  —  per  37  suut  divisibiles.    Qaod  ita   esse 
hoc  modo  perspicitur. 
£x  natura  Fractionis  decimaUs  est  —£»,0117 027 

+  -^ —  ;  —  =0,000909+  — ; — •    Si  prior 
10^37-     11.       '^^^      lo^.ii  .'^  . 

'  aequatio  per  lo^.  37,  posterior  per  lo^  •  11  mul* 
fiplicatur,    nascuntur  aequationes  io^aio^«37« 

^ (0,027 027)+ 1;  io^=io^,  II.  (0,09 0909)  +  !^ 

crgo  lo^  —  I  =:  lo^  .  37  •  (o ,  627  027)  =  lo*  •  1 U 

(o,  090909);  unde  27027.37  =  90909.11  (§«8st 

;         V  27027  •  37    ^.      *         . 

ici3409&tque 90909::=-=^ — ' — ^»  Quoniam  pnos 

inembrum  aequationis  est  numerus  integer,  poste- 

rius  etiam  est  numerus  integer,    Cum  aiitem  37 

et  II,  sint  numeri  primi,  nulliim  habent  Diviso- 

rem  communem  ($•  177«);  quare  27027  divisibilis 

esse  debet  per  11,  atque  revera  ex  Divisione  pro^t 

^457  (i)*    Eodem  modo  demonstratur  90909  essc 

00000 •  it 
divisibilem  per  37,  quoniam  27027  =  ■  ♦ 

37 
Sit/^=—  atque/^  =  -,  ergo  p=p'=  unde 


a«5 
(l)  jinimadp*  Enmiciatio;  n  —  eit  Qaotos  integer,  «U 

Hvtt  si  5  et  c  ftuDt  niiiiieri  inter  ee  prinri  ,  a  diytsibilia  est 
j»er  c,  in  loco  de  Gongraentis  namerorain  demonstrabilor. 
Cam  aatem  ejo»  yeritas  per  se  Uqaeat ,  hanc  nobis  damun 
tenisn »  nt  ea  boc  loca  tanqaam  demonstrat»  iilamar* 


DeCimalibus^  349 

ir±ss^±3i.    Quare  una   Periodus  Fractioius  ^- 

per  7  9  atque  titia  periodus  Fractioiiis  -  per  13 

7 

divisibilis  est.    Cujiis  fei  veritas  tod^m  modb  dA* 
tnonstrari  potest. . 

Etehita  r^,  £±  6  ,  076913  +    *     ^  i  atque 

:^z±:o^i4fiSSf+l^^^;  unde  io<^— 12=2(0,076923)  l^  .13 

ic  (o,  1412857)  lo<^. 7:   id  ^ti   (7^1923)  13  =  (141857) ^ 
Ergo,  similiter  atque  iintea,    cdlligitur,   14185]^ 
esse  divisibilem  per  13,  atque  76923  per  7. 
Sit  P  =  15  atque  F ±=  101 ,  ^go /> ±26 «^=±4 j 

b  is  7=3  ^  ,    unde  «•=«3  et  «K±2i.     Ergo 

^  4        a 

tres  Periodi  FractTonis  ~  divisibiles  sunt  per  13^  . 


loi 


atque  dtiae  t^eriodi  Fractionis  —  per  loi.    Qtt()d 

aequall  modo  eogitur^ 

«     .       I    .  t 

£tenim  — -  =  o ,  0059  0009  6099  +      ■  ■    ■  ■  i 

(9906990099)101  =  (76923076923)  13,  atrf 
que  9900990699  divisibilis  est  per  13^  atq(ae' 
769  230  769  23  per  10  r. 

His  praemissis ,  facile  imeltigitiir^  quaHs  dcbeat^ 
tise  demonstratio  universalis. 

Y  y  Quo* 


%$6  P.  IL  C.  IIL  DB  Fractis 

Qttoniafn  ^^c=- ,ubi  ir  et  t'  sunt  intcr  sc  pii- 

P        w 

mi»  erit  /^s/^.     Sint   a^b^c^d  ...  Frac- 

.tionis    -p  ,  atque  tf  ^V ^&^^  .  •  •    Fracdonis  ^ 

notae  decimales,  Sit  g  postrema  nota  Periodi  Frac- 
tionis  prioris ,  atque  f(  posterioris.  £x  natura 
Fractionum  decimalium  est: 

5=atf  •io-'+*  .io-a*.+^  •io-#  ..+^  •io-«/  .•+g  .\tr^h\         ^, 


<     < 


p=a<.iorH^ao'*..+^.io-#'..-j^ao-^..+«'.ioV4---^. 

Ponatur  ii*  lo-»  +* .  lo-a ...  +^  •  lo-/  •••  +^ .  lo-»*  =:——-• 

lo"^/ 

|/ 

AtquCtf^^  lo-i+y .  10-* •••+^^  io^..,+/.  lo-^zz  —7» 

io*y^ 

ubi  /.indicat  Summam   v^  Periodorum   Fractionis 
-p ,  atque  i^  Summam  «-  Periodorum  Fractionis  p^^ 
si  pro  numeris  integris  habentur. 
Hispositis,  ent  7;  =2  — -•+  ^^ — -•  ;  ^.ss"         +tt— v 

Multiplicetur  prior  aequatio  per  P.id^f^  poste* 
rior  per  P' .  lo*?'.  Tum'  prodit  lo»'/  =  />./+ 1 , 
atque  lo»'^'^:/''./'^!;  et  cum  sit  ^p^^^ix^p^  erit 

.  P.isP/,  ergo  i=s— -,  atquei's3 -57-.    , 

P'f. 

Cuin     igitur    $'  sit    l^f^^r  ,     etiam     -— -^ 

«/    intcgcr  ntmcrus.    Sed  P'  et    P,    cmn  slnt 

.    nu- 


Dkcimalibus*  351 

Dumeri  primi  ^  nullum  habent  Divisorem  commu« 
nem ;  quare  /^ ,  id  est ,  t  Periodi  Fractionis  P* , 
sunt  divisibiles  per  P.    Eodem  modp  colligitur 

1 ,  id  est ,  v^  Periodos  Fractionls  p ,  esse  divisibi* 

les  per  P'. 

$•  307.  CmlL  u     ^ 

Si  j^  et  ^  sunt  inter  se  primi ,  m  Pcriodialun^ 
sHus  Fracttonis  4um  divisiUUr  pcr  Dcmmifiasarem 
aiurius  FrstefhfHs^  qups  posas  pcrio/Ucashabct  bB^ 

sccwHa  FraetU  ;  Vdati  ^  Periodi  Fractionis  --  divisl- 

37 

btles  sunt  per  1 1 ,  atque  3  Periodi  Fractionis  -> 

per  37» 

%.  308.  Cordl.   2. 

Si  p^t^9  erit  ir  =:  flr'  ==  |.  Ergo  quao* 
ttbct  Pcrtpdus  simplcx  akcrutrtus  Fractioms  di* 
yisiUtts  cst  pcr  Dcmminatorcm  altcrius  Frac^ 
tiofdSf  si  utriusquc  Fractionis  Pcriodi  acqua^ 
lcm    habcnt    numcrum    notarum  :    quales    sunt 

«      •  III  I       r       I         I 

Fractionum  --etr;—  et  — ;— et— ;  ^ — 

13     7     41        «71    73     '37    4649 

»39 


$•  3<^ 


95»  P*  n.  C  IIL  DE  Fracth 

$•  309.  CoroU.  3* 

Omnis  Periodus  Fractiofiis  pcniodicae  -  ^visi* 

^/7/i  ^i/  per  t,    Fractio   enim  7  habet  Periodoi 

3 

unius  solius  notae. 

jf 

Huat  autem  Periodi  ejusdem  Practionls  -*   per 

11 ,  trts  per  27  ec  37,  quatuor  per  loi,  quinquo 
per^t  et  271,  scx  per  13  et  7,  scptcm  per  239  et 

4649  9  ic/#  per  73  et  137 ,  seqq.  divisibiles  simt; 
pbi  tamep  ipse  of  9  quod  ^  se  patet,  ex  hop 
numero  excludendus  est ;   velud ,  si  «b  s  37 ,  Pe» 

27 

riodus  Fractiopis  est  (0^7) ,  atque  Quoti  ^  s  9} 

27027  270  270  270  27         ^ 

tL-i  ss  2457 ; j^ — i-  =  2675943*7  «vn^ 


•  •, 


pumen  mte^ru 


•2,  S  I.IO-^/  +  X.  lO-a»'^  +  J.  I0-3»<^  +  J.  Ip*4TV  + 

(S-  3o60. 
Quoniam  jr  divisibilis  est  perfSsit  •-,=3/9ergQ 

e— ^;a/.io-*'/ +/.io-a»'/+/.io-3»</+i.io-4»V+ ... 
JSrgo  Fr^ctus  -77  constat  ex  Periodi^  /,  quaesunt 


» 


DftCIMALIBUS.  353 

n^fxs^nc^  noQirum  aut  fp*  notarutn ,  si  ^  et  p'  sunt 
inter  se  primL 

Ouare  cum  Fracti  —  ;  —  ;  —  ;  —  ;.-et '-*;—•.— 

babeapt       ^\%%  ^  ;5;       6   ;i6;x8  .notas 

periodicas,  Fractionis 

1  x^^N  ^.a.6 

-^09(006993)9  notae  sunt 


S1.13     143       '^      '"•'"  ft 

I     _  I   ^ft.4 

JI.IOl"^llIl""    >°^'  ^        ft 

•=  o,(ooft  ft  1 7  S949).  


JI.41     451  .    -.^^  , 

0,(00534759358^8877).     .  ,  f  .  16^— 


_       c=! 0,(004  784  688  995  215  311).  •  •  t  •  iSa»  l  ■ 

■         =       £=50,003861.  •   .  ♦  .  .  6;= 

7*37     ^59  8 

I  1  „  ^    6.6 

*!=3^— 20,0x0969.  •  t  •  •  0;=S' 


7.13      91  6 

XI.  .  4.6 

=—5=0,(001414437157).  .   .   .   .I2S3 


7 .  io|     707        '"  ft 

^--— -=-—=; 0,(004  048581^99595^1 7)-  *  •  •  •l8»-~ 
?3-?9     ^7  .      ^ 


§.  311.  CorolU  5. 

Ergo  non  augetur  numerus  mtarum  Fracthnis  ^ , 

l/  Denominator  y.  c.  muhipKcatur : 

i.Per 


354  P.  IL  C  UL  D£  FtMjTfM 

1.  Per  ^  vfl  9,  dimmodQ  ok  ip$c  rm  habfoi. 
Divisorcm  3. 

!!•  PtfT  II ,  dummodo  numerus  notarum  periom 
dscarum^  quas  »  habet^  sie  numerus  par^  atque 
»  ipse  non  habeat  Divisorem  ii» 

3.  Per  numerum  primum ,   qui  eundem   haba 

numerum    notarum   periodicarum  •    ut   -^    ;  -^ 

atque  habent  3  notas. 

a7*37 

$•  3id.  CoroU.  6; 

In  demonstrando  theoremate  %.  %o6 ,  posuimos 
i^  et  f '  esse  inaequales.  Quare,  quae  indejdm* 
clusa  sunt ,  non  referenda  sunt  ad  Fractionem  fo]> 

mae  *-  9  ubi  Denominator  est  Potestas  alicdjus  nu- 

meri  primi ,  veluti  Fractiones  —  ;  -^  ;  r-  ;  —  ha- 

49    a;' 81 '»43 

bent  42 ,  3 ,  18 ,  27  notas  periodicas. 

S*  3»3*  Coroll.  7. 
Si  uumeri  p^  p'^  p'^  indicant,  quot  notas  perio- 
dicas  habeant  Fractiones  7, ,  t>  ,  77,,,  Fractio 


I^  t  p  '^"^  PP^  p^* 
habet  tot  notas  periodicas  ^  quot  unitates  habee 
numerus  minimus ,  eufus  Divisores  sunt  p  ^f  jf* 
Sit  enim  c  communis  Divisor  numerorum  p  ttp'^ 

itautsit^,  =  g,  =  j,.    Sit  PF=i£,crgo| 

ha« 


'.•- 
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hAet  pTg^  notas  periodicas.  Si  d  est  communis  Di- 
visor  numerorum  pi^  ct  t" ,  ita  ut  sit  =---  =  •— 

=2— r  5  Fractio^,= jj;p-  habct  p^^f^'  notas 

periodicas  $•  3o6«  Hujus  numeri  Divisores  sunt  p^ 

f>pf*9  quoniam  pit^ic''  :=:x  t^  9^^'%=:  //'  flr^''.    Ita 

I     *^  ■       I 

■  s3 =o,(ooo  ia8  584  287)   habet  la 

II.IOI.7      7777 

jQotas  periodicasy  quoniam  n,  4,  6  sunt  Diviso- 
resnumeri  xa. 

'  S*  ^4*  CoroU.  8. 

'  Sublliter  defiiUtur  numerus  notanmi  periodica- 
rum  Fracdonis,  cujus  Denominator  est  Produc* 
Qmr  es  pturibus  9  quam  3  humeris  primis. 

S«  315«  Theorma. 

Si  '•*  est  Fractio  pcriodica ,  atquc  Q  est  prior 

^'QjtotiiS  ed  Divtsione  10»  per  »;  et  r  estBxsiduum 
ex  4sta  Divisione ,  •  erit 

^      ro»    10»»    io3»^io4»  lof»     iof«» 

ttbi  ;  indicat,  quot  smt  Quoti. 


Ki 


De» 


2S6  P«  IL  C.  III.  DE  FRACtli 

Dmonstfatio. 

Vt  magis  perspicuum  flat,  quod  enunciatuni 
est»  sit  «=£:i7.  Estautem  ^  ^0,0588+  -*r-*; 
ergo  j2  :^  588  9  i»  t=:  4  et  r  =)  4.    Sit  ;  s  ^« 

Ergoi=.588+i',  ^^=4.5884-^^,^ygg4'.58«+^:r 

xo*  lo^  lo* 

-.V  jt  j-     I         588      4.588  •   4*«<88 

Si  iu  progredimur,  prodit  ^  c3  ^  +  '^-t^+       ;: 
*^    ^  '  *^  17        lo*        io«  io«* 

.  4*>588      4^>588  4^            588     ^35^9491,3763^ 

"^    10»^    "^    lo»^  io»<^.l7       lo^***  lo»  'lo'*'  io»« 

150528         ioft4  ^  588      fl35a  ,  94"      7647  ,  05^8 

***  16^        10*^.17  "^  lo****  lo»  '^io«»"*"io»'  "^io*^ 

+    -^o    jl  =  ^»^588  »35^ 94"  76^47 + 0528  H — .      Sec 


io^< 


1024    17 .  528  +  1024     10000 
0528  +  -*—  =  "^ 


17  10*^.17  10*^.17        io*^,f/ 


10^0 


Quod  indicat ,  eosdem  redire  numeros ,  atque  igiiur 

Fractionem  —  habere   16  noMs    periodicas ,    quae 

sunt  0,(0588  2352  9411  7647). 

Hisce   illustratis,   qualis    sit  dcmousti^tio ,  ft« 
cile  perspicitur.      Etenim    per    Hypothesin    est 

^  s  —  +  — —  •    Si  hanc  aequationem  deinceps 
«       10»     io*« 

pcr 


Dbcimaliboi.  3S/ 

per  — ;  — — ;  -^ mulripllcamastprodit 

108*        io8»flfc  '   lo3»«        104*»       io4*^' 

demtet)s.  £rgo  i  *=^^  ^^  4.  -—4-*^  •••••* 

«         lO*       lO^»        108»     104» 

4:.  ^^^ — ^  +  ^i—  i  ubi  tf  est  tenninorum  nutnenis^ 

lOf»       iof*«' 

$4  316.  CoroiL  u 

fex  iis,  <iuae  ad  hoc  Thebrema  illustrahdiitn  dU 
kimus  9  intelligitiir  ejus  usus  ih  reperiondis  n6ti4 
{)eriodicis  alitujus  Fractionis.  Nam  ita  multo  fih 
ciliof  reddltur  caiculus  4  si  magnus  est  earum  Hutad* 
rus ;  quoniatn ,  si  in  t)iTisione  ad  Residuuin  pai^« 
vum  pervenimus,  reliquae  notae  sola  Mtilti*» 
t>licatione  per  hoc  Residuum  reperiunttii'.  Si  est 
r  <  10 ,  erit  rf  <  lof   (S.  237.  II.  4.)  •  erg6 

lof*^        lof*^ 

<— nrr  ($•  ^35-  30-  Qnaprof*ef,  Si  frtti^ 


iof*«    iof*-f« 

tio  r  habet  p  notas  t>eriodicas,  atqn6  f^to^  est 

f*f' 

aut  £±p  aut  >  p,  ^htctio  — jj*  nihil  efficit  in  no^ 

tii  periodicis  definiendis ,  quoniam  ^rima  sota  se» 

Zs  ^ueii. 


SSS         P.  IL  C  IIL  DE  Fractis 

iiuentii  Perlodi  eet  — .;quacFfactio«iitTOjorest 
gvam  ,  aut  ipsi  aeqttalis,  Quare  tum  nuUa 

ntio  Iiabenda  ^t  ultiaii  tensini  — —  • 

Quim  facilis  sit  haec  Metfaodus ,  hoc  exemplum 
docet : 

-  =so,oi6  393  44»  622  95  +  ^^;  crgo«=s6i ,  iw=:i4  ,  r=s 

Efiiciendum  igitur  est,  ut  qm^-^^rrznq—q^Lijq 
major  sit  quaro  60 ,  quoniam  -r-  habet  60  notas 
periodicas,    Id  efGcitur  si  ^  =  5. 

*  61  ^"  io«*  ^  jo"   10*»  10"   lo'»  • 

j2=   016  393  442  62»  95 

5£=s  081  967.   213  114  75 

25j2=   409  836  065  573  7^5 

I25J2  =  ao49  180  327  868  75. 

6255.  =  ioa45    9. 
•  ^^ 

Ergo ,  81  m   unam    Summam  congregantur  5  ct 

dc=7 ,  atqne  75  et  10=85 ,  oritur  Periodus  Fractionis 

-j  =  0,(016  393  442  622  950  819  672  131  147 
540  983  606  557  377  049  180  327  868  852  459). 

S«  317*  CorofL  2. 

Ex   his  etiam  perspicitur,    quomodo  opc  Resi" 
didorum    pcripulum   facere  posiimus     Divisiomsy 

utrum 
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utrum  fuerit  rite  peracta^  nec  ne.  Nam  si, 
post  iRtiniam  ridtam,  Residliiini  est  r,  post  ^m 
notaiii    erit   r^}     post  3^    notam    r^  ^    et    itt 

deinceps.     Veluti   fa  Pnkrrione  -r-  ,  post   14  no- 

tam,  Residuuro  est  ^;   quiire  consequentes  notae 

sont  0,081967  •••=  -^  ;   post  aS  notam  Resi* 

duum    est    25 ,    unde  consequentes    notse   sint 

0,409836 .  •  •  =  -r-  ,  post  42  notam  Residuum  eit 

laS  vel  potius  3,  cum  sit— ^=2  2  +  ^,atquecon* 

sequentes  notae  sunt  0,049180  •  •  •  ==  ^  • 

%.  318.  Jnimadf. 

Haec  regula  commode  saepe  adhibetur  in  mu- 
tandis  Fractionibus  vulgaribus  in  decimales ,  sl  mi^ 
jor  notarum  decimalium  numerus  requiritur^  Mag« 
nus  etiam  Iiac  in  conversione  potest  esse  osus  Di- 
visionis  contractae  (J.  287  seqq.)- 

Per  se  patet,  si  Denominator  etiam  continet 
Factorem  a*  vel  5^  vel  utnimque,  locum  Periodi 
mutari ,  non  vero  nuroerum  notarum  periodicarum. 
Efgo,  si  hi   Factores  Denominatori  insunt,  pri* 

murafiat  Divisio  per  ipsos;  ut  i-  =  —=2,4(6); 


S'  3  »9. 
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a     < 

$?  8*9»  Problfima, 

Mut»»  J^raeHonem  Jedmalem  in  Fractiottem 

wfgnrcm. 

u  Si  Fractio  est  fonnae  ■■.  -   . ,  ^deoqueest  fioH 

fi,  Don  periodica »  conversio  in  hoc  solo  consistere 
|K>t<Nft^  ut^d  ipiniinos  terminos  reducatur(S.  i8i)« 
Quare,  si  nequen,  neque  5  estDivisor  numeri  A\ 
^  pull^  fit  (Tonversio.  ged  si  alteruter  numerus  est  h^iqa 
^ipnpntons  D^yisor  1  conversio  ita  institui  potest : 

^  _  ^  ^        4         _       4 

10»  •    ft»5»      a»-^v5*-a^5^       io*^ai?5^* 
,     ,  ($.91-940 

nuareiL  =  jjllfl==J*i5l. 
Vdutio,o(Sa5=s^-^  =  i  ;o,ooood4=  ,-^  =  |si 


lo*         a*       10 


ft«  Fraeth  vera  decimalis ,  ^//^r  comtat  ex  toKs  Pe^ 

ftodis  pi  notarum ,  mutatur  in  Fractionem  vulgarem  ^ 

^tgus  Numerator  est  ipsa  Periodus^   Denominator 

autem  numerus  constans  ex  m  notis  9.    Ratio.  eju^, 

patet  ex  J.  294.  Sit  enim ,  (similiter  atque  p.  350.) 

N  N         ^.  N 

^  =3« .  lo-f . . .  -)-^ .  10-»  +  .,         ;  ubi  Tj  est 
^  P .  10»  -^ 

pcsctio  vulgaris,  atque  ^.  • .;  notae  suQt  Periodi; 
W^    /f  ^i  — — J  =2^.io-'..,+5.io-»   ^t 
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uH  X  est  Periodus » habita  pro  numero  integro,  Ergo 

N  s  s 

P       lom — I       999 ...  9' 

Vdot  o,(ooia87)ai-i2^-B-i-} 

999999      777 

r        x_  33        I       ,  ^  ^_  141 44a  7157        I 

'^    ^^"^9999    303^  :  999999999999    707 

3»  iS/  aufcm  Periodus  anu  sc  hakcs  nofas ,  Frac^ 

ih  cmsta$  cx  duabus  fraciiaaibus ,  quac  in  unam 

Sunmam  ccriun^unsur  y  JMXta  pn^ecepts^  S«  ^^ 

ocposita,  ut 

^^    ^  ^         100       .  loo        300      la      a^^^  ^'^  ^' 
^  10  iQ  30        6 


4.o,oo(xso)  =  je.^  =  ^^^. 

100    99999900     100   70Q     700      7 

Ejusmodi  Fractiones  mixtae  faciliore  via  mutantur 
Ui  vulgares,  quoniam  9BI0— «-i}99sioci-«-x; 
^99  =  1000  —  1 9  velut ; 
^  x^oN  .  ^8  .68        49000— 492-1-68 

99  xoo— -I  5^9^^ 

)opo  ipoo  48776 

99009 

7. 
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113  113    _i3ooo— 13+ns 

'      '      *^    ^"^       ^    999  1000— I        loooo  •  999 

loooo  loooo  _  131 

S*  320.  Cor^//.  I. 

£x  hisce  prodit  o,C9)  =  i^o^orp^sso»  1; 
o,ooC9)  =  o,oi ;  9,7(9)  =  9,8 ;  3,83(9)  =  3,84. 

$•  3fti.   De  addendis  et  subtrahendis 
Fracthnibus  vulgaribus^ 

Ut  Fractioni  decimali  addantur  et  subtrahadtUr 
Practiones  vulgares,  comtnode  antea  codvertuxitt/r 
in  Fractiones  decimales.  Tum  enim  Additio  et  Sub* 
tractio  facile  instituitur  ($•  278.).  Idem  fit  uni- 
verse,  si  plurium  Fractionura  divcrsae  Denomi- 
xiationis  Summa  est  computanda ,  atque  paucae  no* 

tae  decimales  sufficiunt  ($•  184.):  velut,  si  quae- 

3  2      4     f     9 

renda  est  Summa  Fractionum  ^,  -•  —»*•%--• 

7  5  '  ii'  3    41* 

calculus  ita  instituitur; 

3  ,,  Ita  etiam    invenitiu'    Differentia. 

^  =50,428  571       .      «  ,,      .  .. 

7  sive  Summa  Fractionum,  quae  di- 

-•  =s  0,4  versa   habent  signa ,  velut  ~  +  r 

5  7       5 

^^  =0,363636     +  ^^  —  j  — ^^  =  0,688143  »    si 

I  quatuor  notae  deeimAles  sufficiunt. 

^  =0,3333^3 

^=0,170731 

Snmtna  est    1,69627« •• 

S*  322* 
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5«  3ft3.  De  Logarithmis  Fractimm 

decimalium. 

Si   numeri  integri  et  Fractiones  decimales  eas« 

dem  habent  notas,  et  eodem  ordine  compositasi 

eorum  Logarithmi  non  Mantissa,   sed  Characte« 

ristica  sola  inter  se  differunt  ($•  233.) ;  ut  Loga* 

rithmi    numerorum     179  ;  17,9  ;  1,79  ;  0^179  ; 

0,0179  ;  0,00 179  9  caet.    Sunt  enim 

170 
Log,    17,9  =sLog.    —    =— i  +  Log.  179. 

10 

Log.    1,79  s=  Log.    ~     =  —  a + Log.  1 79. 

100 

iog.  p,i79  ssLog,  i^    s— s  +  Log.X79. 

1000 

170 
Log.  0,0179  =:Log.  — ^    =r — 4+Log. 


xoooo 


179 


170 
Log.  pjooooi^^sal^og- ,      '     ■  =2 — 7 + Log.  179; 

lOOOQOOO 

Ut ,  cum  sit  Log.  179=2,25285 ... ;  estLog.  i7,9=:i,2^285«.;; 

Log.      1,79      =  0,25285 ... ;  Log.  0,179 = 0,25285  •••  —I  j 

Log.    0,0179    =  0,25285  •  •  •  —  2; 

Log.  0^0000179  =  0,25285  .  .  •  —  5» 

Mathematici  enim  Characteristicam  negaiinm 
po$t  Mantissam  ponere  solent.  Ex  quo  patec» 
Cbaraaeristicam  Fractionis  decimalis  verae  esse 
—  ff ,  si  hujus  Fractionis  prima  nota  realis  est  tnA^ 
mo  loco  post  comma. 

S.  3ft3*  Problema. 

Dlvishncm  Totius ,  quac  non  cst  dccimalis ,  mu* 

tart 


364  P.r  n.   C  tlL    0&  PRACTIS 

iarc  in  dccimalem ,  a$quc  dccimalcm  in  aUam  Dl^ 
iHsionem^ 

Sotutioi 

rtoc  l^robtema  tt  non  diffeft  a  PfobleiiKitibus 
$•  S90.  293  seqq.  et  (•  3t9.  solutis.  Quare  so^ 
lummodo  exemplis  est  illustrandum. 

1.  Qjiacritur  con^crterc  49'  11''  29'''  in  parict 
dccima/es   unius  gradus^      Satis    enim    Cogmtum 

est ,  gradum  ^  id  est  -7^  partem  peripherfae  drciilt » 

secundum  veterem  Divisionem  dividi  in  60  minti» 
ta-^  sin^la  tiinuta  denuo  divtdi  in  60  minuta  se- 
cunda ,  atque  singula  minuta  secunda  in  60  minuta 
teitia.  Signa  09  1,  11,  iti  designant  lios  gni» 
dus,  minuta  prima,  secunda  et  tertia. 

Ergo  49'  II"  ft9"'=  g  +  g7.  +g|.  g«dw 
49 .  3(Soo  +  il  *  60+  ^9 ^  it7%<^9     I4,l3fliftj( 

JJJ2     mmm^^^m^^mK^im^mm^^^mmmmmm^m^^tr     JJJJ   «i^m^^msmi      ^^^j^j^mmm^m^m^m^mmm 

216000  216  ft7 

0,81985(^4(814)  partibus  unius  gradus« 

Rursus,  ut  0,8198564(814)  pars  unlus  grtdus 
mutetiir  in  minuta  prima,  secunda  et  tertia,  nu* 
merus  multiplicandus  est  primum  per  60}  pro^ 
49' 4-0,1913(8).  Si  Fractio  o,i9i3<8)  per  6omul- 
tiplicatur ,  prodit  ii'%48(3).  Tandem  si  0,48(3)  per 
60  multiplicatur  ,  Productum  est  %V"  ^  (9)  s=5  ft9^'^# 

j1nimadv4 

De  Fractionibii^  decimalibus  periodicis  imprimisr 
confcratur  J.   Bernouilli:  sur   les   Fractions 

d^ 
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dcdmsks  periodiques  (Nouveaux  Memoires  del 
rAcademie  Royale  des  sciences  et  belles  lettres 
dc  Berlin  1771,  p.  273  seqq.);  quibus  etiam  non- 
nulla  addidit  C.  F.  G  a  u  s  s  iDisquisitSMes  Aris/n 
snesicae  Lips.  i8oi.  $•  312-^$.  318.). 

S*  335*  De  Divisione  decimali  diyersorufis 

generum  QuoMcrum^  atque  de  Syste^ 

mate  metrico. 

&z  iisy  quae  dicta  sunt  de  natura  Fraetionuin 
decimalium,  perspicitur,  Systema  decadicum  dua« 
bus  consistere  ex  partibus,  quarum  altera,  cu» 
jus  rationem  ^explicavimus  $.  40  ~  $.  44«  nu» 
mcris  integris  ,  altera  ,  quam  nunc  tractavi^ 
mus ,  Fractionibus  dccimalibus  constituitur.  Maxi^ 
ma  autem  convenientia »  quae  est  inter  utramque' 
panem^  efficit,  ut  integrorum  numerorum  cal« 
culus  fere  non  diSerat  a  calculo  decimali*  Prop- 
ter  hanc  convenientiam ,  f  ractionum  decimalium 
computatio,  ut  rei  naturae  maxime  est  con< 
gruens ,  ita  multo  faciliot  est ,  quam  aliarum  Fnu> 
tionum;  quae  causa  est^  cur  in  universa  Ma- 
thesi  pura  earum  usus  vigeat  maxime.  In  ex- 
trahendis  radicibus,  in  evebendis  numeris  ad  di» 
versas  Potestatcs,  in  logarithmicis ,  goniometri- 
•  cis^  trigonometricis ,  multisque  aliis  calculis,  fercf 
^olae  decimales  adhibentur  Fractiones.  Ih  vitai 
autem  sociali  eatum  usiis  n:axime  ir.crevit  apud 
eas  genteS)    ubi   novum^  quod  dicunt,  Sjstcma 

Aaa  mctfi 
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mensurarum  et  fonderum^  cnjiis  oimies  Dtti^IoU 
nes  $\mt  decimales,  receptum  fuit;  iit  fJtctatn  est 
in nostris  regiohibus ,  ubi id, anno  i8i0v  ^  decreta 
reglo  substitutmn  fuit  in  Iocuhi  vetefUm  meii^u- 
nruro;  qude  maxime  diversae»  liiutablles,  atqiie 
trbicrariae  cum  multa  pepererunt  incommoda,  tum 
doli  et  falladiae  amplam  saepe.  praebuenint  mate- 
riam.  QuflOre  bpc  Ipco  non  alienum  ent,  cjus  prin* 
cipia  obiter  perstringere. 

Hoc  Systema  praeter  illa  commoda,  quae  ipsa 
affert  Divisio  decimalis,  eo  etiam^  insigniter  se 
commendat ,  qvod  tina  eademque  mensura  sit  fjm* 
damentum  mnlum  mensurarum^  qtdlms  distani- 
tiae,  superficies,  corj^ora  et  pondera  indicanturj 
^einde ,  quod  haee  mensura  slt  fixa  et  eonHans; 
quippe  quae  ex  ipsius  teUnris  nostrae  magnitudine 
petita  slt,  atque  igitur  restitni  omni  tempote 
pOssit,  si  forte  depordita  sit.  Haec  enim  men« 
sura ,  quae  dicltur  metrum  (fiitpcv ,  menstira  per 
excdlehtiamj ,  definita  est  metiendo  arcum  Meri» 
diani  terrestris ,  qui  est  fere  i6^,peream  mensunun 
Gallicam,  quam  dicunt  Toise;  quod  opus  sane 
laboriosum ,  muUisqtie  pressum  et  impeditum  diP» 
ficiiltktibus,  feliciter  peregerunt  Astronomi  Gallfci 
celebres,  Mechtfin  et  Delambre  (i).  Ita  au* 

tem 

,     (i)  Conf.  Delambre:   Methode*  jinafytiques paur  la 
determination    d*un   arc    du   Meridien  /     ttque   Baee    dm 

8/eteme  Metrique  decimalf  ou  meeure  de  Parc  du  Meri'^ 

>    « -  •  -  ■  .     . 

dien  entre  J>unkerfU€  4t  Bartelonef   ettecut^  m  179S* 

et 
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tem  ia  GalSa  <x  pablica  aua0ri$a$&  Metrum  defi-* 
fdtum  fuit  Anno  1795 , .  ut  esfet  pan  quadragies 
miUies  miUesima.peripAeriac  Meridiam  terrestris^ 
vd  pan  decies.  miilies  mHlesima  arcus  Meridiani 
90®  graduumy  id  est,  larcus  ipter  Polum  et  Aequa« 
torem  ducti  atque  Parisios  tra^seuntis. 

$•  326.  Comparatio  Metri  cum  aliis 
mensiirif^    Ejus  Divisio.*^ 

Si  boc  Metrum  confertur   cum  aliis   mensuris 

distantiarum ,  patet  unum  Metrum  continere  (i):  . 

!•  o»S' 30740  sexpedes   Parisienses  (Toise)  (a), 

ergo  3,078444  pedes,vel  36,941 33 pollices,vel 

443)3959  lineas  Parisienses. 

n. 

st    annees   suivantet  ^    pdr  Mechatii    et   Delambre» 
tffM  Toluni. 

(l)  Non  deest  copia  libroram  f  in  quibiia  agitor  de  men*  . 
ctiri#,  quae  ia  diversia  regionibas  receptae  font:  inter 
qaos  praecipue  memorandi  sunt  J,  T*  Ma^er.  JPractUeh^ 
Geometrie  ^  ^?!)^»  ^^^*  ^*  P*  ^^  feqq.  atqae  A*  G.  Kaat- 
ner:  Fortsetzung der RecJienhtnst*  x^S^jlincas  Olingi 
M^henhindige  voorstellen:  in  qao  libro  egregio  cnm  de 
aliia  Qaantis  Arithmeticiay  tam  de  mensaris  molta  notata 
digna  repcriantur:  G.  K*  CbelinSy  Maas^  und  Oewicht^ 
kunde*  i83o«  J.  Jackeiy  Neueete  Miinz^  Mas*^  und 
Gewichtkundem  1828.  Quod  ad  comparationem  cam  Metro  » 
conferatar  yan  Swindeni  Verhandeling  oper  vol^ 
maakte  maten  en  gewigteUf  181  !•  LobattOy  Jaar-» 
boeky  A«  1829,  et  seqq.  Lee  Tahlee  de  Martin,  oa  U 
Regulateur  unipersel  9  Paria.  1821  y  et  alioa  mnltoa* 

(3)  Ut  poatea  definitom  fuit*  Priaa  statocbatar  metmm 
continere  o,5i334  sexpedes,  ergo  5,o7944pecles  |  yel  Hf$SSi 
pollices;^el443>44  1inea4. 


^6S         P.  IL  C.  IIL  DB  Fractis 

}L  o,&65438   Duodecimpede^   Rhenanos    ( Rhija«i 
landscbe  Roeden)  (i),  id  est,  39I85S56  pe« 
des ,  vel  38,12307  pollices ,  vel  458,677  linea^ 
Rhenanas*     In  utraque    mensura   pes  est  xa 
pollicum ,  et  pollex  est  la  linearum. 
ni.  o ,  a7i6853    Tredecimpedes  Amstelaedamenses 
(Afpsterdamsche  Roede  13  pedum),   id  est, 
39531909  pedes,  vel  38,851  pollices,  466,212 
lineas  Amstelaed. ;  ubi  pes  continet  |i  poUices, 
^tque  pollex  12  lineas* 
jy.  1,4538583  ulnas  Amstdaedamenses. 
Ez  quo  sequitur: 
).  Sexp.  Paris.  conu  i,94903<$<Sf  nietra ; pes zuu  0,3248394  mei^ 
foUex   •    •    •    0,0270699  •  •  •  Uaea  •  •  o,oo22558^  •  • 
Il.DuqJ.pe(f^RAen.:2y76735S    .  .  .  pes    ••o,3i394({ 
poUex   •    •    •    0,026162    •  •  •   /r/iM^.  0,002 i8o, 
}lL»TrdJ.pedmAmst...  29680719    •  •  •  pes    ••0,283133 
poUcx   •    •    •    0,025739    •  •  •  ///>^  ••  0,902145 
ulna  Amstel.  •  •  0,687815. 

Hujus  metri,  quod  nostrates  appellant  rdewme 
Nederlandsche  el^  partes  Latimsj  o^ultjpla  autem 
Graecis  vocibus  designantur. 

Ita  dedmesrum  (Palm)  esc  dechna;  centim^trum 
(duim)  est  centesima;  tniUimetrum  (streep)  est 
millesinsa  pars  metri.      Sed   decan^etrt4m    (roede) 

con- 

(1)  Rcigia  ai|clo.ritate!  hoc  ^ODstitatum  fciity  adeo  vX  Dno* 
^ecimpedes  Rheaani  coatincant  3,767358  metra»  £x  m» 
i|titata  comparatioae  y^in.  Swinden  iuTenerat  Sy^GSSSga 
fnelra ,   ita   ut  metrum  lit  ;;  0|a666  436  Daod.   |>ed.  Rhei^ 


•  • 
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continet  lo  metra;  hcctometrum  (lo  roeden)  loo 
metra;  Ulmctrum  (nieuwe  mijO  looo  metra;  mf^ 
riametrum  looioo  metra* 

Quot  pedes ,  pollices ,  lineas  Parisienses ,  Rhena* 
oas,  Amstelaedamenses  contineant  hae  partes  et 
nultipla  metri,  facillime  reperitur,  quoniam  in 
nomeris  expositis,  solus  locus  commatis  mutan-^ 
dus  est  ($.•  a75  et  ^76.) ,  veluti :  Pollex  Parisien- 
sis  continet  ^7,0699  millimetra  =  &  9  70699  cen- 
timetra  =r  0,370699  decimetra  s  0,00^70699 
decametra  p::  0,000^70699  hectometra,  et  ita  ddn^ 
cepSt 

^.  327.  Mennira  superficiertim. 

Mensurae,  quae  metiendis  agris,  figuris,  cor- 
porumque  superflciebus  inserviunt ,  sunt  Qjsadra^ 
ta  Metri^  ejusque  partium  et  multiplorum.  Est 
autem  Quadratum  figura  rectilinea  quadrlkitera , 
ctti  lat^ra  sunt  aequalia ,  atque  anguii  recti.^  Qua^ 
dratum  metri^  sive  metrum  quadratum  (vierlunte 
£1),  est  Quadratum,  cujus  latera  sunt  urdui  me^ 
tri;  centimetrum  Qfiodratum^  cujus  latera  sunt 
ufdus  centimetri^  Eadem  ratio  est  Mitttmctri  qua» 
drati^  decametri  quadrati^  etc«  £z  rationibus 
geometricis  patet,  metrum  quadratum  continere 
100  dedmetra  quadrata;  decimetrym  quadrattm 
|oo  centimetra  quadrata  ;  decametrum  quadratum 
100  metra  quadrata  ;  hectmetrum  quadrasum  100 
dccataetra  quadrata  »  et  ita  deix^eps* 


Dteametrum  quadraium  (vierkante  Roede)  di- 
ckitr  i/rtftf « atqtie  inservit  mensurae  agrorum*  Heeiih 
metrum  quadratum ,  id  est  centum  Areaeifd  icxx>o 
metra  quadrau ,  dicitur  Hectarca  (Bunder).  M^ 
trum  quadratum^  cum  sit  centesima  pars  Areae» 
vocatnr  Ccntiarca.  Si  hae  mensurae  comparantur 
cumt  pedibns  et  duodecimpedibu&  qua^catis  Rbe- 
nanis  et  cum  jugeribus  Rhenanis ,  continent : 

Met.  quadr.  10,1459  ped.  quad.Rh.vel  0,0704573  duod«p.q.  Rh. 

DecamCquadr.  10x4,5879    •    •    •    »    7904573    •    •    •    • 

Hect.quadn  101458,79    .    •    •    •    •    704^573    •    •    •    • 

Pes  quadr.  Rh.  0,0985      metra  quadiata. 
Duodec.  imped.  quadr»  Rh.  14,192986  metraquadntta* 

Kilometrum  quadr^  (top  Bunders).  117,4289  jugera  Rhenana. 

Jugerum  Rhenanum      0,8516  Hectareas. 

$•  328.  Mensurae  spatil^  a  cerporibus 

occupati. 

Mensurae ,  quae  inserviunt  definiendae  soliditati 
coiporum,  id  est,  spatio  quod  ocoupant,  sunt 
Oubimetri  ejusque  partium  et  muitiphrum.  Est 
autem  Cubui  coppiii  geometricufm  1,  sex  Quadratis 
aie^ualibus  inclusum.  Cubus  metriy  sive  metrum 
eubicum  est  cubus  inclusus  sex  metris  quadratis; 
eubus  deeimAri  j  sive  decimetrum  cubicum  est  cu« 
bus  inclusits  sex  decimetris  quadratis,  et  similiter 
de  eaeteri^.  Ex  rationibus  geometricis  patet ,  m&^ 
frim  cubieum  coniinere  1000  decimetra  cubicaf 
dedmetrunt  cMcum  1000  millimetra  €ubica\  deea^ 
metrum  cubicum.  tfyoo  meira  xubica ^  CAti.^^  Qua- 

re 
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re  memim  cubtcum  continet  31,317151  pedesp^  <eilbi« 
cos  Rhenanos ,  atque  pes  cobicas  30,943332  ded- 
mecra  cubica.  Mistram  Cubicum  dicunt  Stereum^ 
C^ipioq  solidus);  quod,  si  lignis  metiendis  in- 
servit,  a  Nostratibus  vocatur  Wisse. 

Si  definiendum  est  spatium ,  quod  occupant  mer« 
ces  fluidae  et  aridae  vasis  inclusae  9  adhibetur  cy» 
ttndrtn^  ciijttff  SQ^tMesx.  dccimarum  euUeum^ 
qui  didtur  tttra  (jjtpx  idem  quod  Lat.  libn)* 
Nostrales  eam  vocant  kan^  sl  merccs  fbMae^  s«ii 
kop^  ^l  merces  aridas  metitor*  £|as  partes  smit 
deciUtra  9  sea  dteima  pars  litrae  (maatje),  ^/n^ 
tilitraj  seu  coitesima  pars  litrae  (vingerhoed). 

Mulfipla  litrae  sdM  *i^/ii#rii  (schepel) ;  hcctoli^ 
tra  (mudde,  zak,  vat,  100  kannen,  100  kop* 
pen). 

Earum  auteni  Itatio  ^  alias  mensuras  haec  est : 
hectolitra  continet  3,'^953t  g'us  mensurae,  quam 
vodmi  Amsierdamchc  schepd^  quiae  igitur  est 
=0,27814  hectolitrae  =2,7814  decaHtrae  etc. 

%.  2"^^.  Mcnsurae  ponderum. 

Mensiira  pond^um  est  pondus  aqaae  chymice 
prorsts  excoctae,  quae  cofitinetur  in  tttra  atque 
majcimam  habt^t  densitatem  ,  id  est ,  calorem  39I 
graduum  in  scala  Fahrenbeitii.  Haec  mensura  dici- 
tur  hilogramma  (nieuw  Nederlahdsch  pond) ,  ejus 
pars  decima  est  hectogramma  (ons);  centesima 
duagfamma  (Lood);  millesima  gramma  <Wigt- 
je);    pars  dteima  granqnatis  dicitui:  dceigrammi^ 

(Kor* 


^fa^  P.  II.  C  in.  m  Fractis  Dbcibiaubc»l 

(Korrel).  Quare  vox  kihgramma^  mille  gnunmati 
et  fnyriogramma  decies  inille  grammata  significat.' 
KUogramma  continet  ftyoftspai  Ubras  Amstdaeda^ 
mtmsc$;  ergo  una  libra  Amstelaed#  est  0,494090 
kilogr. 

Cum  his  non  convenit  pondu$  Medidnalc  Nam  ^ 
ex  decreto  regio  anni  1817,  libramedica  est  |  pars  ki^ 
logrammatis ,  atque  igitur  continet  375  Grammata^ 
Ergo  Unda  sive  ^  pars  Librae  continet  3i,ft5  Orammata. 
Drachma  sive  |  pars  Unciae   •  •  •    S»9o6  Grammata. 
Scrupulus  vd  \  parsDrachmaiis  •  •  •    1,302  Grammata. 
Gnmum  vel  i^  parsScrupuli... 0,065 partemGnmmatisii 

S*  340.  Animah. 

Nonnuili  Mathematici,  inprimis  Calli,  diem^ 
etiam  diyidunt  in  decimas  panes,  quas  horas  tsth 
'^as  appellant;  quaelibet  ejusmodi  hora  dividi-* 
tur  in  100  minusay  quodlibet  minutum  in  loa 
minuta  secunda* 

Dividunt  etiam  peripheriara  circuli  in  400  paf^ 
tes ,  vel  quartam  ejus  partem  in  100  panes ,  quas 
novos  appellant  gradus.  Singuli  ejusmodi  gradus 
in  decimas  partes,  vel  in  100  minuta  et  locoo 
minuta  suunda  dividuntur.  £rgo  si  calculus  insti" 
tuitur  secundum  ea,  quae  exposita  sunt  $•  Sfts*^ 
gradus  vulgaris  est  i%iiiiiii  •••vel  1,  (i)  gra« 
dus  novus ;  minutum  vulgare  est  o%o(i85) ;  S9» 
cundum  vulgare  est  o**, 000(30864 1975) 

Ita  57^,9467  gradus  novi  sunt  S2®9'7'',3o8  vul- 
gares ,  atque  43^00''  vulgares  sunt  47*,  895  novw. 

Ckr 


P.  ;i.  c  A  p  u  t  IV. 

bk  CONVERTENblS  PUNCTlONlBUS  PRACTIS  M 

l(ERIE^9     ATQUB     DE    SERIEBUS  ARITH« 

METiCIS  MAJORIS  ORDINIS. 

s  fi  c  t  i  o    i. 


fbrmi 


in  Seriem  infinitam.    De  convergen^ 
tia  et  divergentia  Serierum. 

$i  336.  De  cbnvertenda  Fractime  in  Slt^ 

riem  ftnitani. 

Fractio  vel  Ratio  inter  diio  Qiianta  variis  mddijl 
fconverti  potest  in  Series  si^^finitas^  sive  infimtai. 
Serid  fitiiiat  ei^nlpluni  sui^peditat  S*  i^S*  Eteniln 


X—l  I— X  ^ 

g.  ■  =2  ^  ^^ -•^  ^a+ax^x^+ax^^ax^.  ..+ax^i 

x^^i  1— X 

ubi  fh  est  mmerus  integcr  posUivus.  Series  tohstait 

100'— fi'         * 
ex  m  terminis « qui  omnes  sunt  positiyi  :  ut  — . 

^  100  — 2 

900002 
==      Y  ■  =  10204 .  =  100*  4-  a  .  ioo  +  2*. 

Posteriores  duae  Series  sunt  Progressiones  6^^' 

Bbb  mi^ 
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maricae ,  quaruA  Summa  indicatur  priore  membco 
Aequarionis;  quod  tonvenit  cum  $.  204.  u 

*+jf  —  *;>•»■'-»  +  ja*  (S.  ia8.  II.)- 

ubi  m  est  numcrus  integcr  positivus ,  atque  igi- 
tur  sf7fH-i  numerus  impar.  Series  ^onstat  ex 
si79-f-i  terminis ,  qui  per  vicer  sunt  positiyi  e$  neg(h 
tiyi^  sed  primus  et  ultimus  terminus  sunt  positiyi. 

x+y  x+y 

*+i  *+» 

ubi  suTf  est  numerus  intcgcr  par.    Series  constat 
ex  ;m   terminis^    qui  pcr  vices  sunt  positivi  et 
mgativi,    Primu3   est  positivus ,   ultimus   ncgati^ 
vus. 
Bxempla  sunt 

a:*— V*  x^ — A* 

8. =x+y;  ^=x—y. 

x^y  •"*   x+j  •" 

^      i?— .j^  '^    X  +y 


,0.  IZil  s '    "^^  ^ '        ^  ^  =>"+/) (^+j) (S^ar^+x»; 
^  -Jf  x—y  +xy^+y\ 

^^=  ^^'+J^')  C^^-J^")  -(;,a+ja)(^,_y)(8)=ar*— ^«3 

1 1 .  =r*— x^j+ar^j»— Jfj3+J* ;  — -f-  =r*— ^»j+*^^ 

j^J  *+/  — ;irj*+3f^ 

12. 


.  Fiwcnoaumw  TUfftu.m  Ssnvt».     f^ 

£x  his  aliae  facile  derivantur  formulae ,  ut : 
a:«»+3+i        jf2*+«4-n-*«*+«(x«  —  i)        jr»+i  +  i 

:H-i  x+i  x+i 

+  jpWi  (x— i). 

^.  =  '+x^^fx — i);  ut,  si  x^isio^  eiit 

x+i  x+i     •         ^        -^»      »  » 

s*+i     looi  x*-l-i     looooi 

— — =• =91 }  — =3  — =3  9I+9.Bo*=q9ooi. 

M+i        II  ^H-i         11 

«'+1        lOOOOCOl  ,  .       •  • 

-^  = •  =  909 1+9*  10^3909091 ;  et  itaddnceps 

*+*  "  con£:|.ft98. 

S«  331.  Coroll.  !• 


£rgo  quodlibet  Quantum  formae 
sibile  est  per  *— y.  Similiter  *a*+i+-jfa»+i,  at- 
que  x^ — 3f2*  per  x+j  sunt  diWsibilia.  Ex  quo 
sequitur ,  esse  ar»  —  i  per  * — i ,  atque  *»•+!  + 1 
et*2»— I  esse  per  x+i  divisibilia;  in  quibus 
tamen  omnibus  formis  m  est  numerus  imeger  pa^ 
sitivus.    Velut 

100^  + a*        1000008        «  * 

■  =r =o8o4=:ioo* — a .  loo+a*; 

100+2  102 

loo^— 2^  99999984 ,^,_,^       ^     ,^» 

■  =  ■   =080392=100*— 2  .  lOO» 

100+2  102 

.+4, 100  — 2'. 

J*  33at 
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« 

^f  33S*  Pf  cfmertenda  Fraciime  in  Se^ 

rMlb  infinitam. 

Majoris  autem  mom^ti  est  tiQn?ersio  Fract{Q^ 
p|s  in  Seriepi  infinitam,  quam  |n  boc  Capi« 
fe,  quantum  id  per  fundamenta  adhuc  jacta  li? 
irety  comtemplaturi  sumus.  .  Species  hujus  con? 
yers|onis    illa    est,    de*  qua    praecedenti    Capi* 

fe   III.   actunf    e^t»     qus^    Fractio   ^    in   Frac^ 

fionem  decimalen^  mutgtur,    j^utatur  ^qtem  Frac^ 

fio  "•   in  Sericm  fimtam^    si  »  noa  alios  habet 

Faaores  minlmos ,  nisi  5  et  a  9  sed ,  si  alios  h^ • 
bet,  in  Seritm  infinitam  ($•  290«  %.  S93.) 

Ut  in  hac  mutatjone  explicands^  ah   ea,    quao 
fst   simplicissima ,  ordiamur,    prQponamus  Frac* 

ttonem    fbrmae    ^—  convertcndam  in  Seriem  in« 

^itan^,  flu^e  juxta  potestates  ipsi.iis  x  progrq- 
^iatur.  I)e  hac  Serie,  cujus  usus  magnus.  est  ia 
Arithmetica  univer$ali,  paulo  ubcrius  est  agei^- 
^uu)^  eo  inprimis  consilio,  ut  accuraca  acquirati^r 
potio  CQnycrgentiac  et  divergentiac  Scrierum. 

^.  333-  PrMema. 
Conyjcrtcrc  Fractionem  —  in  Seriem  itffinitam. 

Solutio» 
PlivisiQ  qnitatis   per    i— *,    ita  institui  potesc 


FimcnoMtius  fractis  in  Series.      ^7? 

Pividendiis  =s  i.       Divisor  s  i^x. 

Qudtus  Q  x+J(P-Hf*+** . . . 


•■ 


x^ 


NoQ  opus  est  in  dividendo  pefgamus.  Manl« 
festum  ^m  est,  Brogressionem  oriri  gometri'- 
^am^  jcamquc  infinitam^  cujus  primus  termlnus 
est  u^tasy  et  cujus  Exponens  G&t  xi  de  qua 
dictum  est  $•  315  et  $.  ^95.  Summa  hujus  Pro« 

gressionis  est  — *.    Ergo  idem  ostendit  Divisio, 

quod  didicimus  ex  coniemplationc  Prcgrcssiaxis 
g/mietricae  infinita^^ 

|.  334.  CoroH.  i.  De  Supplemento  hujus 
Seriei;  de  ejus  Summa^  si  ce^  i. 

bk  aequatione  jr  =s  --r—   quemlibet  numerum  ia 

locum  ipsius  x  ponere  pos&umus.  Tum  autem  du- 
bium  aliquod  oriri  videtur,  quotiescunque  x  est 
unitate  major,  atque  igitur  Progressio  Geometrf- 
ca  est  adscendens.     Ponamus  v.  c.  jrsa,  erit 

y=a  r— =s — i  =  i  +  a  +  4  +  8  +  i6  •••  ad  in« 

finitum.  Qut  autem  fieri  possit,  ut  hujus  Seriei 
ad  infinitum  usque  progredientis  Summasitss— •  i » 
^um,  quo  plures  sint  terminit  eo  magis  ab  unita« 
^e  discrepet,  omnesque  praeterea  termuii  shit  posi* 


tivi,  quorum  igitur  Summa  numquun  poiest  fieri 
po$itivE»  Ergo  posterius  aeqnationis  membrum 
videtur  esse  inaequale  priori,  quod  sibi  lepug* 
nat. 

At  vero  considerandum  est ,  quantuscumque  sit 
terminorum  numerus  ,  semper  esse  aliquod  Resi* 
duum,  quod  Seriei  addendum  vel  subtiahendum 
sit;  quod  Supplcmentum  seriet  dicere  possumus. 
Veluti 

/       J=2   — r,  =I  +  7~  =2I  +  X+  -—  — !+«  +  «•+   — 
i  !■  ■*  l*— *  1      *  I"~ 

zzi+s+x^+x^+  ;  et  ita  deinceps.     Eigo,  si 

I— « 

namerus terminorum esti,a)3,4  •••  mj  Supplemenftim 

X  X^  X^  X^  XMi 

est 9  —  ,  —  ,   — . .  •  -^  atque  ita  untverse: 

•     I— *    I— ^    I — *    1—*       i^x 


I  x^ 

y=s—  =si  +  *+jc»+x*  ...  +jc«-i  +  . — •  ;  obi  171  est 

I X  *— -JP 

numerus  terminorum. 
Itaque  si  «  =  2,  series  est:  jfrs  —  =:— i=:i+— • 

I — X  1—5 

rrsi  —  a=s  1+2  — 4=1  +  2  +  4 — 8  =  1  +2  +  4+8 —  16. 

Si  «=3,  Series  est:  jfi=-i-  = — -=i+  ~  =21—': 

1—3  a  1—3  ^ 

9          .                27  81 

=  1  +  3— -=1  +  3+9 -'^i  +  s+P  +  a?— -r* 

Quapropter,  si  x>i,  Quotus  -— -    hac  Se« 
rie    nequaquam    innotescit,     nisi    post    atiimim 

terminum  addatur  Supplementum .    Tum  au« 

tcm 
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tem  'Series  cessat  esse  infinita.  Quare  si »  >  x  ,  non 
vere  dicitur ,  Fractionem  aequakm  csse  Serid 


i^X'^^'^-^  ...  ad  infirdtum  usque  extensaCm 

$.  335.  CoroU.  3.  De  Summa  hujus  Serki 

si  X  <^  u 

^m^esx,  tta ,  s\x  est  minor  unitate.  Tum  enim 
oritur  Progressio  decrescensj  in  qua  quilibet  ter* 
minus  consequens  minor  est  antecedente  ($•  aoj.)  » 

srqtte  Suppiementum  eo  minus  est ,  quo  ma- 

I — * 

jor  est  f^.    Quare,  quo  plures  sumuntur  termifi!, 
eo  magis  ad  verum  Quocum  accedit  Summa  ter« 

minorum.    Fonamus  enim  x=  r  ubi  £  >  i.  Sup* 


pkmentum  est  *-  ^.^i^  =_±«_  ,  quod 
minus  est  unitate ,  eoque  mbus ,  quo  m ,  sive  termi- 
norum  numerus  major  est*    Sit  «  s  -^  9  ergo  bzsa.  ^ 

1,1  I 

atque  bupplementum  est  -^ ;  ergo  — —  —  — j 


XI  III              IIIX 

I       I       I  I                I 

a       4       5  16            2«-« 

1 

Sit  ^sz:—  ,  ergo  *  =  io,  atque  Supplementum 
10 

I  I   I     ^  10 X      i 


Wk%- 
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..  I        II  I        II 

ssi+T^-i — r+r-=i+r^+ — I •••+ 


10    100   900         10    100   1000        9«  10**' 

$•  336.  Caroti.  3* 


id  uos  conducit  ad  aliam  Seriem  ^  !n  quam  con- 

I— ip' 
cum  ipsius  x.    Prddit  aequatio 


verti  possit  Fractio  ^^ .    Ponatur  enim  g  in  lo« 


.1 
I 


ex  qua«  divisa  per^x,  haec  oritur: 

I    /"1      II  i  I       "^ 

Idem  invenimus ,  si ,  eodem  modo ,  quo  %.  333  ^ 
.dividimus  unitatem  per^^x^^i. 

In  hac  igitur  Serie  si  x>i  $  Progressio  est  de^ 
crescens ,  ergo  terminus  consequcns  minor  est  an^ 

tecedente  (§.  103.) ,  atque  Supplementum  »       •   ;■ 

I 


,  co  minus  est  quo  major  est  1^^ 


atque  est  negativum ,  si  «  est  positivus* 
'  Sit  «=22,  erit 

Ci       I      I       1  I        I  ^ 

2      4      8    '  i6  a»  "  a»^ 

Cohtrarium  fit ,  si  «  <  i. 

$'333 
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S*  337»  CI^^//.  4.  iS^fci  divergens  e$ 

convergensk 

Scries  cst  convergens^  cujus  Suppkmehtum,  ed 
magis  diminuitur^  quo  major  fit  numerus  ttrmino* 
tum.  Divergens  est ,  si  id  Supplementum  eo  magis 
increscit ,  quo  magis  terminorum  numerus  augetur. 

Quare^  quo  majosr  esl  termimrum  numetui^  ca 

m^gis  ipsprum  Summa  accedit  ad  verum  Quotum^ 

si  Series  est  con^ergens ;  sedy  si  Series  est  diver* 

^gen^9  quo  major  est  ternUnorum  numerus^  eo  ma^ 

gis  a  yero  Qj^oto  haec  discrepat^  Summa^ 

Quaproptef  «-^  =±1  +:c+ jf*  +  i?*  . . .  est  diier^ 

gensj  si  jp>i;  sed  convergens,  si  :);<i.  Contni 
i  /i       I        i'       I         \ 

gens  si  X >  I ,  sed  divergens ,  si  or <  i.  Codf,  $•  aigi 
FraQtio  decimalis,  in  quam  convertitur  Fractio 

fonnae  — - —  est  infinita  Series  convergens  ($.  295)4 

§.  338.  CofoU.  5. 

^lta  Series  magis  ^uam  alia  convergitj  si^  posi 
eundem  numerum ,  terminorum  ^  Supplementum  ^us 
minui  cst  ^  quam  hujus  Scriei.  Ita ,  proposita 
aequatione: 


1  x"^ 

- — ^zzti+x+x^  +  x^  .• .  +  *— ^ ,  atque  an±abra 
I— *  1 — X 

et  i^r^^^ci  9  oriuntur  duae  Series,  quae  sunt 

Ccc  t 
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1~-  =  —  =3  i+o,i+o,oi+o*ooi+o,oooi .  •  .  +  i 

lo  p  »  y  »  9.10*-' 


1 


100 

l^  =^—a  1+0901  +  0,0001+0,000001+0,00000001  • 

*«^       99  1 


+ 


99.100» 


Quoniam  i.j  ".  <■         ■ 

'    ^  99.ioo«-«     9,io*-«    ii.io«-«    9.10»-« 

(S*  94«  5*  i<^5*  7O9  posterior  Series  mtgis  con- 
'  veipt  quam  prior. 
'     Ronus  atta  Serics  magisj  quam  aUa  difergtt^ 

si  posf  eundcm   numerum  terminorum  Sufftemen^ 
.tum    g'us  mt^s   est   quam  hi^us  Seriei.     Velut 

si  ^  est  10  et  100,  oriuntur  duae  Series,  quae 

sunt : 

1  ••  I  10*» 

—  ss^-^  C3  1  + 10+ 100  + 1000  •••  —  — r. 

I— 10  9  9 

1  .  1  loo* 

j^— p—  —  =5  1 +IOO  +  XOOOO  ••.  — 


X— 100  99  99 

*  100»      10»    10»  lo*  ^ 

Quoniam  —  = •  —  •  atque  —  >  i ,  si 

99  91111 

lOO*      xo* 

iw,  nt  h!c  ponitur,    est  >  i,  erit  >— » 

quare    posterior    Series    magis    divergit  ^     qtum 

prior.    Quod   si  autem  ff?  =  i,  id  est,  si   8up« 

plementum  primo  jam  termino   additur,    id   mi« 

^nus  est    in  posteriore,    quam  in   priore  Serie, 

quoniam  —  <  i.     Aequationes  enim  tum  sunt: 
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I  10       ^  1  100        , ; 

—  r  =1  —  —  ,  atque  —-•=3  1 ;   ubi 

9  9  99  99  . 

100      10 

99       9 
Ex  bis  imeHigitur ,   quid  significet,  ai  didtur 

Series  aliqua  admodum^  ccleritcr^  mdximc^  tarde^ 

Icntc  comcrgcrc  rct  diycrgcrc. 

%•  339*  Cor.  6.  Summa  seriei^  si  xsi.* 

Si  jc  =  X  9  oritur  singularis  Seri4  species*  Nam 
per  aequauonem  $•  334.  fit  •— -•  =  j  =  x+i+l 

+1  •  •  •  -h  '^»    Fractus  est  e]us  generis,  de  qub 

diximus   S«   1(^29  &•  Ncquc  cst  comcrgcns  nequc 
divcrgcns^    quoniam  Supplementum  permanet  in« 
finitum,   quantuscunque  finitus  numerus  termino- 
rum  fuerit.    Plures  sunt  Series  hujus  generis. 
Ita,  ut  postea  demonstrabitur : 

2  11 

Logn.(i+A?)r=:i?  — 7  :r*+::  «*  — 7  *♦+  ..• 

ft  3  4 

XII 

f— Logn^(i— :r)=r  jp  +  -•«*  +  -  A?*  +  7  «^  •. . 

234 

Quare  si  «=ri ,  Series  i  —  -  +  -  ^  i  . , . 

B  Logn.  a.  est  convergens ,  ejusque  valor  est  ^« 

nitus*    Scd  Scries  i  +  -+  -^ + 7 •..  =3— Logn^  o, 

cuquc  cst  comcrgcns  ncquc  divcrgcns ,  quoniam  va- 
lor  est  inQnitus  9  ergo  Snpplementam  semper  ida- 

net 


)84     P*  n.  C;  IV.  SbcT.  L  DB  CONVERTBIIDIS 

p^   infinitum.     Idem    dicendum    est    de.  Seiie 

$.  340.  CorolL  7.  Scries  Fractionis  — ^ 

Ponatur  x  negativus.     Duae   Series  %.  334  et 
%•  336.  in  has  mutantur,  quoniam  (— d;)^*—^^"^ 

(0 =1— A?  +  «*— a?*+:r*,..+A?«-i+  ar» 

ubi  per  ^ces  sibi  succedunt  signa,  ita  ut  primus 
terminus  sit  positivus.  Si  iti  ,  siye  numerus  ter* 
jninorum ,  qui  sumuntur ,  par  est ,  supplementum 
Itdditur ,  sed ,  si  impar  est ,  subtrahitur. 

Si  *>i,  prior  Series  est  divergens ,  posterwr 
convergens.  Contrariumfit,  six<i.  Sitjc=9;  ergo 

1  «        7^9  «  6561 

^=1-^9  +  81  — irr~i--9+8i--7a9+-7-- 
xo  xo  10 

1^1 I         I  ^_^^         ' 

i9~9       «i      729      729.10/^9  ~  81      72p 


I 

+ 


6561     (5s6;.io 
Si  Iiisce  duabus  Seriebus  adduntur  Series  %.  334 

*         * 

ct  336. 

(3) '=ll+X+X^...+X^-l+- — - 

^         I— X  l— JP 

, .   I   _    /i     i     I      +1         ^    A 

pcr- 
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*. 


perspkltur»  utratnque  Fractionem    et 

qualiscunque  sit*x,  per  Seriem  convergentem  expri* 
mi  pc^e,  praeterquam  si  ^=i«    Naiq  si  ^=;?Xt 

Quotus  — —  cst  infinitus  j  quare  ejus  Series  neque  est 

convergens  neque  dlvergens,  Quotus  autem       =3  ■ 

exprimitur  Serie  i  -r- 1  + 1  -r-  i  . . , ;  quae  Series 
nest  sui  generis ,  neque  convergens  neque  divergens , 
atque  dicitur  paraUela.    Nihil  significat ,  nisi  adji« 

citur  Supplementum  9    ut  —  =3  -  =  i  —  «^ 

I  I 

'IPI  — I  +  -CSI — i+i^-  ..... 

Ergo  difficultas ,  quae  in  hisce  atque  in  divergen- 
tibus  Seriebus  esse  videatur,  prorsus  tollitur,  si 
attendimus  ad  Supplementum*    Nonnulli  Mathema* 

.  tici,  idnon  videntps,  aut  non  curantes,  mirificum 
aliquod  in  ipsis  5  praesertim  in  Seriebus  paraUeli^  » 
perspicere  sibi  visi  sunt,  Guido  Grandi  ana- 
logiam  quandam  inter  ipsas  et  crcathnem  mundi  cx 
fnUlo  esse  statuit,  Leibnitzius  in  ipsis  vidit 
singularem  quandam  naturae  solertiam  et  justam 
partitionem  (Acta  Erudit.  SuppU  T.  V.  A.  1713O 
Conf.   K  a  s  t  n  e  r :    de    legc   continui   in  natura 

.  1750  9  atque  ejusdem  JDisscrtatio  MatAcmatica  ct 
Phjsica  N^,  XIII.   ubi  hic  locus  accurate  expo- 

'  situs  est. 


S*  341* 


386    P.IL  C.  IV»  Sbct.  L  w  cvKfnnKDis 
$.  341.  CoroU.  8.  Comersio  Quoti 

rrr  i^  Serienk 

Ope  Serierum ,  quibus  exprimuntur  Quoti  ^ 

et  •— ,  omnes  Quoti,  quorum  Denominatores 
sunt  Binomia,  &ci1e  In  Seriem  convertuntur« 
Etenim  -f-   =s  "^  f  ^^  A ,   ««lue     * 


(^) 


Factores    «utem  —7'  ct  -*-^ 

convertuntnr  in  Series  exposiras  $,  340.  si  in  hiKD 

Seriebus  —  substituitur  in  locum  pumeri  «• 
a 

$•  34a.  CorolL  9» 

Si    Fractionis    Numeraror  habet   termiiios,    ia 
quibus  est  *5  vel   etiam  sunt  Potestates   cjiis,  nt 

j=: ^TT ^-— ,  Divisio  per  aHr*A?  per- 

git ,  donec  nullus  numerus  x  restet  in  NumexiUH 
re:  vehui  si  proponitur: 

j  — . — _ S3  2*»+7«+6+- — -• 

S^— 4  4 — 3» 

sed  —  =  ^  r  — r  ;•     Pactor  — —    con- 
4— 3jr        4    ^i—^  1-^^ 

vertitur  in  Series  $.  340.  expositas,  si  in  locufa 

*     « 

numeri  x  substituitur  ^  x. 

4 

S«  343« 


PoiiCTioiHOTs  vuAcns  III  StftiEs.     387 
$.  543'  Cr^a  10, 
Jn  his  praecipue  consklenmda  est  Fracdo  for- 

bx  I        ^ 

posito  r=— ;crit     =r-» atque 

tf  z       bx 

-J     «ff—^r^     II       +1,-.        '  ■   N 

ubi  tertia  fonnula  ex  prima  nascitur. 
Si  in  his formulis  vel ,  3  vel  jS^  vel  /3  et  ^  nega* 

tivi  ponuntur,  oriun^r  Series  Fractionum  ' 


0+bx  '  a—bx* 
Ex  his   autem  Substitutione  reperiuntur  Series 

Fracdonum 

44-*    «+^     »—x   «— JP    x+x    1— J? 

4H-* '  ^»-n;p  '  ^— « '  ^+« '  I— «  '  i+^ 


5»  344«  C^r^//.  !!• 

Hae  Series  etiam  usui  esse  possunt  in  Divisio^ 
ne  numerorum  determinatorum  9  vdut ,  si  in  Frac« 

UL  <v  X 

tione-^  ponimustf=io^  atque-*= — ssz,  erit 
^    ^"  a     iQf 


= ^  •  Ci~  ) = ir,  0+<H-^' ...  +^-'+  jS> 


Si 


•^98     P.  IL  C.  IV.  SbCT.  {.  DB  COMVBRTniDIS 

Si  xzzziy  prodit  Ibnnula  p  quausi  sumus  $•  301  ^ 
ad  dividendum  numerum  per  99 ;  999  etc.  Si  x  est 
^ »  S  9  4  •  •  •  prodeunt  formulae  Divisionts  rintaie* 

A^.P^ 9S ;  998  •  •  •  97 ; 997  •  <^ •  969 996  •••  et«« 

Quaeratur  V.  c.jQuotus:numeridivi£;i  pei^^S;^^^...^ 
ita  ut  verus  sit  usque  ad  tertiam  decimalem>  Se- 
riesest: 


•    •» 


ubi  -^s=  ~;ifsi:-rf.  —  \C:=zB.^^XfU 

Si^aa.  Fractio  est^  atque  -^  =  —  j    . 

si  A=3 9  Fractio  est  •—  atque  —  s  -^  etc,  ' 

998       .    lo^      ipco 

Kumerus  sit  « = 7328476« 

»fi?>  —j— =373284,70.  =s/f  —--7-^-=  73^8^475    =f 
.^    98  1465,6952=5       998  14,6569  =* 

29»3i39=C  ft93  =C 

'u^    7,a847<5     '^*      ^ 

=  74780,  367.  ■    ■     ■    '^^ 

..„„._^.    -  7.3^,994 

13^84^«^  7i;S8if(!=u< 

.            ?99.98  1465=;^ 

73»i^tf 
Si  x  negattvus  sumitur ,  prodit : 

t 

tt  (t     ^  X  X^  «V  «. 

^-— •  =  —  O +  — r  —  •  •  •  }  =^— AhC— jD+£  .M 

io^4-A-        lO^X        lo^        lOV  -/  .' 

lO^'  lO^'    '  IQ? 

Man 


FoNcnoMXBUs  .ntACTis  m  Swax     389; 

Hiec  fonnula  inservit  Divisioni  numerorum  per 
101,  102,  103  •••  looi,  1002 9  1003  •••  etc.9 
quamquam  propter  diversa  signa  partium   minus 
est  commoda*    Sit  x  z=  i ;  unde 
7308476  =  73^8,476    C=  -O      73^8476  =  73a»8476  C=-^ 

^issr   —  7.3^847  (=i>)    -i^ssr    —  733 (=^; 

73^1,14753  •         73^^7743 
73af=C        7ja8476=   73*^847  (=^ 

73^1,15485  tSSS^  ~7(g3^) 

73,2840. 

jfnimadv. 
Quo .  magis   perspiciatur   usus   Serid    infinitie 

Fractionis  — r-  ,  ex  ea  derivetur  Series  infinita  Frao» 
i+x 

tionis      ,    ■■  ,  quae  nos  conducet  ad  Series  Arith» 

meticas  majoris  ordinis.    Quod  ad  sequentem  Sec* 
tionem  referetur. 


•  • 


.  i 


P.  IL  C.  IV.  SECTJO  n. 

De  Serie  Fractionis  ^       .,  et 

(i+x)»,  atque  de  Seriebus  Jrithmc* 
ticis  majoris  ordinis^ 

$•  345«  Problema. 

Exprimere  Fractionem  ,  per  Seriem  in» 

(i— .t)*  ^ 

finitam  y  ubim  est  numerus  integer  positifus. 

Solutio. 

Solatid  reperiri  potest  ez  aequationibus  %•  333* 

D  d  d  x+* 


S9p:     ^- <L  Ci  IV.  Saet.  li.  ntSmm. 

m 

•        •  •  J 

x+jH-iM^  .  • .  =  '^ — 2  CS-  333O  5  wnd^  JF*+Jf«+»+xH^ . . . 


U06e  cooieqiiitur : 

VI    «  (1  — *)=:i  +  ^  +  *»  +  »»+«*+ir»... 

X    :(t— x}=:       »+*•  +  **+*♦+«••••., 
>  :  (i— jr)c=:  «•+*»  +  «^+x*  •  •  • 

V:(t  — jii)f=:  x^  +  ^r^  +  x»... 

•«♦:(i— ^!=  *4^afS..^ 

^  :  (i— «)=  **... 

^lta  prbgrediendo  ec  Samniiiii  terminonun  snmeti- 
dQ^  piodit  aeqwuiQ : 

!+*+**+**••!           t  .     __^   ^^ 

I.  ■   ^  ==:  . r;  =  i+a^+S^^+^^^+S**^^- 


X 

x^ 
x^ 


JEigo 

(i— :c)a—  *^.ax»  +  3x3+4**  +  5*^... 

(l  —  *)»  =2  »*  +  ft*'  +  3** +4** . .  • 

(i  —*)*:;= .  «*  +  ax*+3x« . .  • 

(1— x)»—  *                x4+ftx*.,« 

(t~^)»p=  jp^^.t 
Unde  eQdem  modo 


a.  '+^+^^+^^  '  ^-T^.^l+^H-^g^^+iox^+iS^-Kix^.^ 
(i — xy        (i— x)^        "^ 


1 

X 

x^ 


** 


Ergo 

(i — xy  ::^i  +  ye  ^  6x^  +  lox^  +  iSx^  +  ^ix^  •  •  9 

(iL-i)S—  yf+2x^+    tfAr«+IO*4+I5*^.#* 

(i^^)»22:  ;(r*'+  3«?*+  6x*+lox*.*. 

(i— x)*=:  x*+  3«*+  6«^f 

(ip-x)*3j;  **+.3x*.** 

(,-,.).=  ■  .   ■  ■■  ^... 


'  VnSe  todcm  modo  pjxxfit:  • 

— T—^^^r^:^  ••• 

'   Ita  pro^redienao  reperinlus :  • 

j r-<=*+5*+i5^*+35*^+  7o**+ia(ix*+a52:c<^+46a«''+.. 

\« — V^ 

1  ^  • 

; r3C=H-6«+ai**+56x*+ia6**+252**+504**^+966«'+.* 

Calctilus  ipfe  indicat,  Coefficientea  bantni  ^e« 
rierum  esse  tales,  ut  ainguU-sint  Summae  ter« 
©inorum  Seriei  fmtccedentis.  Qaod  etiam  ei  Dh* 

sionepatet.  SitcPim  ^  ■■        ■  gg t+ifap+ J!ag*+Qi^ 


CoeQiciemes  Potesatam  muneri  x.  Qoae  aeqmtio^ 
dividitur  per  1—* ,  prodit  ■        ^=a  x^-^i^-ip^ 

+.(i  +  -^+^*  +  (i+^+-ff+CV  +  t.*        ^ 

Ergo  si   — i —  =^'+-B'*+C'4P»+Zy**..,erit 

^=i;5'=:n.-^;C  =  i+^+JJ,  etc. 

'    Ex  bb  etiam  sequitur,  CoeflScientes  Seriei  Frac* 

I  ^ 

tionis  ^ ^  esse   terminos  Seriei   Aritbmeticap 

f9f— -I  ordinis,  ut  ex  iis»  quae  S«  nS*  ^Kctt  jufit; 

*•      •  1  ' 

perspicitur.  ErgoCoeffidentesSerieiFractionis  -— ^ 

8unt «nitates ;  Coeffidentes SerieiFraccioms         "  ^» 


-  ».  .  • 


fonflnc  Seriem  Arithmetlcam  ^opBceoi  siye  m- 

tUf 


^%    .P«  n»  Ci  IV.  Sect.  II,  DB  SniB 

cunlem   numerorum; -sed»  in  Serie-FncdoDBoi 

■    '      >         ■  i  etc«,  Coefficientes  $unt  tennini 

Serierum  Aritlunedcarum  secundi»  tertii,  etc.  ox^ 
dinist 

Coefidcnus  &rtd  infifiisac  Fraeilofdt   rrZx^ 
i7i.(iw+i)    i».(«»  +  i)  (iw  +  a) 

"^  1,«».  ■  ,.a    . — rm — ' 

I  .  a  .  3  •  4  (»—*)" 

I  •  a  I  •  2  •  3 

ll«  «/  (p  + 1)  //«i«x  Coefficiens  sive  Coeficiens  Pc^ 
.     ^    ,        i».(iw+0.(OT+a).(w+p — O 

JDemnstratio. 

Hoc  Theorema  valet  v.  c.  si  is  est :;;?  x ,  a  1 3  9 
4959^9  u^  calculus  S*  345*  institutus  docet.  Id 
etiam  valere,  si  m  est  quilibet  alius  numerus  in- 
teger  positivus,  patet  ex  bac  leg^  conftanti,^i/ai/ 
Coefficientes  m  Potestatis  sunt  Summae  Coefficientium 
(ot^i)  Potestatis. 

Ponamus  enim  tlieorema  valere  in  Potestatefo~x  ^ 

ita  Ut  sit ;: r—  ==  1+  f OT  — rO  «  +  -^ ^  X» 

(l— jp)*'<       ^         '^       '    i  .  % 

+ 


His  posids,  sequitur 
<^si;^sx+fo*— xa0i. 

P P     C<^~i>i  _  ajw+C^»— !>»    ^ /» « C^+>) 

~  x#a     *^       X  •  a        ~     X  •  ft    * 

jy^  ^^  (m—iym .  C^+0  ^  w^^+x)  /w~x      \ 

x.ft.3        ^     x.ft     V    3        ^ 

_w>C»H-x)C^+0 
~       X  .  ft  .  3) 


JE=sZ)+ 


X  •  ft  .  3  •  4 
et  iu  de  caeteris.    £rgo ,  ut  enunciatum  est ,  erit 

X  IW««I+X..       IO«.«l»  +  ft  .    . 

Cx~*J»        ^  X  .  ft  I.ft.3 

tw  .C«»  + 0  •  •  •  (^ +  C^--0)^ 

x«ft.3*'*P 
Ex  quo  concludimus  5  si  Theorema  verum  est  in 

aliqua  Potesute ,  etiam  verum  est  in  sequenti  Po- 
testate.  Sed  vera  est  in  tertia  Potestate,  ergo 
etiam  in  quarta^  ergo  etiam  in  qtdnta  etc. ,  ergo 
in  qtialiha  Potestatc.  Quarc  Serics  cnunciata  Frae* 

Honis  ■>  ita  vcra  cst^  ta  in  locum  ipsius  m 

Ca— »;• 

quiUba  numcrus  integcr  poni  possii. 

%  Z\7*  CcroB.  u 
Si  in  Fmctionc r"^r  *  cst  negativus,  procHt: 

QX— »/■ 


384:    P.lLCtJy.fict.11.  (cSn^ 

I     •     2     •  •    •    p 

Quae  aequatio  cum  priore  CS*S4^0^  ^ 
mjungi  potest :  , 


Ut  dilculus  fadlior  redditur ,  ita  repracsentettur  Series : 
««         a  3  4 


a  3  4  ••  5 

»     -  91        56        '    ift6  «52 

%.  348.  Chr»/A  3. 
^i  in  bb  aequationibus  Exponens    m   faabemr 
negativus,  procfit  haec  Series  Potestatis  (1+*)»: 

(i  +*>=s  I  — (  -^i»>+i ^ ^— ^*^  -^ 

•'    '  »  '  1     .    a    •    3 

,       ^  m.(m — 0  •     m.{m — 1).0»-^)  . 

x«a  x»d«3. 

,     ,  .  /w.jC«i— i).(w— a)(^»— 3) 


I         I  •      H  '   ■•^  »  «    « 


I  •  a  •  3  .  4 
Saltem  huic  ji^quatipni  Gon^dunt  decm  pricK 

res  Potestates  Rinomii  i-f^,  ut  apparet  ex  earum 

expositione    §.    ii^^    velut    si'4»r=5  6;     erit 


^^-^¥69+ 


1  ^ 


c       t 


H-iS*^+aoJp»4-iS«*+6**+i^#  Serics  non  am- 
pUus  piogreditDr ,  quoni^m .  rdiqui  termihi  omhds 
in  Numenitore  fatbent  Fictorem  fo— .i99=so,  sed 
tton  in.  Denominatore;  ex  quo  efiScitur,  omncs 
Cocjfckma  comequemes  ef^ofwscerc. 

Hanc   autem  aeqtiationem  N^  4*  veram  esse, 
qidcuoque  slt  cqitmens  integer  «1^.  simili  modo 
.demonstratur^  tit(Iue  aequatio  Potestatis  (i — «)-• 
$•  346.  Ponamus  enim,  ipsam  aequationem  N^.  4#,    /^ 
vtkre'  in  Potestate  (1+*)*-»  9  ita  ut  sit : 

f  •  ft i  t  »  «  3. 

+IW— i*w*^  •  •  •  w-^  ^  , 
I  •  ft  •  3*  ««^ 

Multiplicemua  hanc  aequationem  per  14« ,  undie 
pfoditt 

(t+*>=s  X  +(!»-.  1)  .ir  +  i •  \  ■       ^^ 

,  (^tO-(w^X^»-3)  ^        .  (i»-i>(CT-fl)  •••  (»>-j»)  ^  . 

^      ^'         ■      !   ■'  ■     ar^ •  ••■♦*'       '         '  .     '    Jf*f  ••• 

i,«  ft  •  3  X  .  2  t  3  •••^ 

I    •    ft 

(ffl— i),(i»  — ft),,,(igg— (^,^i)>^ 

-f-  ■  *^«  •  •  ♦ 

,1    •    ft    •    3>..  ^  — I 

Quare  si  ponimus  (i+jc)*=sx  +  ^*+jPx*+(>*  ••• 
+/>jr/+.^^.^t:^ 


.  •.<! 


39^        PvIIr  CIV.  SlCTrlL  fift  Stt» 

p— fa  —  1)  >  Cw  ~  ft)  >  C<»  --  3)  /'j     gi~4^ 

gi«Cw~i)>Cgi~ft)C«»~3) 

"         X    •    ft    t    3    •    4 

fi_(«—i).C«—0  •••(«» — Cfi — i))/^ 


w  >  C<*  ~  i) « C^ — O « >  •  C^''^  Cp— O) 

t .  •    11    •    3    •••    P 

Eigo  (iH^).=iHH«^2:l2=i 


i>a  x«a#3 


C«i— Ca_i)> 


et  quoniam  haec  est  ipsa  Aequatio  ad  demonstnii- 
dom  proposita,  Iket  nobis  colligere,  A  valet  bi 
potesta:te  Ci+*)""'  9  valet  etiam  in  PotestateCi+«)*  9 
id  est ,  si  valet  in  Potestate  antecedente ,  valet  etiam 
In  consequente.  Valet  autem  in  decem  prioribas  Po-> 
testatibus ,  ergp  etiam  in  undecimat  ergo  etiam  in  . 
duodecima  Potestate ,  etc«  Ergo  Aaec  Scrtes^  qum 
exprimitur  Cx+x)*  vera  est ,  qualiscunque  sit  m  ^ 
dummodo  sit  numerus  intq;er.  Vera  etiam  est^ 
si  m  est  numerus  fractus »  sed  id  postea  demoii* 
ftrabitur. 

S«  349«  OroU.  3« 

Si  X  habetur  negativus,  prodit: 

.  (I— »)»=ai  —  mx-i *» — ___jps  •. 

X  •  ft  x,ff.3 

Nam  si  Exponens-estnumerus  impar^Potestu 

est  negativt  C5*  xoi.). 


QV* '  BVRlMlTVft-  C  I4«)t*«  3^ 

J.  35©.  O&ttL  4. 

Eodem  modo  9U0  S«  347*  <^Ictilu«  fiMalioi  niA 
potesc 

VBHHHB  «B4MHV  •■^•t«9# 

15  fto  i^  6       .    t 

$.  35f.  CorolL  5. 

HiMfft  fttfqMtfbiiibiif  defiflttiflttif  Pbte^isrttisf  cufM 
UbccBmoiiTfF)  ii  Ejtponfnsf  ^  cst  nuiQetus  ISftijpSf  ^ 
vel  negativus  vel  positivus» 

Nam  {aj;x^»^a^fi±^Yi  *^^^  («t*>* 

(S.  346  et  S.  350.) 


1.2'  I.a.3 

I    .    a    .    3    .    p      -  X»'»- J  ^ 

>    ,    ^_         ,  -        i».(«+n^„«».(«*+i\(«»+a5«    . 
a.  (aj-»>»g3fl-*(i+w34-Y^--^j«4.    \;^\^      J*««j 

:|C»>(iw+r>....(w+j>^i)       ^  > 

ft^o  (H^y»»  et  {a^^y^  bdb^t  ouines  tenni* 
nos  jHMiitivos ;  Oi— j:>»  et  C4H>«)r«  habe&t  eot  tei^ 
minos  negatfvin  i  nbi  Exponens  ipsius  j  est  no» 
nertur  Imp4ri  is^  fifshms^  tilti  e^  ifuAetf&  pdr. 

Eee  Pos- 


gj8:     P.  WC.  IV.  Sect.  II.  de  Serie 
Possumus  etiam  S^cbus  banc  dare  fonDam : 

3.  (a + x^^tsO^ + ma^^^x^ — 1— ^a»-:ta(r»  ■+— ^ ^  fl*-3s 

^^^"  •"  i.a  ^1.2.3 

4.  (^t*>*^5;i+?^'''     i.sL     ^t»'''      x.a.    3       «^ 

5.  («+;f)"r=»«+  =^^+' -^**t. B.x^+^.a:^... 

A  aa  3tf  4^ 

d.  rj+ ar9-"=r^  +  -rx;^*~"  -^.^'+  77"-^*^+  ": — .0.«*  • «  • 

^"    ^  ^^  _  3^  4ig 

T         B  T"  2) 

;In  locum  numerorum  a  tt  x  quilibet  numeri 
detecminati  et  universales ,  aive  composid  sive  sim- 
pltces  9  aubsdtui  possunt» 

•  %.  353.  CorolU  6. 

Sita+x=ij^,  ergo  i_/>=^($.  136.);  vcl  x— ^=/ 

id  est  —  =/).    Unde  (§.  143  et  §.  346.). 

-  ,      ^  /-  iw.fw+O  ^ .  f».(»»+-i)(«+a) 

7.(tf+*)»«fl-(i-p)-=«-(i+/w^  -;-r-p^+      T    a   a — '' 

^       N  ^  •  mXnui)  ^   i».(i»-i)(iw-ft)  . 

S*  353*  ^nimadp. 

,  Propter  multipliccm  usum  Coefficiendum  Seriei 

Binomii  (i+x)*  ct  Fractionis  — i—  Tabulas  eo- 

(i+*)* 

rum.  exhibuimus,  ubi  designavimus »  quanti  sim, 

•  ■  #  « 

si 


I 


o 


.3 


e  ad  I»  =  30« 


Exponjffici^tium  s\ 


m 


Si 

i 

4' 


Ti 

19 


1«! 

19 

20* 


24 

2 


I- 


2 

28( 
29f 

3of 


»»-7) 


*a5 


5 


I 

15 


1  1     120 

24  680 
4  8  3c(Jo 
9  %  1628 
16^:8760 


^9  1  6280 
8?J  9770 

130X1256 
^0437400 

3ia 


^••14 


16 


16 
.  136 

816 
387« 
5504 


5 

17 

49 

130 
.^26 


4264 

0544 
0314 

7504 
8760 


77a 

1738 

3744 

7755 

15511 


6160 
3860 
2160 
8760 
75ao 


j> 


1  •  2  «-t  •  15 


ir 


•  •Cf-l)-..  (n-ls) 


1  .2 


.-.  • 


16 


nque  ad  m  1=:  60, 


14 


ft  0625  3075 

3  4737  3600 
573166440 

9  »708  3760 
147633780Q 

a3  1078  9600 

35  6046  7300 

54  1495  oapS 

81  ad4&  5444 

lao  33fta  ft88o 

17620076360 
»55  1873  1280 
36576848168 

519155^643* 
730  o6flo  9045 

101766230790 
1406  7684  8445 
192928249296 
262596783764 
^548  6051  8600 

476260169700 

635013559600 

84139296  6470 

iioSi  76102180 

14511  82990950 

18899  12732400 
24482  9603  9700 
31555  8156  «80 
4047376351620 
51668  6342  7600. 

M.C«-i)*.*r«r-i2) 
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TABULA  IV.    Coefficientes  Seriei  infinitae  - 


' 

1 


\ 


Exponens 

- 

m 

I 

a 
3i 

3 

4 

M 

31 

4.96 

5456 

Sa 

3a 

5a8 

5984 

33 

33 

5<Si 

6545 

34 

34 

595 

7140 

35 

-J- 

35 
36 

630 

7770 

36 

666 

8436 

37 

37 

703 

9139 

38 

38 

741 

9880 

39 

39 

780 

io66q 

40 

-7- 

40 
41 

8ao 

11480 

41 

861 

"34t 

4» 

4» 

903 

13244 

43 

43 

946 

14 190 

44 

44 

990 

15180 

, 

45 

__ 

45 
46 

1035 

i6its 

46 

108 1 

17396 

47 

47 

liftS 

184114 

1 

48 

48 

X176 

19600 

49 

49 

laas 

S0825 

, 

50 

— 

50 
51 

"75 

saioo 

51 

13*6 

23416 

m 

5» 

5« 

1378 

04804 

53 

53 

1431 

»6835 

54 

54 

1485 

»7700 

. 

55 

— 

55 
56 

1540 

&9366 

S6 

159« 

30856 

P 

57 

1653 

3*509 

58 

1711 

34220 

59 

59 

1770 

35990 

60 

— 

60 
m 

1 

1830 

3782.0* 

■.c— 0 

a.(«-i)...  C^-a) 

lli 

'  1  %a 

X  •  S  *  S 

•  o-o   ^ 


XI 

8  4766  0528 
XI  ft  109  9408 

14  7144  »973 

4917334783 
a4  ^1^5  6778 

31  9018  7ft86 

407^3504»! 
5x78066751 

^5  4071  5896 
8a  i78ftftS36 

X0ft7ftft78i76 

Xft7  7771 1870 
X58  ftooft  4ftfto 
194  9909  96fto 

fl39  3Q7'  3'yo 
ft9ft  4864  9430 
356  0705  X480 
431  8301  9880 

5fti  7948  »355 
6ft8  ft835  6305 


753  94oa  75<56 
901  77170426 

1075  1893  373» 
Xft78  o55ft  5001 

151473^14816 

179013799328 
»10980549^08 
ft479  9468  0648 

ft907  5238  4do3 
3400  3ft44  93ft8. 


QijA  BxpRimTUR  0 +*)*■•         399s 


A  -        * 


$i  m  deinceps  ponitur  o,  i ,  &,  3,  4,  5  • ...  Pri- 
ina  Tabuh  itidicat  omnes  Coefficientes  Seriei  Blno» ' 

• 

iBii  (i-M)*  9  ab  171 = o  usque  ad  mzn  30 ,  quoniam 
post  terminum  medium ,  atque  post  duos  terminos 
aequales  iidem  'redeunt  Qumeri.  Secunda  Tabu- 
la  designat  ejusdem  Seriel  ^4'  priores  et  14  pos« 
teriores  Coefficientes  ab  f»:=3i  usque.  ad  m  s£o« 
Tertia  et  quarta  Tabula  exhibent  Coefficientes  Se- 

riei  Fractionis  ■  ab  miso  usque  f d  «»s=39  i 

prior  ijuatuordcdm  ^  posterior  undecim  |>riores 
Cocfficientes.  " 

Hae  Tabulae  nobis  abundanter  praebent  ezeM-: 
pla  ad  illustranda  Theoremata  et  Problemata ,  quae  . 
ad  hos  Coefficientes  referuntun 

Numeri  ipsi  additione  reperiuntur,  \fz  ut  Serilsi 
Arithmetica  iti-p-i  timi  ordinis   constet   ex  CoefJ  '  ^ 
ficientibus  Potestatis  (i-^a)-"  ,  atque  /)timus  Coefr' 
,  ficiens  sit  Summa  m  terminorum  Seriei  Aritbmeticae 
ofdinis  (.§•  346.).    Veiuti  Series  Arithmfitict'  .• 


•    •        «4   •  l».(lW+I/ 

primi  ordims  est  1+2+  3+  4...+^''= 


i.a 


m.(m+i^    f».(f»-H)^»+a) 

secundi  ....    1+3+  64-10...+-' »=    ■  "".s 

1 .2  I  •a«-3  ) 

teitii . • .  1+4+10+20 .«.  j  '         ,       .     j^  ."  ' 

m  ...  (1W+3)    m ...  (gi+4) 


quarti    ....    1+5+15+35  —  4 


iJ— V 


1.2.3.4  i«&*3.4»5 


^mmi    ....    1+6+21+56 ...  H i— i-u:— i — ^ 

■  •     1.2.S-4-5         i  ^ZA*5fi' 


409  K II.  C.  Pf,  Burr.  n.  m  Sam 

« 

S*  354«  CS^r^//.  7r 

N 
firgo  8l ^■wi  ■'■  ■»    ubi  iV  taoft  tomiMc  VM>' 

lem  i<-»;r ,  convertitur  iiS  Seriem ,  CoefBcieates  smic 
cefuSn!  dttief  Arithmetldte  «xi  ordlnte ,  etijus  «itiiaie 
DiAnntiN  Mqmdeg  wmu  QiuUes  amem  «int  ])i£i 
foentiae,  id  definitur  per  iV  et  i»,  ut; 

Coeffidentes  formaat  AfUm  ^n$hm€Ucan^  frimi 
9nMs^  ubl  Diflraentto  coououiiis  eitfH*!*  oti 

^^^^  +o^+«*>^-+-* 

/&^  cH  Serics  ^rithmetica  secundi  orditiis.  Prima 
Difierentia  eit  ^2 ;  secunda  est  /)+i ;  ut 

^  ^^jrjpa  _  i4^3H^)^^^,>«4<io+tff+3^>* 
*^*"^'-'  +(i5+io/+6j)**+... 

Uaec  ^eries  a  priore  in  eo  mIo  difiert  ^  quod 
Differentia  seciinda  esc  p+q+i ,  ut: 

'j  ■  =3X  +  4:if  +  Io**  +  X0*^  +  3I**  +  4(>**  +  ... 

^x.^)» 

S.  35^* 


4(1»  ixpiiwraiL  (Myt^»        4*ff 

.    ftissiinuis  tca  cdrai  icperiw  Series  Fncdoaott 

fonnae*^^^  ^\**-^  quarum  Coefficientes  sunc 
nitiaiae  Pocestates  numerorum  naturalium,  utr 


'■^"*^"'^l'  =  ,  +  a^.+3-^-J-4*«'4.5»'^+..- 


ta«4 


4  .S"Jp*  I   •  •  # 


rjt  iHuscrentur  aliae  proprfetates  Serierum  Aiitii- 
meticarum  majoris  ordinis^  proponantur  noimulla 
Problemaia^  quorum  Sohitio  haurienda  est  ex  Coef- 
ficientibus  binominalibus  y  atque  ex  iis ,  quae  in« 
didita  eiiQt  $.  i«s.  Termiai  Sedei  fiwdamentafe 
sint  a^byC^d^t^f ..  .\  pnmi  termini  primammy 
secundarum  •  •  •   fsUmarum    Differentiarum    sixrt 

P' ^P" %P'" ^y^ ^f  ••-^  %  qui  etiam  simpMdter 
primae^  secundae,  tertiae  •••  ntimae  Diflbreffthe 
appeilentur;  secundi  termini  harum  IMfferendaram 
repraesententur  literis  /,/'>/"-.•  J^  ;  tertU  ter- 
raini  literis  t* ,  r'' j  r^" . . .  r^  etc. 


S-  357- 


40ft      P.  IL  C«  IV.  Sbct.  IL  de  Serie 

§•  356.  Problema. 

Bi data  Serie  quaUhtt  mmerorum  a^bjC^ d^\ » , 
rcpcrirc  Scriem  ntimarum  Difcrentiarum,    . 

Solutio. 

Repraesentehtur  termini  Seriei  fitimanim  Diffe- 
remiarum  per  Uteras  p",?"  ,r'' ,j"  etc*    Hi  terr^ 
miifi  reperiuntur  ex  J.  123.  Est  cnira 

-4*+&:-4^+^    j*^=J— 4(?+6^— 4^+/  r"^»:— 4<if<^— 4, 
et  ita  dekiceps. 
Ex  quo  universe  sequitur ,  quoniam  in  his  aequa« 
^         donibus  Coefficientes  numerorum  a^b ^c^d^c.m 
sunt  Coefficientes  Seriei  C^+^)*  9 

V.  1.2  1.2.3  J 

^  V  1.2  1.2.3  -/ 

V  1.2  1.2.3  .• 

et  ita  aliae  Diflrerenuac. 

Signum  —  usurpatur  si  n  est  numerus  impar. 

^uilibet  terminus   efficiiur    « +  1   terminis  conse* 

quentibus  Seriei  fundamentalis.  Si  Series  fiindamen- 

talis  est  Arithmetica  mimi  ordinis,  p"'*"*  =0,  id 

est    n+i    timae    Diffisrentiae    evanescunt;    ergo 

p'' ,  =  j^ ,  =  r"  caet. ;  quare  si  p^^s  0 ,  erit  ^=a* — a  ; 

si  p"'  —  o^    erit    rf=<a — 3*  +  ^;    si    p'^    erit 

=0,  erit  ^=— ([«— 4i  +  (k:  — 4^/),  etc. 

S*  3S8. 


:  QUA  tZPEmitUR  (l+x)t*,  403 

$•  357-  Problema. 

Ex  daiis  n+i  prioribus  terminis  SeriU  ntimi 
ordinis  reUquos  reperire  terminoSm 

Solutio. 

Ex  Solutione  praecedeniis  Problematis  sequitur, 
si  lestn+i  tenninus » & temiinus  19  +  2»  v  termi« 
.  Qus  ii  +  3f  etc«^  esse 

^  1*2  l9  2«3  ^ 

v=:+  0-C«+i>+^--^^i^^...t  («+1)0 

etc* 
Velut  dati  sint  termini  ly^^io^ao  Serid  ctt« 
jus  tertiae  Difierentiae  sunt  aequales ,  erit  ».=  3 » 
.0  =  1,^=49  ^sio,  i  =  ao;   quintus    termi* 

=  — ^I  — 4«4  +  -^  10—4.20^=35. 

S*  358*  Problema. 

Reperire  xsuimum  terminum  Seriei  Arithmetieac 
cujusque  ordinis  9  atque  Summam  m  terminorum  9  si 
cognita  sunt  primus  terminus^  atquc  Diferentiae. 

Solutio. 

Secundum  $•  .1239  est 

ii=A 

*=^+^ 

c  ^a+^^+pf' 

dz=:a  +  ^  +  ipf'+pf'' 

^=a+4//  +  d;/'  +  4^''+/^ 

fz=ia  +  $p'+  loj)"  +  lop'"  +  Sp"^  +p't 

Er* 


nus 


f 

* 

V 


40^     ?.U.C^W^Sur^IktmStm 

Ergo  universe^  at  «teu^  term&ius  est  /^  erit 

Haec  Series  consistit  ex  n+i  termlnis*  si  est 
i9tiim ordinis ,  atque  m  non  est  minor  quam  n+u 
«  Brgd,  sf  T  cst  «r+r  termfaus,  erit 

ft»  Tssa+infr+  ■  y +'     ^     ■        "  ■  ■      /^  ♦••• 

Ut  f  sive  Smimis  tenniooRioii.  ttp^mm,^  m 
CS-  »30 

a  +  *+tf  ca  3iJ  +  3^+^' 
4+^+^+^  ss  4#+^+4^+/*' 
£h+k+c+i+0  M  Sa^+lof+ief^+^+f^ 
a+b^a+d+0+f  ss  d#+  I51^+«p^-|-f^4-l5^+? 

Ex  quo  colligiturt 

3!  j^^^-C^-O^^^^i^-iXii^a^^  ^^ 

i.a    '^  i.ft«3       ^  x.a.3..4 

Quae  formulae  ad  calculum  aptiores  rcdAmmr 
eo  modo,  qui  expositus  est  $.  347«  3.  $•  35^* 
S-  35I*  5  et  6. 

$•  359*  CV(>tt^  I. 

Hae  aequationes  sunt  universales  ^  atque  v^ent » 
qualiscunque  sit  Series  numerorum,  sed  parum 
prosunt,  nisi  tandem  pervenitur  ad  .Difierentiam 
aequalem.  Si  autem  mimae  Differentiae  sunt  aequa* 
iQs^n+i  timae  Djfferentiae  evanescunt  ($..3560* 

si 


(si  p^rng^ssr^  faet.,  Cfit  ^••"srjr^+^tse^),  at» 
que  / ,  sive  «ftimua ,  tarmious  deBnkur  fhfri  tenninis  ^ 
simnon  est  minor  quatn  tt+t ,  ({«  gs^Os  qnorum 


postremus  est    ■         ^^ '^^-  ■     " — *t^s 

SmnM  etiaHi  defioitiir  «-M  teominis,  a  ^fiilMUl 

postremus  est    •*-i '    r  \ 

^  l  ^  st  .  ^  ...  n+i      ^  ' 


^ii 


^2iQg— ^i 


p^A:; 


CiM«S6 


I  <> 


MVi 


Si  jnter -se  eomparamus  iiequafipnes,  quibtts  /  «  T 
et  iS*  exprimuntur ,  magna  cemitur'  conv<QiienAu 
Ita  aequatio.  qua  exhibetur  T  sive  m-jfi  tennl* 
nus  9  mutatur  in  aequationem  Summae  m  tarminb* 
rum,  si  pro  is  ^^  ,^f ,  />'" > /^  ♦  •  •  ponitur  o^a^ff^ 

Sit  utaio,  ^=4,  />''=:3  et  f/^^im.  Quaeri^ 
tur  Series  et  Siiinn«u  £«  aeqvatione  prlma  $.  338* 
invenimus : 

..  i»=2:'4»^5s:ao-*-84-3Jttaf 

Ex  hisce  vibu«  i^Mtt^feW  tflttplnis,  jeliqO?  **• 
mini  Additione  reperiuntur  ([§•  laj.  p.  laiO»  ^^* 

Fff  w 


4o6      P.  IL  C.  IV.  S£CT.  IL  DE  Ssan 

lo  .  14  •  ai' .  33  •  511  •  80 
"4  •  7  •  12  •  ip  •  28  .  39 
I  3  •   5   •   7   •  9   •  II  •  13      ; 

Sed  in  Serid  tenninis  definiendis  etiam  regrecfi 
possnmus,  id  est,  reperire  possumns  termittas, 
qui  primo  termino  10  anteeedunt: 

Sitiw=2  6;  5;4 ;  3;ft;  I  ;o;— i;— o;— 3  ;— 4?-$ 

.  Series  est  8(^50; 33; ai ;  i4;iO;7;    s;— 4;— i<>5-^J"^ 

Prinuiepifierent.39;a8;i9;ia;7;4;3;    4;    7;    i»;    W;   «• 

,'  Secundae  i3;ii;  9;  7 ; 5 ;  s;i;-«i;— 3;— 5;— 7;-9 

Tertiae  2;2;  a;a;  a;  a;2;    a;    a;     a;     a;    s 
Quare  etiam  «itimum   terminum    ante  primum 
.  leperire  possumus ,  per  primam  aequationem  $.  358  ^ 
pbnendo  191  negativum ,  ita  tamen ,  ut  wil-p  ini&et 

'primumf  «0  =  1    secundum    terminum  ,ante  pri- 

•  ■  ,  •        •     •■••. 

pium.     Ergo  ponendum  est  i»-^i  in  locum  ip- 
stus  m.    Tum  prodit: 

^i.a^  i.a.3       "        1.2.3.4  " 

Quare,  si  «  =  3,  erit/  =  io— ia+i8— aoss— 4* 

%  36a»  C&rolL  4. 

Ut  /  et  J  expriroantur  per  Series ,  quarum  ter- 
roini  secundum  Pocestates  ipsius  m  progrediantur, 
primum  Muldplicatione  evolvenda  sunt  Producta 
m.(m  —  i) ,  m.  (m — i) (m — 2)  etc.  iu  aequatio- 
nibus  §.  358.  Tum  prodeunt  Series ; 


(O 


QUA  SXPRIMITUa    (l+^)***  W 

I     •    ft    •    3    •    4  ^ 

^    ,        I    •    a    •    3    .    4    •    5  ^^ 


,  /^w<^«>ttigg^+i7S/w^**73Sw^+i6s^4w^iy64i»+7^o;^  ^, 
■^V  I    ;    2    .    3    .    4    •    5    .    6 ^*  +•••• 

^        1  •  a  •  3  •  4         y '^ 

C  I  •  a  •  3  •  4  •  5  4/  , 

CCT^  —  iSm^  +  SSffg^  —  aaSfw^  +  ^741»* '~  i^om^    ^ 
1    .    a    . .  3    •    4    •    5    •    6  y^ 

^  /Hwy^ifg^+i7Sffl^-735^^+'<^a4i»^— i764i!PS-7ftow^  vi 


Ex  his  colligiturt  i»timum  terminum  ita  designad : 
(i)Sip'  =(?,erit/  =  a. 
(a)  Si  p"=Oj  erit  t = a^'+p'm. 

(3)  Si  p'"=  0 ,  erit  teC^— />'+/')+  0'— ^f-)  *+^  ^*- 

t    * 

(4)  Sip" = 0  ,erit ; = («-^'+^'-/") + Cp'-!^"^^'?'"^ 


6 


C5) 


*4o9      P«H  €*-IV.  8ser«  ii.  OBSERn 
(O  Si  /"  sa  • ,  «t  #  --!  t«  ~  jf  -h/'  —  /" '+  /"  -^f) 


Vtf        1»  T-  ak  v^     M*.     8 -^  -  •   i«p 


;  .... 


(r)  si/«te<. ,  crit  /-'=  vW .  •  •  +^")  +  0' ^)* 

•f-f  *^— 2-.^f  4-  C^m^;  et  ita  deinceps. 


#  • 


*<•  a»  *4  «4  4>M 

£x  quibus  patet,  si^'*'^'^^^,  id  est,  si  mU 
m€  Difierentiae  iKqtufles  «mt ,  primtini  termK 
pum  Sef ici ,  quae  expriftiit  / ;  atque  progreditur 
secundum  Potestates  ipsius  m,  esse  a^ff^p^^ 
*"  P'"  •  •  •   +  iP''»    itque  ijostreipuip  terminum 


2  •  &  .  3  •  •  9  fl 

$•  364«  CQroll.  &• 

Suitima  171  terminbrum  his  formulis  dcsignatur^ 
<l)  81  ^'^  ;s  tf » eri  t  Ssiam. 

(a)  Si/^sr  a ,  crit  5=r(^^— -)  w + ^  fAj*^ 


/^_  ^a/       a//  *j* 


(3)  Siy-sao,  erit  ^zr^a-^  4-^_.)  m  +  (^_^-.>^+^«,s. 


i^A  f  ximnnai  (i+xyi» .        4A9 


>«ftJi>(y»«»'^>»^ 


k/// 


I  •  -  f .  •  ■ 


■:  f.» 


:•  <  ■:  •"   ^ 


M        a        H  lA        360  -^  ^6        4 

>*24     i^    i^y       ^-ifto    48«^ 


<^      16^ 


^720      240^         5040 

£x  quibus  patet,  ^  f^**;^^»^  vtel  si  ntfanaeDif- 
feretltiae  aequales  sunt ,  primum  termtmnn  SaM , 
juxta  Potestates  ipsius  m  prc^frediemis  ^  qtm-^ex* 
primitur  SimraMi  m  termmorum,  esse 


mum  termiQum 


1  •  2  •  3 « 4 .  •  •  («+i/ 


$.  365- 


V. 


4to      P.  n.  C.  IV.  Sicf .  IL  OB  SOuB 

S*  3<?5.  CoroU.  7^  Usus  karum  oequaHimmH  m 
Serii  Arithmttkaprimi  ordims. 

In  Serie  Arithmetica  primi  orcUnis  p"^Of  ergp 
(i)  ^=tf— p'+/i»=«  +  (ot— .x)p'  ($.  3634  ft.) 

(a)  J==(a-^>+j'«*==(?f±^p^ 

quod  convenit  cum  iis,  quae  exposica  sunt  S«  W% 
N^  I.  3.9  si  ibi  ponimus  f  in  locum  d.- 

S«  366.  Gir^//.  8«  C/Wirx  Mmi»  in  Serie 
Arithmetica  secundi  ordinis» 

Sit  proposita  Series  Arithmetica  secundi  OTdinis : 

41,  atf-M,  3^3^>  *H-&/f  5^+10^»  *••  Ergo 
p^zsa+df  p''z:^9  p"''^^^  ex  quo  reperitur  per 

tequationcm  S«  3^3*  3*  ^  S«  3<^4«  3« 
'  (0  J  =3  (^''-gO  "*  •*"  T"'*'6  "'^  (3<»— <^3«»»+Ai*] 

IW«(lW+l)  _  ^  .    - 

I .  &.3 

Proposita  sit  Series  :  S^a  +  2 (a+i^  +  3  Ca+2^ 

•  +4(^+3)  ...;ergo//  =  ^+a, //'  =  2, //''  =  (>; 

unde  reperitur  eodem  modo  /  =  171  (^a  + 1»  ~  x^ 

_,      m.(m+i)    ,  (/»— 1)  I» .  (»8+i) 
0=  — —  4jr-f-  ■■ . 

I  •  2  3 

S*  367.  C(?r«//.  9«  De  numeris  Polygonalibtis. 

Id  aos  conducit  ad  numeros  Poljgonaks.  Sit  enim 

in 


jn  Sene  Arithmetica  secundi  ordinis  azsi^  ita 
lit  Series  sit  ;i ,  ft-H^9  3+3^»  A+^df  S+iod  ••  4 
unde  p'sai  -^di  p"  ^dy  atque 

CO  /  s=:  —  (a  +1C1W— i)  .d). 
i.a 

l»ft-3 
Si  deincepsponitur^zzi ,  2,3,4  9  5»  <$•  •  •orittH* 

tur  Serifes  numerorum ,  qui  dicuntur  Poligdnalcs  ,  uc 

ai,Sericaesti+  9+  6+10+15+  ai-.+    ^^  J  ^  sa  '  ,     ,     , 

i*a  x«a«3 

....  .1+  4+  9+i6+a5+  36«.+      m»      ="' ,     l^*!! 

1   •   S  •  3 

.  W.C31W— i)   i»».c«»+i) 

^    •  •  •  •   1+  5+ia+M+35+  5»»»+     /,      «    t   a   "' 

X  «2  X  #2 

a(t  •  •  •  •   1+  6+15+^8+45+  66«..+w>Ca^»^Os=         ^        ■ 

X  •  a  •  3 

^  ,j.  ^x.a  .  ,^j.rr-L  aw      .  >»-f5^-3)_«*  («>+iy5« 

=;5,  •  •  •  •  1+  7+18+34+55+  I1...+  — — — =      ;     .     ^ 

i«a  x^a^j 

^       ^  ^  .    iw.Ciw+iXft» 

a6,  •  •  •  •   1+  8+21+40+65+  96#>*+ag#C3^-2)c5  

I    •    a 

,  .    ^.       .  .^•(7'»— S)    «».Cw+iX7« 

=7f  •  •  •  •    1+ SH-24+46+75+ni**>+      '         =     \\    ^, 

2  x  •  2  •  3 

rf,  •  •  V*   i+io+27+52+85+i26*.>+CT,C4CT— 3)=^*-     '*''^  " 

X  •  a  •  3 

»  ij-TtXo«a.rft_LorXT..t      .  ^^*C9^-7)_^>(^+OC3^ 

39>   ♦  •  •  •  .i+n+30+58+95+i4i*««+— : = 

1  •  2  i    •    a 

Numeri  primae  Seriei  193,6, 10  •••  vocantur 
Triangtilares ,  quoniam ,  si  ipsbrum  unitates  punc* 
tis  vel  circulis  dcsignantur ,  hae  unitates  ita  collo* 
cari  possunt,  ut  formam  TrianguU  aequilauri  re* 

prae* 


4t«      P.  ir.'(X  IV.  Skt.  IL  oe  Sam 


-r.  v»i 


Bftdem  ntione  numeri  rdiqannl  Se» 
rienim  dicuntcir  QaairMguhns^  Pmiagmii^ » 
Hcxagonaks ,  caet. ,  quoaiara  unkaces  idi  cojlociri 
possunt,  ut  spedem  exbibeant  honun  PafgoM» 
rtm  rcgularium. 


%  368.  CoroU.   10.   (7xitf  tarvm  m 


•^.. 


Si  formtntiir  Sqries ,  qwBfli  taabA  mmt 

-■         *  .  ' 

Mi^  numerorum  Poljgonalium ,  hae  sunt  Seria 
^rUkmetka»  tertU  mBaki  eoviimqiie  tamUk  di* 
^niitur  numen  PyramidaUsy  quomam  ipsarum  uni- 
taces  Ita  collocari  ffOssBnt,  «t  iqiedera  PyramUb 
rtpMesentent.  Forma  universalis  harum  Serie» 
rum  est :  X,  3+  d^  6+4^9  xo-f  xo^»  154.90^ 

Secundae    •    •    .    i+arf,i+3^,x+4i/. 

Teitiae     ,    •    #       .  rf#       A 

■  '      •      •      • 

ergo  ycsa+rf^jp^saxH-arf^^^^srf^p^^stf^qui* 
])us  pesids  in  Aeijaationitas  $•  363.  4.3etS.'3!tS4»  4« 

f  ro4it : 

t  g=^'  Vl    (3+(«^0- ^>  quae  $.  367.  in- 

X«  2«  3 

dkrat  Summam  numerottm  Yatygoouilliira, 

i.ft.3.4      ^      ^      _  . 

deinceps  ponimus ^sxya,^,^,^...  prodit : 


^A  BZPRHfiTua  O+xyt^.         413 

^  1.2.3  z.a.3.4 

^  iw/OT-»-iyi«i+0      iw.C»H-i)*C«H-a> 

t  ,,r=y  1+  S+14 ...  +        ^   —  =     o      A — '• 

i»a.s  J.4 

i    C-.»-^iC...«      ^^IC^+O  i»i,Cw4-iyi>H^X!WH-0 

|,J=:i+  (5+18...+-.^-—  =         i.a.s.4 

.    c-.t^-;^««       .  m.(m+tX4f^0  _mK(m+iXf»+^) 

1.2.3  1.2.3 

i.    c— .^p^«<      ^w^Cw+oCSw— a)     <»*C»H-i)f^»+ftX5W*-0 

S90SI+  5+20  >..+  ,  —       ■  ■  '. 

1.2.3  i.ft«3«4 

5  ^i— »a.rwi.^«     .  w.Cw4>iXftw— 0_i»/CT+0Ci»+ftXyi>^0 

1.2  3*4 

^^                        «.C«H-iX7^»— 4)     m>>»+0C<»+ftX7»*-S^ 
SJ,i+»o»34>>>+       ^^^3       = 1.2.3-4 

>  jc^, ,  ^^     B       ^  Cw)C8^)    i^.CwXwXt^i) 

'^  1.2.3  i.a.s 

.    «— •^..^.         .  w,C^H-i)C3i»— O     w.Ci»+i)C<w+2X9<g^) 

»9^21+12+42...+—-^--; =         ,      ^      «      ^ 

1.2  1.2.3*4 

Ita  hac  via  progredi  possumus  ad  novas  Series 
constitueodas ,  quanim  termini  sunt  Summae  ha- 
rum  Serierum.  Quae  res ,  cum  nullam  pariat  dif« 
ficultatem ,  non  opus  cst  hoc  loco  uberius  ezpo« 
natur.     Sed  attingatur  locus  dc  reperiunda  Sum« 

ma  Seriei:  1»  »2"  »3*f  4*  >5*  ••^i  ^  9^0  w  se» 
quentibus. 

y.  369.  Corcll.  11. 

Tenninum  generalem  et  Summam  Serid  Arith* 
neticac  mimi  ordinis ,  ita  exprimere  possumus : 

Ggg  /==• 


4*4        P*  n.  C  IV.  StCT.  IL  DE  Serib 

I.S.3.4...VM+IJ 

-,      •  CS.  363.  $•  S«4' 

••  * 

H08  GoefBdentes  «»/3»y«».»',/y,/  td 
Hbittim  sumendo ,  quasUbet  Series  Arithmeticas  con-* 
stitDere  possumus. 

Sit  v«  c.  yzsiizzi^  af que  reltqui  omnes  Coef* 
ficientes  sint  =  o«  Tum  erit  /a^^+m',  ttque, 
ai  m  deinceps  ponitur  i,s,  3»  4^5  •••9  pro- 
dit  Series  tertii  ordinis  a ,  12  ,  36 ,  80 ,150  •  •  •  ubi 
/ssio;  ^=14;  ^"=6;  p'^=a;  atque 

iSrs-   (3W*»K5iii-fa)ca»+0> 

Quoniam  2  =s  1 ,  atque  Coefficientcs  consequentes 

P'" 
cvanescunt ,  eril  3^1=3  -^~,  vet  ^'^  =  i.a, 3 = 6. 

\  i«a. 3 

$.  370«  CoroU.  12. 

Proponatiir  Aequatio  a+bx+cx^+dx^  .«•  +^j:*=!j. 
Si  in  Iiac  Aequatione  deinceps  ponitur  jr  ==  o  , 
X  ,  ft  ,  3  ,  4  •  • .  diversi  valores  ipsius  y ,  qui 
ita  prodeunt,  consrituunt  Seriem  arithmeticam 
iftimi  ordinis,  cujus  terminus  generalis,  atque 
Summa  m  terminorum  reperiri  potest  ex  %•  358« , 
veluti : 
I,  Si  ponitur  y^a+bx^  Series  est  primi  ordinis 9 tf , iH-^ 

a+ib .. . , ergo tetf-Kw— i)* , atque ifcsf» . (a\*       ;    i 

^  a 


Q04  BXPRIMITU&    C^+X^»*  41$ 

ft»  Si  ponttur  yrsa+bx+cx^,  Sedes  cst  sccimdi   ordinis 
a  ^a+t+e  9a+2b+4c  9  a-i-i^+fc  etc.  ^  crgo  /ssj-Kii»— ijA 

i  •  a  I  •  a  «  } 

3.  Si  j:=ia+  bx  +  cx'^  +  dx^ ,    Series    est    tertii    ordinis , 

crgo  t  z=:a  +  {m  —  ijb  -^  (m  —  i)V  +  (m  —  i>^} 

Sz:sma+  ■^+ ^^^ ^<:+  C  , 

1  .  a  1  .  a  .  3  4 

4.  Si  j=4+a*+3**>    Series  est    4»9»ao>37»<Jo  .  .  . 

ai»* — »wM-7» 

/=53/»*--4»?+5f  «y=  . 

5.  Si3f=i+a;+jc*,  Seriesest  i,3»7  >»3i^«  » 3«^43  ••  • 

am  +  m^ 
fzzim^  —  fw  +  i;  !>=— — , 

3 

6.  Si  jf  =  i+A:  +  ar*  +  ^»;  Series  est  1,4,15,40,85..., 

a           «                «      3^*  —  ««•  +  3»l»  +  81W 
ergo  /  =  iw*  —  ai»*  +  aOT;   5^=  4-i ^  "^    .y..  , 

3.4 
(conf.  5.  361.). 

§•  371.  G?r(7//.  13*  Z)^  reperiunda    Summa 
Serici  Potestatum  numerorum  naturalium. 

Quae  dicta  sunt  S.  ^69.  nobis  ostendimt  Vlam, 
qua  reperiri  potest  Summa  ejus  Seriei,  cujus 
termini  sunt  Potestates  numerorum  naturalium; 
de  qua  dictum  est  p.  la^;  quae  SumoMi  bac 
forma  universali  rcpraesentatur : 

tJ^  1»  +  a»  +  3»  +  4*  +  5»  + . . . +1»»  ubi  «  est 
numerus  integer  positivus. 

Evanescant  enim  omnes  CoeflScientes  Seriei  $.  369.  i. 
praeter  ultimum ,  qui  sit  s  i ;  unde  oritur  ipsa  Se* 

ries 


4i6      P.  IL  C  IV.  Sect.  IL  oe  Sbr» 

ries  i"9ii*93*f4*9  •••  m*9  cujus  ttUimt,  id  cst 
ndoit  DiflTerentia,  est  i  •  t  •  3 . 4  •  •  •  fi.  Ita~  univeiw 
ae  deiDonstratum  est,  quod  $•  123.  ioiperfecta 
quadam  iuductione  conclusimus. 

S*  372.  Cardk  I. 

Ut  Summa  m  terminorum  Seriei  i*,2«,3*9  4««.* 
reperiatur ,  quaerantur  DiflTerentiae  p'^ ,  //' ,  p"* , ^*^... 
eodem  modo  ut  fecimus  S*  sh»  vel  per  Aequatioues 
$•  35^* »  ^^^^^  ^  Aequationibus  $•  364.  ponantur. 
Ita  inveniuntur  Summae  sequentes ,  ubi  S.m'  io» 
dicat Summam OT  terminorum  Seriei  i«,a»,  3«  ...mz 

Lex  Progressionis  ex  CoefHcientibus  binomina* 
libus  est  Iiaurienda.  Exponentes  indpiunt  ab 
19  4-1 9  atque  in  tribus  prioribus  terminis  unita* 
te^  deinde  autem  duabus  unitatibus  decrcscunt:  ut 
i94-x,n,n — i,n  — 3,fi  —  5,«  —  7..,  Numeri 

g,— ^^,  +  -9  9  — -    ...,  qui  sunt  termini 

cxtremi  eanim  Serierum,  in  quibus  Exponens 
cst  numerus  par ,  ex  eo  reperiuntur ,  quod  cujus* 
libct  Seriei  Summa  Coefficientium  debet  esse  5=  l. 
Si  enim  insi,  id  est  si  prithus  sblus  adest  ter« 
minus,  Summa  Seriei  est  =3i.  Aequationes  enim 
sunt  universales ,  adeo  ut  verae  sint ,  quicunque  sit 
numerus  fv,dummodo  sit  integeretpositivus.  £rgo 

X 

6 


S.m  si+ft   • 


•i 


InsereDdiim  est  pas*  4>^ 


J.w»  =i+a*  ..i 


Sm^  =1+2*  ..«( 

•S.OT*  =1+2*  •..< 


J.l»*  =1+2*  ...« 

h 


I 

S.m^  =1+2^  ,  J 


J./w»  =1+2"  ..J 


iS.OT^  =1+2^  •.••( 


S.m' 


xo 


••«' 


J.i»"=i+a".^4i 


^•OT»*=l+2»»...- 


S  w»»=i+ft"...- 


J.I»'^I+2»*...^ 


•S.I»»*=I+2»^^.<»* 


S.m^7^ 


S.m' 


S.m^^zsi 


A«i*o= 


43867 


m. 


510 

00 

"^617 

=:i+a"...4«.'  -  V"  ■*•  798 

^      xo      6j      530 


QUA  EXKOiaTUR  (l+xyt'^.  4I7 

—  =1— -1  -  +  -  +  -"— 7  J  caet* 
4a  V7^a      ft      6^ 

Si bos  numeros indicamus literis  A^BjC^D^E..m 
Aequado»  quae  universe  definiac  Summam  ,  baec  est* 

ft  •  3  .  4  ft.3.4.5.6 

^F  A.3**»o  ft«3««*io 


ftut  J.  «•  =: l+ft»  ...  +  iw»  =  ^ ^^iw»+i  +  -iR*  +  « ^,  i»*-t 

(/H-l)  ft 

^ 5«»»-S  +  y CiB*-5  +  S. i)iw»-7  +  ^  . £ f»«-9+ • . . 

ft*^  3*4  5*6        '^' 
(^~S)C^~6)    ^    _(/>— 7)C^-8),  _ 

^353  o       r ;  ^  =  ■  2  etc 

7^8  9    •    lo 

Jli  numeri  sunt : 
6  ft73o  138   * 

30  O  »730 

Csr+^  ^=-2«12  iVzr+55^. 

4»  510  ^       6 

^ /)s=— -  /—  ,   43867  ^^      ft374946toa9^ 
30                        79*  870 

ir— i^  5  r—      '746ti  ^  _  ,  861584^76005 
66                         330  i43Sft 


4X8      P.  IL  C  IV.  SicT.  U.  DB  SuuB 

Dkuntiir  ntmcri  Bermuilttani  ^  ab  ipsorum  ui- 
veatore  Jacobo  Bernouilli,  qui  eos  priams 
exposuit  in  Tractatu  inscripto:  Ar$  conjectanM 
p.  97  seqq.  Eulerus  eorum  descripsit  naxs^ 
ram,  inventionem  et  usum  in  CommemarUt  jkm^ 
demiae  ScienHarum  Pe$ropoHtanac  T*  VIIL  1737« 
in  Noyis  CommentarHs  T.  XIV.  atque  in  Calculo 
Diferentiatt  P.  I.  $.  laa.  (O 

S«  374«  Corott.  3. 
Ejusdem  generis  sunt  Series ,  qintrtim  termint  suBt 

^f  («+*>  y  C<H-a*)»  5  (^+3*)*  —  C^>w— !»• 
de  quibus  dictum  est  $.  124.  Siimma  harum  Serie* 
rum  repericur  ex  $.  358.  3. ,  si  antea  quaesitae  fuerinc 
Difierentiae  CS«  35<$0*  Indicemus  Summts  per 
Ktf*),iS'Ctf*J,iSC^;....yv:tf»).    Iia  erii 

1.  JC4»>=ai*+C^+*j*+C«+2*;»+C«-h3*)*  •••  +C^»»— !»• 

*        r         N  f^    m.(tn^i){o,m — 1),^ 

=»itf *+OT  C^— I  )«*H — ^ ^ **• 

1.2.3 


ft.  J^C^a^zz^j^+C^+^^^+Ctf+a^^^-Ktf+SiJ»  ...-|.(^+(iff— 1»» 
=^^3  +3^-C^-0  a^b  +  ;;>.C^-i)C^^~0  ^ 


I  .  2 


^i«.C«-Oy^^ 


3.  .$(«♦)=  «♦+(a+0*  +  (a  +  0*)* . . .  +(«  +  ("  —  «>*/ 
-;:«»«*  +  ftw .  (ot  —  i)  «»'A  +■»» .  (m — 0  (a«— 1)«*** 

V    ».   »» C^ — OC*'»^»)^    -  -       iA* 
.+^.(ot— i)»^?*»^-  -^ ^Cs»'*-*»-!}*** 

j[i]  Vide  Rliigel  Math.  LeJiic.  BernouittUche  ZoA/itn, 
P.  1.  p.  253.  atque   P,  IV.  Summirung  der  Reihen  p.  606' 
et  seq^« 

$•  375. 


qOA  BXFIOMITUIL  (i+x)t*«  4I9 

§•  375*  Z)^  interponendis  ierminis  inter 

terminos  Seriei.  sive  de  interpola^ 

tione  terminorum. 

Uc  inter  duos  tenninos  Progresioois  geometri-. 
cae  et  arithmeticae  alios ,  qui  cum  ipsis  novam 
effidant  Progressionem  ($.  213  et  sia^.)  .  ita 
etfam  in  Serie  arithmetica  cujuslibet  ordinis  inter 
singulos  duos  terminos  Seriem  arithmeticam  -  ejus« 
dem  oidinis  interponere  possumtts. 

Sit  proposita  Series  secundi   ordinis  ($•  «367) 

1,3,  6 ,   10  ...    — ^  ,    atque  mter   6 

I  .  A 

et  10  tres  interponantur  termini  a^  b  j  c*  Se« 
ries  ^t  6^  a^  b^  c^  10,  ubi  «1  est  3,  3|^ 
31»  3j  »4J  p^sa;   f^ii  unde  ($•   358,  1.) 

MK  Sl^il  il8^ 

fl= — . *=  —  ,  r=:  — .     Primae  Dilferentiae 
Z%  Z%  32 

hujus  Seriei  interposicae  snm  •^^  —  »  —  >  —  5 
^  *^  3»     3a     3«     3* 

secundae  Difierentiae  sunt  —  ,  atque  tertiae  €va« 

nescunt. 

Ex  his  perspicitnr  lex  generalis.  Si  inter  m  et 
m  +  j  terminum  aBcujus  Seriei  Jrtthmeticae  in» 
terponemtt  sunt  h  —  i  termim^  qui  inter  se  atque 
cam  Ms  duobus  terminis  Seriem  qusdem  ordims 
ifidunt^  l  terminus  atquc  Summa  l  termino» 
rum   reperiuntur^    si   in  Aequatioiubus   %•   358. 

tro  m   ponitur   ni  +  -^^.    Ergo  in  Serie  proposi» 

ta  est: 


^9       P»  IL  C  ly.  SbCT*  U,  Dt  SCKIB  BTC; 


I    •    a 


'^=C'»+y)^+C«'+i)C'»+i  -O^ 


A 


— ■— — f  ■      ■— ^— ^— 

X    •    A    •    3 

InexeiDplopropositocsci»s:3  >i9=:i  »^ras  y^aitfesi* 


P.  IL  C.  IV.  SECTIOm. 
De  SerUbus  recumntibus  Fractiomm  formac 

lyffm  mtimibus ,  atque  de  partienda 
Functione  fracta. 

$.  876.  De  Fractione  ^^.^^,.,^^ 
simpliciore  reddenda. 

Forma  universalis  Fractionis,  cujus  Numerator 
et  Denominator  constant  ex  terminis »  qui  secundum 
ordinem  Potestatum  ipsius  x  progrediuntur  ^  est. 

Xz=i — 5-4 — '  ■   ,  Antequam  tutem 

^  ^  ^jp  ^  TA?*   ...  +  pX^ 

in  Seriem  convertitur ,  commode  Iioc  modo  simpU« 
cior  reddi  potcst.  % 

Ex  Divisionis  ratione  patet ,  si  ix>  i» » posse  prio* 

res 


P.  IL  C.  IV  S;  III.  OE  SERIRBdK  REtiUllREriT.  4!  I 

tes  Seriei  terminos  reperiri  per  Divisionem,  iu 
ut  Ffacticr»  quae  ex  Divisione  restet^  sit  bujua 
formad: 

^=    ,  r^ /.^ — ZT^»  ^"  "1"^  fljaximua 

Exponens  ipsius  x  in  Numeratore  est  unitate  mt^' 
nor  quam  in  Denominatore.  Si  X"  est  Quotu^ ' 
ex  ista   Divisione ,    erit    X  :=t  X"  +  2C.      Sed    ^ 

• — 

si  secundus  Factor  est  X!''. 

Quare  ut  X  convertatur  in  Seriem ,  reperiundM 
est  methodus ,  qua  in  Seriem  converti  possit  X'  vel 
X'"\  quae  F/actiones,  quia»  quod  ad  formam^ 
niliil  attlnet,  quibus  literis  utamur,  ita  designari 

possunt : 

a  +  Qx  +  yx^...  +  irx^^^        t+»x  +  fix^...  +«?•»—« 

— • —  ^        et  •^ 

a  +  bx+cx   ...+px^  i+ax  +  bx^  .  ..+pxm 

.    •  «-      27+iox— i^^o;* — 6x*  ^         3 

veluti  Xt=i-^ — ■  ii:ftx»+7x+6+  ^ — 

4  —  3^  4—3» 

-,^a  +  7^  +  6+|(i  +  2x  +  (iapy  +  QO'---) 
Ubi  JP' s=:ftx*  +  7X  +  6;  «  =  3, ^y3S4 ;Z'  =s  — i-  ^  «tqu0 

$•  377.  Prohlema. 

Fractionem  forraae  — i-^ ^^ —  oon* 

^  +  M+rx*  •••+^.r«» 

vertere  in  Seriem  per  Divisionein# 

H  h  b  S(h 


4tt     P.  IL.  C  IV*  SwT^  UL  OE  i4Uteis 

Solutio. 

iVMsXo  institakiir  Mcvndooi  praecepta    5«   156. 
157.;    quae  dupliciter  fieri  potest,   vel    itt^  ut 

poBHia  Quotos  sic  •-  ,  vd  nt  sit  ^  •     St  (Hiore 

I^vfaiooe  uiimor ,  Ezpofi6Btes  ipsius  ;c  cffesctsnt; 
si  posreriore  9  decicscum ,  vdoti : 

**-f44f*+   3iP*+  fl**+  :c      +1 

«♦+«•+   x»+   *  +ft 


«* +  4*^  +  5«*  +  ft«^ +X+ i 
Ut  Fractio ,  qute  restet  ^  in  Seriem  con vertatur , 
ita  Divisionem   institnere   possumus,    ut  primus 

Quoius  sit  -;  =3  -* ,  vel  Qt  sit  7  ssa*    £rgo 

ip^+jf*+y*+y+2     1     s      10     •      ,   .j  '8    r   icN 

«^+4**. ..  +1. 
fl  +  ar+jr»  +  A:»  +  je*  ^      ,  •— i+8«*+9*'+2J^ 

i+«+ft**...+A:*  ^    i+x+flx*... +i;*-^ 

At  veKo  haec  Divisio  plerumque  est  longior  et 
parum  cxpedita,  neque  tam  faciTe  perspicitur  lex 
Progressus  CoeilicientiQm.  Mechodus,  tdhftiicreni 
accommodatior ,  petenda  est  ex  natura  Functionum « 
'  dft  qu^bus  jam  facta  est  mentio  in  %.  113.  Haftim 
igitur  natura  hoc  loco  est  explicanda. 

§•  378.   Numeri  variabiles,  constantes^ 
atque  Functiones.    Definitio.  . 

AequAtio»   in  qua  sunt  duo  numeri  incogniti» 
ut  5:p— 6j=i4  definit   otionem  iiitcr  hos  <|iio9 


m* 


FtiNCTlOmJM  flOTimilBUS.  4%x 

incognitos   x  et  y.     Etenim   y=    ■        ■»  atqiie 

5 

l^~§fLZIii.    Quare  tlterutri  corom   quemtibet 

yalorem  dare  possumus ,  ex  quo  tum  altettes  v»* 
lor  dcfinitur ,  vdut:  sijr  estt,  ft,  3»  4.«9  «esc 

-?,--,—  ,  5- .  Ergo  si  valores  ipsius  y  formant 

Progressionem  numerorum  naturalium,  valores  nth 
meri  X  formaot  Progressiooem  Arithmeticam,  cu« 

■ 

jus  DifTerentia  communis  est  •-:CS*^i^O*Qttoniam 

igitur  bac  Aequatione  definitur  sola  ratio  inter  Iios 
numeros  incognitos,  quae  semper  eadem  est,  quan^ 
tuscunque  sit  valor  alterutrius  ^  x  tt  y  yariabiles , 
sed  cognici  numeri  5 , 6 ,  14 ,  quibus  haec  defini* 

tiir  racio,  comtantes  dicuntur* 

« 

Idem  dicendiun  est  de  Aequatione  axzizby^9^ 
ubi  X  txy  sunt  variabiles ,  qnorum  Ratio  de6nU 
tur ,  sed  ^ ,  ^ ,  f ,  quibus  definitur ,  sunt  constantes* 
Yariabtles  igitur  numeri  ultHnis ,  constantes  primti 
Alphabeti  llteris  deslgnari  solent,  Alterutcr  vnfa« 
bilis  numems  dicitur  esse  Functtc  alterius;  qua* 
re  X  est  Functio  numeri  y  atque  j  est  Funcd^ 
numeri  x.  Si  in  Aequatione  plures  sunt,  quam 
duo  numeri  variabiles ,  quilibet  numerus  Functio 
est  reliquorum,  ut  ax^s^by-^^cz-^d. 

Haec  notio  Fimctionis  late  patet.  Quaellbet  enlm 
cjtprcsslo  Arichuietica,  quomodocunque  composita 
ex  utto  vel  pUiribus  numeris  variabilibus  et  mimeris 
conmntibus ,  sive  determinatis ,  sive  universaUbos 

cst 


4^4       P*  ^^^  CL  IV.  SeCT«  IIL  DK  PRIMIS 

^t  Functio  unius  aut  plurium  Dumeroruoi  varii^ 

bilium;    velut    y»,   ajr^    <«+*r)"»    (^+j/ 
sunt  Functiones  ipsius  jr.  Nam  si  sf=y»  ,  x':=saj^  , 

lias  diversas  indicant  Functiones  ejusdem  variabi- 
lis  y.  Rursu^  numerorum  * ,  j/,  x",  x"\  Functio» 

nes  8unt  ^  =;  »»  ;  jr  =:  ^ -/  J  3^  =       ^    .     ; 

j cs (*'''  — ij)*  ,etc.  Sij=(<j*+*ip  +  w)*,jrest 
Functio  duorum  variabilium  x  et  z. 
Multa  exempla  Functionum  reperiuntur  in  iis, 

qu^e  tractavimus ,  velut  a^  ($.  ^ap,) ,  — -— — 
*       (S-  341O;   (^+^iP)",  (!+«)•, 


0+tx     vy      -     -'     -      •       ^     '    V      •      -     '(!+*)- 

$•  34<^*  348.  aliaeque  plures  Functiones  ipsius  x. 

Nomcn  Functionis  primus  usurpavit  J.  Ber« 
pouilli  (Oper.  T.  IL  p.a^i.),  hanc  Definitto- 
Dem  ezhibens  :  Functh  Q//afHi  yariabilis  cst  Quan^ 
titas  composifa  qualicunquc  modo  cx  hoc  Q/jania 
yariaii/ia  constamibus  (vid.  etiam  T.  If.  p.  582.) 

S«  379*  Notatio  Fnnctionum. 

Functioncs  diversi^  modis  notare  solent  Mathe* 
matici,  Primum  literis  majusculis  X^Ty  Znotant 
Functiones  numerorum  «,  j.  ^.  ,atqueetiam  adhi- 
))ent  ad  Functionem  denotandam  literis  aliis  ma« 
jusculis ,  ut  M^  iV,  P.  Praecipue  autem  usurpant 

litc- 
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literas  fl)v/,  F,  ^,  ita  iit  $(*),  /C*),  FCx)^ 
^(«)  designent  diversas  Functiones  ejusdem  vt* 
riabilis  x.  Functiones  plurium  variabilium  Ita  in- 
dicantur  ^^x^y^z^^  ut  0(*,j)=*;+^*»+tj», 

^^   '^'   "^       l/itx+j^) 

$.  380.  Coroll.  i. 
Cum   FuDctio    sit    semper    variabilis,    numeri  * 


— ^ ' — ^=2  <i  — &  x^=i ;  I*  =  I ;  atque  alii 

a+x 

ejusdem  generis  inter  Functioncs  non  sunt  refe« 
rendi. 

$•  381.  Coroll.  a. 

Per  se  patet,  esse  etiam  FtincUones  Functio* 
num  j  vel  csse  FC^  •(«))»  velut :  0  C«)  =:Log*  *» 
ergo  (Log.  «)•  :=zFC(p,.  («)  ).  Prior  Functio ,  id  est 
Log«  X  y  dicitur  immcdiata ,  sed  (Log.  x)"  mcdiata 
Functio  ipsius  x. 

%•  389.  Diversa  Functionum  genera. 

Mathematici  Functi^nes  secundum  diversa  Divisio- 
nis  fimdamenta  (Proleg.  p.  151«  376«»38i.)in  plura 
genera  dividere  solent,  quorum  praecipua  baec  sunt: 

!•  Functio  cst  jtlgebraicaj  si  variabtlis  numems 
X  in  ejus   ezpressione  solius  est  formae  x* ;    ut 

^**+*«*,*»— *ir*  ;  C^+*)*  caet.  Sed  si  est 
Logarithmus,  vel  Exponens»  vel  Itoea  gonio* 
metrica,  vd  angulus^  ztcus  ^  Functio  dicitur /rM/-> 

scenr 


j^     P.  IL  C IV.  Sect.  iii.  M  ntniis 


4cmiens  5  ot  0  (x>;rfLog.  («+«) » <^  (*) : 

2«  Funetio  Algthrdca  est  mtimd  graius^  si  io 
^tts  expressrone  sumaia  Potestas  ipsius  vambilis  x 
est  a;'»,  ut  yz=:ax^  +  hxj+cx  est  secundt  gndos. 

3.  Functio  Algehraica  est  rationalis  «  si  variabi* 
lis  numerus  Iiabet  Exponentem  integnim;  sed  si 
Exponens  est  fractus ,  dicitur  irrationatts.   Quare 

^j(a  +  x)*  sunt  Functiones  irrationales. 

4«  Functio  Algehraica  cst  fracta  ^  si  in  ^ns  ez« 
pressione  variabilis  est  vel  cum  Exponenie  negati* 
vo  t  vel  in  Denominatore  Fractionis.    Si  neutntm 

ax^^+bx 
est ,  dicitur  integra ,  ut  — ^^ —  est  integra  9  sed 

ca 

a+hx 

— r  atque  ^Jf"»  simt  fractac,    Si  tn  est  nume* 

c+dx     ^ 

jr«— I 

rus  integer  positivus, est  Functio  int^gra» 

sed  — —  est  fracta  (§.  128  et  §.  330.). 

x—l 

J.  Functio  Algchraica  est  uniformis^  quae,  si 
variabilis  numerus  determinatum  acquirit  valorem, 
unum  solum  valorem;  biformis  autem,  triformism,. 

muttiformis^  quae  duos ,  tres  et  plures  valores  acqui- 

I 
rit,  ut  j  =  $  (*)  =  (a^+x^y  est  hlformis ,  qnoniaii 

si  xriza^   erit  y^  +  a\/7,. 

6.  Functio  Algcbraica  numeri  x  par  dicitur,  in  qua 

Sttnt  solummodo  Exponentes  pares  ipsius  s^.    ffHc 

eondem  acquirit  valorem ,  sive  x  sit  positivus  sfve 

negativus :  ut  0  (»)  ss  tf*  +x^tt^^  ^^x&x+att 

si 
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si  fit  ~  #•  Habet  hanc  formam  a+bx^^i^^^ifi  » •  • 
Si  id  non  est ,  Functio  est  impar  ,  ut  0  (x)  =3  ii*4-^« 
Si  4r±:-i>i9  9  FuBctio  fit  m'  ;  ai  »C3— «41^  Fiincdo 

fit  =0* 

'  7.  FuneHe  est  impttdta ,  st  variabilis  mtmerus  cam 

Funciione  ipsa  ita  est  conjuncta ,  ut  Functio  ab  41» . 

so  sepoiari  nequeat,  nisi  ope  Seriei  infinitae;  ut 

X)'  ^  AT^  s  4^7  +  *\  Si  id  non  est ,  expUcita  est. 

8.  Functio  Algebraiea  est  homogenea^  ubi  Sum- 

ma  Exponentium  variabHmm  numerorom  in  quoli* 

cx^     et^' 
bet  termino  aequalis  est ,  ut  ay^+bj^x^-i — J  +  jrj 

±:0(«).    Si  boc  non  est,  dicitur  heterogenea. 

Summa  Exponentium  Functionis  homogeneae  di- 
citur  ejus  dimentio.  Exponentes  in  Denominatore 
habentur  negativh 

9*  Functiones  sant  similes ,  si  eodem  modo  sunt 
compositae,utcp(*>=:(^**;«  et  $  C30=(^H-^>« 

Sp  383«  ^  mutanda  Funaionis  forma  ^  nm 
mutata  variabUi  Quamitata. 

Functionis  forma  dupliciter  mutari  potest,  vel 
servata  eadem  variabili  Quantitate ,  vd  alia  in  efus 
locum  substituta,  Pjrior  mutatio  multis  fieri  po* 
test,  ut: 

!•  Summa  vel  Diferentia  mutatur  in  Produe^ 
tum^  et  rursut  Produettm  mutatur  in  Summatm 
t$l  Diferentiam^  velut: 

(j(x5=5aW»=(a+,)(ii-4p);(4p+2)(x+3)=»*+5^^* 
Hujus  exempk  vidimus  in  Multiplicatione ,  iit 

S*ioo* 


4d8     P.  IL  C IV*  Sect.  III.  OR  paiBois 

5«  loo.  104.  105.  loS.  109.  114.  iftft«  is5«»l28# 
175,  etc. 

2.  Functh  ratUnaUs  fracta  muUttur  in  Sum 
mam  vcl  Difcrcntiam  plurium  Fractionum^  e$ 
rursus  Summa  pturium  Fractionum  mtaaiur  in 
unam  Fractioncm^  cuJQS  exempla  sont  S*  i88« 

3*  Functio  fracta  atquc  Functio  irratianaUs  mn^ 

tanturin  Sericm^  ut  aC  ^^^— -^s3tf+^«+^w*.«* 

($.  ao40  Confer.  $.  330.  347-- 349f  tibi  So* 
ries   sunt  finitac.     Infinitac  Seriei  ezempla  sanc 

$•  S40— 34*.  345«  34«-  351*  354*  355* 
4.  Functio  cxplicatur ,  id  est  separatQr  ab  cjus 


vaHabili ,  ut,si  est  **j4-tf*s3*jF-K,  erit  jss  "J~V 

Si  est  j»+*y=sAx,  crit  j=s— -«+'(**  +  i»*)*w 

a 

Etenim  y^+xj^^zii^j^xyzzibx-^Sv^ij-^yc 

=  ±(bx+^^y. 

5.  Functio  comcrtitur^  id  est ,  ex  Functione  jr  9  S6» 
parata  ab  ejus  variabili  «,  efficitur  Functio  x  se« 

parata  ab  ejus  variabili  y  j  ut,  sl  yss   ^^,  *  de- 

finiri  per  j  potest.     Nam  eodem  modo  quo  \a 

N^  4.,  invenitur  *=  —  -  ±  (bJ^  -  4-  ^V. 

Huc  praecipue  referenda  est  Methodus  convertendi 
Seriem  Functionis  7  in  Seriem  Functionis  « ;  de  qua- 

in  sequentibus  agltur,  ut  si  *=s  y  —  J  j*  +  f  jr* 

«*  JC*  *♦ 

-^J*+^«.  erity  =  JPH 1 1 etc. 

^"^  '        ^  a      2.3     a.3.4 

S.384* 
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5*  384.  De  mmanda  forma  Functionis^ 
mutata  variabili  quaniisate. 

Alia  mutatio  in  eo  consistit^  ut  in  locum  va« 
riabilis  quantitatis  alia  substituatur ,  ut  v«  c« 
factum  est  %.  175,  et  306«  aliisque  in  lods; 
Saepe  etiam  inservit  convertendae  Fnictioni  irra* 
tionali  in  rationalem.    Ita  mutatur  Functio: 


I.  jzsiQa^^-bxy  vajzsz^ ^  si  pro  x  ponitur— —  . 


1  ^A. 

4.  ^ = (a+-*jt-Ka?»/  m  jr=r ^;- ^  ,  si  pro  :r  poni» 


tur  — r- — 9  quod  ut  pateat»  sit  (^H-^jp-K^O^issv^-H^^ 


unde  /1  +  ^*  +  ^x»  =«*js*  +  ajca?  V^a  +  ai 
ergo  * — OJK !/«  =  («»  — O** 
5.  ^  =  ( — a^x+cx^y^  in  y  =  ^"\  ^^  ^^)  ^  gj  piiQ  ^  p^nlJ 

(h^2ZVC 

z^+a  ^ 

tur  ^ -;-,quod  ut  pateat,  sit  C-^+bx+cx^y^zzzr^xvc. 

b+2ZVC 

unde — a+bxz=:z^  —  spezl^c. 

S*  385«  ^equasio  idemlca.    Definiiio. 

Acquatio  idcntica  d.dtur,  quae  ejusdem  Func« 
tionis  diversas  designat  formas ;  de  quo  genere 
diximus  in  Prolegomenis  %.  34.  p.  99  et  p.  109* 

lii  Ntt* 


430     P.  11«  C«  IVk  Sbct^  IIL  d»  pa^mis 

Numerus  variabilis  eam  ipsaoi  obcausam^  quod  est 
variabilis,  atque  igitur  quoslibet  valores  repraeseiw 
tat ,  hac  Aequatione  reperiri  vel  definiri  nequit.  Hu- 
}«I9  generis  aum  omnes  Aequationes ,  qtiae  $.  383 
et  384.  commemoratae  snnt. 

§.  386.  Theorema. 

Si  66t  mUqua  Fimeth  inugfm  h^ut  formM 
0  (j:')zsJ+  Bx+  Cx^  -h  Dx^  .••:=:  o  ff^ae  igttur 
scmpcr  cit  o  9  qyaUscunqac  sit  wriabiUs  x ,  Coef^ 
ficicntcs  constantcs  j  A  ^  /?,  C,  D  •  •  •  iJ  est^  qui 
ex  vahrc  hUjul  x  noh  pcndcnt^  sunt  omncs^o. 

Dcmonstratio. 

Qnoiiiam  Aequatio  vera  etiam  manet,  s!  jr£±o, 
ponatur  xzno;  ex  quo  efiicitur»  ut  omnes  Seriei 
terminiy  in  quibus  est  Factor  x,  evanescant; 
unde  -/f=o,,  atque  Bx+Cx^  +  Dx^  ...tzio. 
Dividatur  Iiaec  Aequatio  per  x^  tum  prodit 
£  +  Cx  +  Dx^  +  Ex^  • . .  =3o,  Cum  auteiu  » 
81  xzTi  o  ^  B  evanescat ,  eadem  ratione  nascimr 
C+Dx+Ex^  ...  =0;  ergo  C=o,  Sirailirer 
colligitur ,  omnes  reliquos  Coefficientes  ^  quorcun- 
que  sunt,  cvanescere, 

§.  387.  Coefficlentes  indeterminati. 

Coefficientes  Seriei,  qua  repraesentatur  aliqua 
Functio ,  dicuntur  indcttrminati ,  quoniam  sunt  con» 
stantes,  atque  determiuaudi  vel  defintehdi  sunt, 
Non  igitur  pendent  ex  valore  variabitis  quanti« 
tatis. 

$.  388. 
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$•  388*  Q^oiL  I. 

Si  (p(x)  sr:  //;»»+i5««ti+Cx«+^ .  •  •  =  o ,  oipnes 
Coefficientes  evanescunt;  quod  perspicitur ,  si  Aequa* 
tio  per  x^  dividitur;  quo  fit,  ut  sit  ^+  Bx+Cjl\..zsq^ 

ergo -rf=ZJ  =  C...=:o  (S*  386.) 

$•  389*  Coroll.  s. 

Si  4)(jc)  =  ^+  B:ir  +  Ca»+  Dx»  . . .  =  <sr  +  *x 
+«*+<&*...,  erit -^=a;i5  =  *;C=^  etc. , 
id  est:  in  hac  jiequatione  idemica  Coeffidentes 
gusdem  Potestatis  ipsius  x  aequahf  sunt. 

Etenim  //-.^+C^-  *>+(C-c>M-f /)-^^*..«> 
ftgo  -^— /3=0;  5—^=0  ;  C — £:=oetc.  ,unde 
^Si9r;j5  =  ^;C=^,  etc.  (S«  386.) 

$.  390.  C{^d/{L  3* 

Sl  A+Bx+Cx^  +  Dx^  ...  =*!?  +  «»,  crit 

-^+(-5— *):i;  +  (C— 0**  +  -D**«»«=o»  ^tP 
jfzsoiB:=:t;C:=sCj  atque  reliqui  Coefficient^ 

evanescunt  $.  386. 

S*  391.  TheormiU 

^.  ^.  ^      «  +  /3*  +  y**-4.Jjp»+#»*...  +  jrit«-i 

Si  $(^)=— — ; -7 - 

tf +** +^4?» +/jra  +  ^jr*.  ,  .  +  />|l» 

=  ^  +  5jr  +  Cjt»  +  i)*»+JSji*  ... 

Erit «  =  tf^. 

^=iah  +  bA. 

yrsaC+iB  +  cjf. 

IznaD  +  bC+cB  +  djl. 

€  =saE  +  tD+cC  +  dB  +  ej(. 

^:siaF+b£+cD  +  dC+eJi+/^,  etc^. 
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DemomtraHo. 
Muldplicemus  Aequationein  per  Denoroimtorem 
a+tx  •  •  •  +px» ;  quo  fiicto  prodit  a+fix  •  •  •  +5rx»-« 
ss(tf+*«^  ..  +  px»)(if4-Ar  +  Cjc*.,.);  id  cst 
CS-  »04.) 
»+^+y**+8»*+£x*+?»'  • .  .z=iaA!+aBx+aCx^+aDx^+a£x*+Si 

b/ix+tBx^Cx^  +*Z)**+*J 

+^ifx»+tfi5jc» +^Cx* +«J 

+</^x*+rfflx*+i 

I  +^ifr*+* 

+/ 
cx  quo  sccundum  $•  389.  sequitur  id ,  quod  enun- 

ciatum  est  in  Theoremate. 

f.  393.  CorolL  I. 
£x  his  Aequationibus  Coefficientes  ita  defioiun* 
tur ,  ut  consequentes  reperiantur  per  antecedentes ; 

m^zs^;  2?  =  e ;C  =  2: ^—^ — 'i 

a  a  a 

^^bC+cB+dA^    -      i—dbD+cC+dd+cA) 

a  a 

ctc.  (S.  ao  et  S-  136.) 

S.  393.  CorolL  a. 
His  Aequationibus  (J.  39aO  omnes  Coefficien- 
tes  definiuntur ,  qualiscunque  sit  m ,  dummodo  sit 

positivus  et  integer.    Sit  iw  =  i  aut  (p(x)  c=  777- 
r=5if+Ac  +  C**... 

crgo  tfiftste       unde  y/=-       atque  — 2L.  ~/ 1 — x+f-^  •••  )• 

^=^7  erg« 
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ergo    quilibet    tenniniis    consequens    aequalis    est 

antecedenti  multiplicato  per  —  ,  velut : 

a 

4— ax        4     2     S-  ax^        4      8    ^i— Jjc-'        4 

.    5+7*      5     5+7*    5      asV      5   ^5   -^     ^5  -^     /» 
quod  convenit  cum  S*  34i*  342*  343» 

$•  394»  Coroll.  3. 
S.t«,  =  aer.t(K*)=^:^;^..ergo 

"^^^         unde^=i;  i,=^;Cb:-(*.^> 

aC+6B+cJ=o  j)^_  (^£tf^  etc. 

aD+bC+cB^  ^    a     ^ 

Ergo  quilibet  Coefficicns  definitur  per  duos  proxi- 

me  amecedentes.  Proximus  Coefficiens  pcr  —  - ,  qui 

huic  antecedit  per  —  -  multiplicatur.   Surama  ho« 
rum  Productorum  est  Coefficiens,  velut: 

=s  1  +  4:»  + 14«*  +  4<J**  +  I4<5**  +  454«*  •  •  • ; 


Z)=5C— 6^  etc. 

2.  — i— ss 1 =  i+ajiH-3«*+4«*  •..  ubi » =4  =2 1  , 

(i— «j*      1 — ax+** 

0=2o;*  =  — »,(:=3i ,  ergo  CssaiS— if.  Quod  conve- 

nit  cum  S*  345  ^  34^« 

3* 
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.  —2 — -=rx  — *+jc«  — «^+x*  ...  ubi  Ca— >(il+i). 
1+*+* 


In  bac  Serie  atque  in  Serie  N%  j.  desunt  Po» 
tesutes  jp»,  s'  t  ^*»  «''  * •  •  ^  univerae  Poce»» 
tates  formae  xym^i : 

7.   "■  =5 i+a*+SxN-i«'+a9«*+7ox*+idp«*+  • . • 

,_a*— ^a  ubiCrsftJI+J: 

9,  -— i-— ^SBi+3»+4jr*+7«»+ii«*+i8«*+a9**+47«'... 


0,    -'     " — !=i+a**+a*»+6«*+io«»+aa**+4a4(»+86««« 
-     -  ^-*  ubl  Cm^+t/ 


10.  '  '  SS  .  +  ~  *—  ""  <"—  •-  *•  +  —  **  •  •  • 

5+7*'        5      5  as  aj 


las 

ubi  Cr=— 21  ^;Z)-s  — Z^, 

5  S 

S.  395»  Ctfftf/A  4. 
i»=  -^;  C= ^ ;  D^ , 

J&23~  ■    CtC. 

a 

Ergo  post  tertiutn  Coefficientcm  quttrbet  Coe» 
fficiens  est   Summa   trium   Productomm  ^     qwe 

pro- 


RsCURRBtltlBO»  4|f 

i 

prodeunt ,  si  tres  CoefBcientes  antecedentes  mftl- 
riplfcidtur  per  — .  j , — - , — 2 »  ^**"*  • 

(i — xjr      1—3*4-3«* — ^ 

ubi  DsszC—zM+A.  Conf.  $.  345«  346. 

••     ■  ^^ry .:.  =  l+»^3«*+3«* — «*-^»*+w^+»^— a** 
>+»*+»*•-»-»•  +3*» . . ;  ubi  Z) = — (a(;fa*M). 

ss  i+s+M^+^*'^?"^-»^»'^*^**»»» 

nbi  D  =3  C+B+J, 

$.  3>(S.  Cwi/.  5. 

Ex  his  perspicitur  regula  generalts   CoefficioQ* 

uuau    &  Fractio    ,  i  ■   '         redigeoda  aK 

in  Seriem ,  ub  in  Denoninatore  masimus  Expoaeu 
variahilis  quantitatis  est  m^  quilibet  Coeffickns 
Seriei  eat  negativa  Summa  m  Productonim  es  m 
amctedentibus  Coeflkientibus  suo  ordine  multipU- 
b    c    d    e  . 

^     a^  a^  a^  a 

X.  ^^ x=     '■   "  ■  V       ■i  ;vAag  i+4*+io«M-aoac*  • . . 

ubi  ^2=4/)  — 6C+4i*— ^  Conf.  $.345ct345. 

'--*— '"^^— *  ubi  -B  =5  D+C+B+A. 

aut  quilibet  Coefficiens  est  Summa  quatuor  antecedentiiun. 

3    i—x— *»+«*-Hc*-**'     (1— *)(i-«*Xi-«»J      ^^^ 
+  3**  +  4«*  +  5*' +  7«" + 8«' +  io««  +  ...  ubi 

Gss/^+^+Z)  — C— 5+-<f. 
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I I 

(!+*>■  I  .  a  i.ft.3 

ubi  ?s=—  C<'>0-^        ?»         ■  iy4>  ■if 

^  i«ft  i»ft»3 

•J i i^Zr  + . . .  j.  Conf.  5.  346. 

i.ft.3.4  ^ 

6.  « \ 


ft'3    a.3.4>S     a.3>4.5  g.7 _j  ,  ^  .   ft^  17*^ 

«•        *♦              ^               «■                  1.3    1.3.5  1.3.5.7^ 

f ■  I  ■»  ■■              -  -^  ■        ■  .••  ^ 

ft     ft.3*4       a.3.4.5.6     a.3««.o  oft* 


7.  1— T-^ 


• . . 


ft   tt.3.4   ».3.4.5.6 I  I      «»       ^ 


** )  *'       *^   .._       *  3    1.3-5.3  1.3.5.: 


•  •  • 


»•3    a»3>4-5    ^'3  •  •  •  7  ^        ^^ 

I.3.5.: 

$•  397«  Series  recurrens ,  ejut  Scala  rela* 

tionis.    Definisio. 

Series  didtur  recurrens^  cujus  quilibet  terminiis 
consequens  est  sunt  Summa  Productorum  ex  termi* 
nis  proxtme  antecedentibus ,  atque  ex  definitis 
numeris,  qui  numeri  eiBciunt  Scalatn  relasiatdSj 
quae  dicitur.  Si  Scala  relationis  constat  ex  m  nii* 
meris  (qui  etiam  praeter  ultimum  possunt  eva- 
nescere^  Series  recurrens  est  m$imi  orJinis* 
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5*  398«  CoroU.  u 

£x  hac   Definitione  coUata  cum  %.  391— 39^« 
sequitur : 
I*  Series  Coefiicientium  Quoti,    in  quem  Di* 

X 

visione  convertitur  Practlo  fotmae  ^^  s 

— ^-T — V,  est  recurrtm.    Ejus  &aAf 

I74^«4^jp»  ,,,  +pJlf» 

rclationis    constat     ex    m    numeris  9    qui    sunt 


,  — ,  —  etc,     Quare  est  Series  recuirens 

a       a        a  ^ 

i»timi  ordinis,  etiamsi  nonnulli  intermedii  numeii 
b^c^d..  *  possint  esse  o.  Fractio  ipsa generatrlx 
dicitur. 

ft.  Omnis  Series  Arithmetica  iw— i  timi  ordifdt 
est  Series  reeurrens  mtimi  ordinis*  Haec  enim  Se* 
ries  Arithmetica  est  Series  Coefiicientium  Quoti  ^ 

in  quem  convertitur  Fractio  formae  ^ 

(I— ^)" 

quae  est  Fractio  generatrix  Seriei  recurrentis  intimi 

ordinis ,  cujus  Scala  relationis  est  iw ,  —  '^ 

i  •  % 

+  — ^l — r\ ^—  •  •  •  S.  345  et  396. 

X  •  a  •  3 

3«  Scala  relationis  m  terminorum  non  definit 
priores  m  terminos  Seriei  recurrentis  iwtimi  ordi- 
nis  9  quoniam  hi  termini  etiam  pendent  ex  Coeffi* 
dentibus  in  Numcratore  Fractionis  generatricis. 
Quare  ex  data  Scala  relationis  infinitus  numerus 
Serierum  inter  se  diversarum  constitui  potest ,  quo* 
niam  priores  m  termini  ad  libitum  sumi  possunt. 

Kkk  Pro- 
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Progressio  Geoirietrica  ^t  Seiles  recurrens  primi 
ordinis  $,  2030«  Progressio  Arithroetlca  primi  or- 
dinis  rj.  216.)  est  Series  recurrens  secundi  ordlnis. 
Iii  utraque  primus  temiinus  ad  libitum  sumitur. 

S»  399*  CorolL  ^. 

Si  Fractio  generatrix  est   ^ ,  atque  S  est  Series 

Coefficientium  Quoti,  in  quem  Divisione  c<Mivmi» 

tuf  liaedPracrio ,'  haec  proponr  Probiemita  i^bsMiilt : 

I.  Ex  datis  X  et  X'  repcrir^  S ,  quod  ProH6ma  sbi' 

lutum  est  5.  391« 

i.'  Ed  daiii  S  ^/  X'  repcrire  X.-     - ' 

3f.  £jp  ^idrW/  S  ^/  X  nf^^ir/^^  X'  atqUie  igitur  «Srtfi^ 

/^/73  relatioms. 
i^  Reperire  Summam  m  terminorum  Seriei  S. 

5«  Reperire  mtimum  terminum  Seriei  S« 

Quae  quatuor  postrema  nunc  solventur,  quan* 
tum  ex  principiis  positis  licet» 

%.  400.  Problema. 
Ex  data  Serie  S  atque  Demfninatore  iL'  Frac^ 

iioais  gefieratricis       reperire  Numcratorem  X. 

SolutiOm 

Ex  5.  39K  paret  oj  =  17-^  ;  /3  ==  ^5  -4-  bA% 
^z=iaC  +  bB+cA  etc.  Sed  y/,  5,  C...  atque 
a,  bj  r •  •  •  sunt  cogniti »  ex  qnibus  o^,  /3»  y... 

innotescunt.    Velut  si -,  =2 

X 


iiwy    ■i'i  I     I    .     — — .i.i..i^»i 


=i+a^jc+3^«»+4^x*4.  •.» 


erit  ^  =  1  ,  *sis— 6  ,  <?=ii5  ,  2f=5— d[<i  •  •  • 
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;^j=i  , -ffzsa*,  C=s3*.« .,  ex  quo  juivenitur 
Xz=z  i  +  26x +l$6x^  +  26x^  +x\  . 

$•  401«  CarffU.  I. 

Ergo  ex  m  prioribus  terminis  Scalae  relationtj», 
atque  ez  m  prioribus  Cpefficientibus  Seriei  possuut 
cognosci  m  priores  Coefficientes  Numeratoris. 

$•  402.  Coroll.  3. 

Si  30la  data  est  Series  Sy  XttX'  sunt  indcfini* 
d)  sefl  si  est  mixmz  Series  Arithmetica,  atqiie 
sufficiens  terminorum  Seriei  numerus  datus  est, 
ex  Serie  ipsa  definiri  potest  Fraaio  gj^oerauiK. 
Quod  sequenti  Problemate  proponitur. 

S*  403.  Problema. 

Da$a  Scrie  S,   atque  cognito  gradu  Seriei  re* 

X     ' 

currentis ,  reperire  Fractionem  gencratricem  —  • 

Solutio. 
Sit  proposita  -n/z:  i  +  «  +  ix^ +%*^ + \^+  6x' 

+  93fi+i2x^ . . »  atque  Coefficientium  Series  sit 
tertii  ordinis. 

Ut  simplicior  fiat  Fractio  generatrix ,  sit  ^  s  i  , 

X       »+Sx+yx^  . 

ergo  -71,  =;:  —7 — ^— — — •  =  J,  atque  repenundi 

^    X'       i+tx+cx^^+dx^ 
sunt  »9  fiy  ^yb^  Cy  d.    Est  autem  y^j;=;  j9=:  i  , 

CsaajDss^jEsn^ji^rsS,  ergo  a=r,  unde 
I.  i+*.=/3;  U,  a+*+«y ;  IJI.  3+aA+^+^=3p; 
lV.4-h3*+af+^=5o;  V.  6+4*+3^+su/=  o.  Quo- 
modo  ex  his  ^uinque   Ae^tionibus  quinque  in- 

me« 
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cognici  bjC^d^^^y^  et  universe  quomodo  m  nu- 
meri  incogniti  ez  m  Aequationibus  reperiri  pos- 
sint ,  in  posterum  ezpHcabitur.  In  hoc  autem  Pro- 
blemate  simplicior  hic  modus  adhiberi  potest. 
Duplicata  terda  Aequatio  subtrahatur  quintae* 
^  Residuum  nullum  est ,  id  est  ^ = o.  Subtrabatur 
tertia  quanae,  prodit  i+^=o,  unde  ^=— i; 
ergo  ex  pruna  aequatione  /3=0,  etexsecunda 

X         1+»» 
y-51 ;  atque  ex  tertia  dzs. —  i ,  ergo  j^,  = Hli* 

Eodem  modo  fit  Solutio,    si  Series   recurrcos 
€St  4 ,  5 ,  6  9  7  •  •  •  ordinis^ 

§•  404^  Problema. 

Data  Seric  S  atquc  Numcratorc  X  Fracthnis 

X 

gcncratrids  -•,,  rcpcrirc  cjus  Dcnominatorcm  X', 

dfc  Scalam  rclationis  Serici  $• 

Solutio. 

Proponitur  — ; ;: z=i/i+Bx+Oc\ . . . 

*^  a+bx^x^ , . .  -j»/)jc«»  * 

atque,  reliquis  in  hac  Aequatione  datis,  quaerun- 

tur  a^  bj  c^*  .p.    Id  autem  fit  duce  Theoremate 

S*  391,    ex  quo  nascuntur  Aequatioues  <ar  =  -^5 

Jm 

Ubi  <jf  =  i  ;  /3  =  3  ;  y— 1  ;S=£  =  f ...  =0; 
^  C3  I  }  .S  =  1  ;  CSi^—  3  ;  /)  =  3  ;    invenitur 
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a^i  ;  &S2  ;  ^  =  2  ;  dzzi   atque  Fractio  est 

%+2x+2X^+X^* 

$•  405«  Problema. 

Repcrire  Summam  m  urminorum  Seriei  piimi 
ordinis  siye  Summam  m  priorum  Coeficiensium  Qwui 

X  __  a+fix . . .  +?af-^ 
X "^ a+hx  ...-^lxP 

ss  jf-^Bx+Cx^+Ds^ . . .  +i«"-4+iE»^+Z*»-2+il/«*''* . . 
ubi  Af  est  intimus  CoefBciens. 

Solusio. 

I.  Series  sit  primi  ordinis. 

X  a, 

Ergo  ^  =  -^— ^+B* ...  +Lxm-i^Mxm-t    unde  ($.  391-) 

aB+b4:=ioi 

.aC  +bB = o  et  ita  deinceps ,  donec  perveniatur  ad 

aM+bLz=zo.  Quae  si  in  unam  Summam  s  colUgun- 
tur,   prodit  a(j^A)  +  b(j — Jlf)=2o.      Quare 

as+bs=zaA+  bAfj  unde  /=?—,—.    Summa 

a+b 

igltur  reperitur  ex  primo  et  ultimo  Coefficiente  Se* 
riei^  atque  ex  duobus  Coefficientibus  Denominatoris. 
U.  Series  sit  secundi  ordinis. 

X         a+Qx 
Ergo  ^;=>;;j;~^==:i^^ 

unde  eodem  modo  quo  antea  prodit : 

aC+bB  +cA^o^ 
aD+bC  +eB:=:o. 
aE+bD  +  cCz=io. 

aM+  bL+cKzs  o.  Si  in  unam  Summam  /  coUiguntur ,  prodit: 

ef 


^^     P..IL.C,  IV,  §BCgrvIJJ.;PE^SjfR|lB08 


(« + * + O '= « •  (-^+^) + *  •  W^ + <?  »Cfc*:^ 

Quapropter  s=: ^^      ■■  '*^>  /. 

Sutntna  igitur  repcritur  cs  dudbus  primis  et  uU 
tinds  terminis  Seriei  atque  ex  tribus  Cocfclcnti^ 
bus   Denofmnatorisn 

III.  Series  sit  tertii  ordinis. 

^'«°  J = ;i^C^  =  ^+zM-c^i)*. ...  +/^ 


unde  eodem  modo  quo  antea: 

aD  +  bC  +  cB  +djtz=sc. 

aJ£+bD+cC  +d£i=zo. 
aF  +  *£  +  rD  +  dC  zizo, 

Qtiae  st  in  iinatn  Sunimani  s  colliguntur,  prodit: 

a.O-/t-B^)+Ks-^''B-M)+c.{s-J.-L-M)+J.(s—K-L~M 
a .  (-rf+  ^  +t:;+* .  (  /l->r  R+  ^ycc .  (.A+L-^My^d.  (^K+L^ 

•^"^  ^ "^- .    a+H-c+d. 

Similiter  si  Series  esc  quarti  ordi/us ,  aut  si  est 

^^^^,,i+^,3+«4  ..+iV*,-,+Lr— .+iJ/, 

erit  aE  +  bD  +  cC+dB  +  e/fz=:o  etc, ,  .atq.ue  reperitur : 
s .  Ca+b+c+d+e^  =  a.  (^+8+0^^),+  k .  jC^+fi-tCH-AO 
+C.CJ+  'i+L+M)+d,.(J+K+I,±M^+e,^l+Ii;Tirl^ 
Kx  his  apparct  lex  generalis,  qua^Sjuinm^.^^v^'^* 
minorum  Seriei    cujnslibet  ordinis.  repi^riatur.  .Si 
Series  est  ptitni  ordtnis ,  Summa  definitur  p  primis 
et    ultimis   Coejficientibus    Scriei   atquc   cx  p+  i 

Coe/* 
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Coefficicmibus    DtfwHhm^rts    Frdctionis    gemra^ 

tricis.    Cum  autem  singuli  hi  ultimi  termini  per 

antecedeiites  tehninos  defihiehdi  sility  haec  rbgtda 

minoris  est  usus.    Reperiunda  est  igitur  via ,  qiUA^ 

quiltbet  terminus  etiam  sine  antecedentibus  termi- 

nis  reperiri  potest;    quod  tameii'  altiotes  fonn^ 

requirit,    ex  quibus  nofhdUtn   haurire   possumus» 

Quod  autem  ^  principiis  positis  derivari-  pdUI&t 

explldibitur  &i' sequentibus^ 

»      •     • 
%.  ^06.  Cdroll. 

Priorcis  termihi  ita  riperiuhtur: 
a  '  a  a*  .        . 


Kh-\rc0+d*)+0Cl^^!>^^et)r«(3'. 


£=:L 


a 
bD-^cC—dB^cA 


a  ' 


unde  a^E:=za^c — ii*(*S  +  cy+^i$  +  ^)  +  tf*(**y  +  a*^/5 
+  (j^dj^  ^>^  )  :£^if{b^fi  +  ^IBO^  mb\ 

Vit^&  Sufirimti*  .  tcrmiiloftrtn  Wpefirf  potest  ex 
CoefEcientibudf  Numeratoris  et  Denominatoris  Frac* 
ttonis  gdieratiritis.  Verum  hae  formulae  fiunt 
lohglbfes  et  ad  iisutn  diflfeitibres.  Qitiu*e  di^^ 
sunt  reperiuhdae  ,^  ex  tivnhixs  siAlgaii  StTfH  tlAti^ 
ni  definiantur,  inter  quas  sunt,  quas  nunc  eitpo^ 
situri  sumus. 

$•  407- 


•• 
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$•  407,  Problema. 

.Repcrire  mtimum   termnum   Strid  Fractiafd$ 
generatricis^ 

X        N         N'         N" 

S-^^  +  TjII  +  ^-^  ^+^*^C,* ...  +Af*-«. 

Solutio. 

^4(^)=^H<-)*-±c-r-)  $.3- 

txfp  mdmus  terminus  ^^  3"  ^"  Qr^      =  jT^""'»  — ;    «c 

i|UO  sequitur  lotimum  terminum  Fractionis  ^  esse 
.  ^N     N'     N''       ^ 

Terminus  est  positiws ,  si  1»  est  numerus  im^ 
par^  sed  negativus^  si  numerus  pi^r  est.  iNT  est 
numerus  constans,  qui  non  pendet  ex  valore  ipr 
sius  «• 

%.  4o8^  Problema. 

Mutare  •=!=-— ==  r— — ^f ^^   ,    ^^   .    i 

N        N'       N"       N"' 

in  f»  Fractioncs  partialcs  formac  — —  +  -r — h 1-  — ••• 

^  ^  ^4.;c      j+^     ''+^     ^-H^ 

ubi  iV,  iV%  iV'%  . . .  p ,  y ,  r ,  j  .  • .  /<//?/  #itf/»^ri  constan* 
tcs^  qui  tton  pcndcnt  cx  x^  atquc p^  q^  r^  s  •  ••  sunt  inter 
sc  diycrsi. 

Solutio. 

Sit  J7  =  (/>+*)  J,  ita  ut  S  sit  =3  Cf+-*)  (/■+«)('+*)••  • 

.id 
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id  est,  nc  S  sit  Productum  ex  reliquis  Factoribus.  Sit 
JT  X  N  P  „      X—NS      ^^ 

^'^(^i^^^  +  ^'"'^»^^-^-     Sed 

u      ^+*    r+«     i+* 

+  iV" (y+*) (j+:t) . . .  +iV'" (^+jp)  (r+*) .  •  •  etc. ;  ex  qua 
patety  P  esse  Functionem  integram  ipsius  x^  atque  igitur 
X^NS  esse  divisibile  per  p  +  «,  id  est,  continere  FactCH 
lem  /+x.    Ponamus  p  +  xso,    ergo   xzn—pi  atque 

JT  —  /V  J  =3  o ,    unde   iV  =  -; ,  si   ;c=3— / ,  id  est 

u 

1 

~  (!t-p)ir^X^--pX^p^  •  •  •* 

iV    iV'    JV'^ 

Cumautem  Fractiones  partiales  — , ,*—••• 

p+x  q^x  r+x 

solis  numeris  p^  q 9  r  •.  •  inter  se  differant ,  per» 
spicuum  est ,  ex  iV  reperiri  N\  si  p  et  q  vices  in» 
ter  se  commutant,  id  est:  si  prop  ponitur  ^  et  pro 
q  ponitur  pi  a  N  repcrirj  N" ,  si  p  et  r  vice*. 
inter  se  commutant,    et  ita  de  reliquis»     Quare 

(A— ^)  (^— ?)  0— ?)  (^— y)  •  •  •  ' 

^^^^^^^r+yr^       ir^         ±.r^-^  etc. 
(/>—r)  (y— r)  (j— r)  (/— r)  . .  • 


l.  409.  C^r^//^  I. 

Si  Fractio  mutatur  in  Seriem ,  fotimus  terminus  est 

CN      N'      iV" 
r»  +  «  +  :r  •  •  0  vS^  407^);  uM 
.p"»         xfai         I"»  ^ 

in  locum  iV,  iV%  N" ...  ponuntur  eorum  valoret 
j.  408.  indicati. 

LU  S.4i<^ 


li^     P.  n.  G.  IV.  St&t.  III.  blf^  SfeRKBUS 

f.  410*  Cotdif,  i. 


Kro^o  Sl    — — — —  2S  —————  ss    —  -f"   "     '    9      Ciu 

"    .    a+6x+cx*      (/>+«)(?+*>     />+a?      ^+J? 
N=^-^  et  iV'=i--Zj^j    Fractio   Ipsa    -^^ 

v_  ji__  /^a—0p  ^  /-^^^zfl^S) ;  atquc  iwtimus  termiiiusScrid 

==: 1 — —  i  ubi  OTtimus  Seriei  terminus  est  — ;c»— » C  —  «a  J. 

Signum  est  -h  t  si  1»  est  numerus  par ,  -—  flutem  si  est  inpv 

(§.  346.)»  ita  etiam  ;^ — \^  ^ — r  =2  j   .    .  .^  +  •- -* 

^  (^+3)  (^—2),     5 -(^+5)      3(*— a) 

$•  411.  C^re?//.  3. 

e-  '  »+j8.T+y«*  «+|3*+y*»      ..    N      N'  ^N" 

^^:P4.^jca4^A3"^(/H-x)(?-i-:t)Cf-ha:)~p+jr    ^+s    r+/ 

^g-pXr-py         (j>—q)  ir—qy         (/>— 0(*— r) 
et  similic&r  de  Fractionibus ,  ubi  summa  Potestas 
ipsius  X  major  est  in  Denominatore ,  ut 

;  jX-^-i)  Qx—i)  (2x — i)  (a;p+i)    ^    laAT*— 8a;* — 7x^+2S+i 

_         39  ^  3 4 i_^ 

"""^  2or.  (3^+1)      4  •  f«— 1)       5  •  (aoT— i)      a;ir+i* 

S.^  412.  Corolh  4* 

Si  aliquis  ex  numeris  p^  q^  r...  vetut/>,  eva^ 
Tiescit ,  atque  fvtimus  terminus  quaeritur ,  Pactor 
•        -  f+x 


i 
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•\ 


f^x  omittitur  9  atque  torpinus,  qui  inveniti^r ,  per 
jn  dividitur ,  ut  91  p^o^  erit 

^>+3^ C*-^>       i5«(«+3)      lo.C*— a>-   d*^        • 
.6ed   ut  ffldnius    reperiatur    terminits ,     ponitur 

jy»      7*— 5       ^  — V     ^        I         ^       S    ' 
*  X*H-3)  (*-ay      •*  ^5  •  U+3)     5  •  C*—»)^' 

9 

S*  413*  ProUcma. 
MuiarC'7i=:/^'^\/^'—^^  in  Fraciiones  parriaUsJ 

Solutio*  ^ 

Non  eam  viam ,  quam  $•  408.  descripslmus ,  !n 
hujus  Problematis  solutione  ingredi  possuinus ,  que-  • 
niam  tum  unius   Fractionis  partialis  Denominator 
amnesceret.  Ut  autem  id  vitetur,  FractionitHis  pai^:  j 

X        N        N*      N'* 
tialibus  haec  detur  forma :  -^= — '     j  ■      ■  t ri   .. 

unde    »  +  px  +  yx*  =3   Ng  +  N'pq  +  N"p^ 
+  (N  +  N'  (p  +  q:)  +  2pN")x  +  (N'  +  N'')xK     Efgo 
1.  Nq+N'pq  +  N''f^:=ixi  II.  N+  N'  (p+9^  +  ^fN^'^fi  i 
III.  N*+N"z=iy  (S.  389.).    Ex  tertia  Aequatione  prodit 
N"=zy — N\  Si  hunc  v^lorem  N*'  poninHis  in  juima  et 
tertia  Aequatione ,  fit :  -         : 

Vf..Nq—N*p(p—q)+p^y==x  et  V.  N—Q>^yN'+9pyzpp. 
Quintgm  hanc  Aequationem ,  multiplicatam  per  q ,  subtra* 
hamus .  quartae ;  fit: 

VI.—A'  (p*  +  ^*  —  a/?)+/^y  —  2/yy  =  «— /3y;  ^^^ 

N' 
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Quinta  Aequatio  multiplicau  per  f  subtnhatur  quani& 
Residuum  est: 

VHNCg—p^-^p^y  =»—/3^,  unde  iV=  *~^/^+^; 


IXt       wi    ■  ■         23         ai     ■    I  ■         ■■    ■      — ^       '  ■  ■ 


as.(j?+a)      115  •(«—3)* 

yfUa  Mefhodus. 
JTsa  2V(^  +  jp)  +  i>r(p  +  x)(y  +  x)  +  iV"(/)+x>»,  crgo 
jr~iV.(y  +  O  =  (^'(p+*)(?+0  +  ^'-CP+»)0f 

Sit  f        —  P  9   quae  est   Funcoo  integni »   qoa 

p 

J>=iV»(f+*)+iV"CM-»),  ergo  iV' sr --- ,  si  «s— ;j 

p+x 
i9—p)  (tf¥^x+  y»')  ^ (fli  — .  /3;> 4. y;>')  Cy  4.  ^; 

**  (f  — /»)C^  +  *) 

— gj3 '  C/>+y)  +  gy  (*+/>)  (*— P)  —  «  C/H-*)  —  X>yy .  (/+*) 
~  (^— ^)(^  +  *) 


— «  +  flfl'  +  ?y  C« — p)  "^pyx 

-L!ii — 1^ i^ — '-i-\  ergo  si  *  =  — «,   erit 

q—p 

.•-«•+-ffy+yC/>'— gp^)  atoue  iV'=~2if2±2<£!z^>. 
(?— P)  *  (^-^^ 

Ut  iV"  repcriatur,   sit  X' :=:  (x+q')  S ,  ergo  ^  =  - 


RSCURRSN   TIBUS.  44^ 

AT"  P 

c=  -—  +  -s,    crgO   Xt=iN"S+P.(x  +  q)^    atqne 
-  Jf— iV'^=/>.(*+y)  =  (i,  ergo  iV''=f ,  si  «=— ^; 

Si  cum  Factore  Quadrato  (p+*)*  praeter  Faeto* 

ran  simplicem  ;+»  plures  Factores  stmplicesy  ut 

(r+jr) ,  (/+*) ...  insunt  £>enominatori ,  N'"jN^\N^ 

reperiuntur  ex  iV^,  mutando  ^  in  r ,  in  5 ,  etc.  ut  v.  c. 

.X_    a^px+yx^^^    _     N  jy/        jy//       jy/// 

•*  5^0>+*)*(y+*)(r+*)  —  (p+x;*  "*■/+*■*'  y+*  "*■  r+»' 

JT     iV    P 
Sit -r=<a+y)J ,  ergo  iSt=C/+x)a(r+*)  atquc -——-+- , 

onde  J:=3  iV"  J+P .  (*+y) ,  ergo  JT— iV'' J=:P .  (»+^)  =i> , 


jv///-iz±:±2:ilizii' 

§•  415.  ProbUma. 

X 

Mutare  z rr:;  ^*^  Fractioncs  panialcs. 

cp+xys 

Solutio. 
X  N  N*         N''       P 

sit -        =— f!_+— fi-  +fL  +  ;,ubi  Pcst 

Functio  integra ,  ergo  J:=2  NS+N'S .  (^)+iW(^)» 

JP— iv»y 

r  I  * 


4s«   P«  H*  C  IV.  S^icjr.  Uh  m  Smmv* 

X  * 


U.Ergo  iV'=3~,  si  xss— p. 

Sit =  iS" ,  quae  cst  Functio  integra. 

ffl.ErgoJPcs— -7---,atque  JV^cs-  ,  si  xmif-^.^ 


Vehiti         ^* 


**— 8«»+i8»»-^27     (*— a)*(*+g     4.(*— 3^ 
407       .      a»8      .       .7 


ln  Jiocexempk)  est  jr=5«*~^j  J=:«4-i ;  ,^«5 -^3j 

w^  .  j     «V      fto«*+6o«rK7  .    «     407 

Deinde  iT « .-^— r----~  ,  ergo  si  ^=3,  erit  J^ss— j 

4  4 

atqueiVss^.    Tum  ^'=?2f±L3    unde  »i^  =  3,  erii 

16  16  .     .»▼ 

^^—  31^  et  iV''  =  -^.      Tandem    ^(^—3)  =  ?2!±Z: 
16  64  ^        '^^  16 

64  ^^^'  '^^'  ^~64.f*-3)-tS4- 

X 
Siproponitur;: •  ,  iSest=i  atque^Pso.  Quapropter.AfcsJr 

u 


'R  B  tf  tr  «  it  B  R  ir  f  B 'tf  ft        4ffk 


•  •  • 


V       — 1+«*_      3..  -  4...    .     i 

i,a+jp)»       (a+*>       (a+*)*      a+* 

Snn.hter  — g;  =  ^;j--;^  -  — -.. 

Similiter  fit,  si  major  est{>Qtestas  Factotis  p+s,  obi 
Fractimd  i  >    r  „  iMcc  daada  est  fonoa ; 

%.  418«  Problma. 

Hfutare  ^f  =  ;^;  ;  *^  — *  /«  FrtMiancs  partiaks. 

(A+-*)(f+**) 

Sit«s= — -s-H .  MultiplicationeperC^Xf+^^^P^odit 


/ — 9i 


452    P.  IL  C.  IV.  Ssm.  UL  dz  SEaiBBas 

-,     10  +  18  — lao        fli 
«e6,   crgo   p*+^=23i.    Nzz j^ ^yf^ 

jp^— ^+^S  +  ^-- 37.  jy.._ft— 15+100     87 

•"      31         31 V  31       ""31* 

$•  419.  Problemiu 

Si  sunt  duo  numeri  yariabilcs  y  et  x,^  qmrum 
ultcr  cst  ahcrius  Punctio^  atquc  ct^fiUum  at: 
si«est  a^  b ^  c^  dy  Cjf  •  •  • 
esse  3        af.  V^  cf^  1/*,  ^,  /^  •  •  • 
imcnirc  Jequationcm  intcr  x  a  y. 

Solutio. 

I.  Primus  casus.     Si  rdaUo  intcr  x  ai  y  p0» 
tcst  cxprimi  pcr  Scricm  jf  =s  «+/S*+y *M-8«*  .  •  • 
Quoniam   Aj  B^  C  ...  sunt  Coeflkientes  in* 
determinatiy  ponere  possumus: 

^  a  ab  abc 


I     ■  ,   ,  etc« ••• 

abcd 

atque  definiendi   sunt   Coefficientes,    quod  Iioc 
modo  fieri  potest: 
I.  Si  xzr^a^  erit  j^af^^A^  quoniam  tum  reliqiu  tennioiy 

ut  ^  \  in  quibus  omnibus  est  Factor  «— «1 

a 


evanescunt^ 


y:=df  ^  A+B  ^=:^ 


3.  Si:c=2r,  critj=c^=^+g^^)  +  C^^'^^ ^ 


crgo 


^*  ^  a    ^ 


R  e  c  tr  tt  R  i  H  T  >  B  tj  k         4M 

4»  5i  xszd,  erit  jr  =  «^,  atque 

abc  \  a  y  ak 

Eodem  modo  reperitur: 

m 

aoc 
Ex  quo  lex  generalis  pefspicifur*    £x  Kis  Aequa- 

quationibus  reperiuntur  CoefQcientes  ^9^,C...,u| 


e=) 


*/_,,/)  c^— .tf^ 


b^aXb-c^  ^  ic^){c^by' 


£/SSUtocdA  r. *rT-: ttt — i ■■■»■,     ■  -   , — .  ■  ■■ .  ^^ j». ■. \ 


'^(d^aXd-by  d^c){d--c)\c-aXc-b)(^-cXc^}y 
ex  quo  patet  lex  generalis, 

II.   Secundus   casus.     Si   Rclaiio  inur  tl  ct  y 
potest  exprimi  per  Scricm  format 
y  rrax-f-  i3**  +  yx^  +  ix^+  ...  Pofiamus. 


ySzJx+ 


4^ 


a  ab  abc 

Eodem  modo  quo  in  primo  casu-  teptnxmz 

a       a  b  ^         ab  c  ^  9  ^ 

Mmm  Vth 
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Unde 

^    "     r     ^  o*     ^ 

^  ^*^  V^.Cc— «)(<:—*) "*"*.(*— «^c^—o^.Ca—^X'»-*^ 

et  ita  reliqui  Coefficientes. 

Ilf.  Tertius  catus.    Si  Relatio  inter  x  et  j  potest 
exprimi  per  Seriem  jr = »* + /S*'  +  y«*  +  8*'  + . . . 

Ponamus  yzsAx-^ i^-r -  +  Cx.- — -n ■ 

tr  o»  ** 

a^  b^  c^  d  a^ 

a^  b^  * 

cx  quo  prodit: 

V^  .  (^a  _  ^»)  (^»  _  ^a;  "^  ^  .  (*a  _  ^»;  (*«  — ^i 
ll.(tfft_*ft)  (^a_^ay  > 

et  ita  reliqui  Coefficientes. 

IV,  Qjjartus  casus.   Si  Kclatio  intcr  x  ct  3  potcst 
exprimi  pcr  Scricm  jf  ==  «x*  4- /J**  +  y:c^ -*-  >a?*  •  • . 


1 


Recurrbntii  us. 
Ponamus  j=^x»+5x*. — ; — i ^^ — ^^ '+..• 

unde  Jinz^M  x  Bzsa^  (  -4-       i  ; 

Csia^t^  C  ^ V         ' 

V* ,  C^*  —  «*)  C^*  —  **)      **  •  (**  —  «*)  C**—  <?•) 

a; ^v 

**■  tf » .  Ctf* — **)(^*—  ^)^' 

et  ita  rdiqiii  Coeflicientes. 

%.  430.  Corolh  i. 
Si  igitur  Aequatio  inter  x  et  y,  ut  in  primo 

■ 

casu,  est  forniae:   f  =:«  +  /3j?  +  yx»  ...  vel  si 

.     iJ.C^  — ^)        C.{x—a^(^x  —  V) 
,-^+ ^ +   -—(, •••» 

atquepoidturosi;  ^>=a;  czs^drzjn  ^=5,  e(c.,erit: 

D=(P  —  2C+2l/—a' 

Ez=L(f — 4J'+&'— ^ft^  +  tf',  ubi  numeri  deter- 
minati  sunt  foinomiales ,  atque  universe  lotimus 
Coefficiens  est: 

""N^-'  i.a  i.a.3  -^ 

Ergoj=a^  +  Cy  — ^)C:g-0+        ^-^^^^^'^^^^^ 


•  •  • 

1     •     fl    •     3 


$.  4aK* 
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$•  4ai.  C0P0H.  2. 

Si  Aequatio  int^r  «  tf  y  est,  ut  ia  MeeHOdo 
ettu»  fonnae:  ysSi^-hlSx^-hrx^^^t^  ^••^  ^ 

atque  ponitur  as=i;^=s2;f=3); ^=4  etc^ erit ) 

4Z)s=!</'-^4<r'+6^— 4^,  «t  Ua  deli)M|i(;  nbi 
nuifieri  detenninati  supt  binominales  9  atque  jntimus 
Coefficiens  est: 


te±S(;i 


I     .     a    .     3     •    4 

§.  422.  C(?ri)//.  3. 

|^%  (^+O  t^ruiinis  al]cu|us  Seriei^  i.n  qu^  mS^ 
lB«e  Pifffer^tja^  aqqualQs  sunt  (J,  359.)  inYepi- 
tur  jr ,  sive  quilibet  A;timus  terminus  ^  ope  Afqus^ 

Tum  ^iqi  af  ^V ^c' ^y  signiflcant  primum,  se* 
cundum,  tertium  . ..  %  terqaiiium , ttque  Aequnio 
ifiter  ;i?  et  jf  defcct  esse  forgiac  yjeot-^fix+^x^ ,  •  • 

Est 


fift^Mittn  Aequatio,  quae  exposita  est  $.  358.  L 
si  confertur  cum  $•  356* 

.  Ergo  si  priores  termini  sunt  80 ,  f 1 9  ^3 ,  ts> 
erit  -rf=s8o;  5  =  — a8;  C=:9;Z)=s«-^4i;  J5, 
atque  reliqui  Coefficientes  evanescunt;  «iikk 


§•  493.  CorolL  4t 

Ex  <JM-f )  iNmiilifi  alicujns  fierid^  in  qut  ntf^ 
iBte  j^fflpfQatiAt  aeciufles  Mmt  (j.  359.)  invenir 
jhff  t^  id  «tt  9  SaoMBft  .9  ienrunoniin ,  ope  Mq/m* 
ffonis  CS*  42  lO 


I  •  a  X  •  a  •  3 

^UQniam  tuip  Aequ^tio   intqr  x  ei  y  debet  esse 
frnnae  js5fl5jp+|3^*-f  yfl?*-f-  .  .  • 

In  bac  Aequatiooe  ^ ^  est  primue  terminus  j  y  ^ 
^ ,  ^ ,  est  summa  dnorum  ^  triun ,  ^uttuoir  prlo* 
rum  terminorum,  ergo  jo  exemplo  $•  4tA#  ^C 
^  =  8o,*'=i3a9^=  165,^=186; 

unoe  jf  =  oojig«^  II    11  I     I  iii^ 1 1     ,,,, 

X  •  a  I  .  a  .  3 

a«.C^>-j)C^— OC^p— 3)      o  ^        N 


1  *  ^  •  3  «  4 

ygtfjy^OCJg— a)     y .  C^g^0C^-^a^(^3) 
a  3.4 

£•  4^4.  G^r^/i»  5. 

Si  Aequatio ,  ut  in  tertio  casu  9  est  fomae : 


J  = 
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5=2  «*+/3^3+yx*  •  •  .,   vd  si  j=Siw:  +  — — — — 

H r^-^ ^+  •  •  • ,  atquepomtar  «=i  •fcaa 

^3,  i6^  ...,  erit 

6.     5 .  C  =      3oC=^—  4*^+  5«'. 
jo.   I4«i)=     \ipD=id''^  Cc^-^nV^Hif» 
15 .   41  •  £  ss     63o£=r:  d'  —  8^^+17^— 48*^+444' 
ai%ii%.Fz=z  a77aF=/' — laf+s^ — xiocM-165*'— 130^, 
48 .  419«  Gs  laoiaG  =^—i  »/'+65^— «08^+4^9^— 57«*^ 

Ergo  si  M  est  mtidus  Coefficiens ,  erit 
4»><wt+i)...(2>y?-^i)    ^,^        ,      .  ^- 

i.ft.3.^.Ci7i — i) 
r(flto— ft) (!>»— 3)        "]ji/_  r(ft w— ft) (ftiw — 3) jvn^ 

L     1  .  ft  J       L      I  \  ft~I  ir    " 

>1  V  .  rCg^— 0*-<'^^~0    (ftw— ft)Cai»— 3)1ii 

ftf»^ft)      I    l^  +   I  M  *—         ■  t  l^ 

"^JL       i.ft.3.4  i.ft  J 

+  ft .  (ffl+ft)  (^+3)  ».  (ftw— 0   , 
j  .  2  •  3  ...  (m — i) 

Etcnim  ultimi  termini  a'  Factor  est: 

fftOT  —  a) (ftw  —  3) . . .  /»       (ft/»  —  ft)  (fti»  —  3)  *  •  *  ^+^ 

I  •  ft  •  3  • . .  fw— 1  I  .  a  • .  •  m — 3 . 

(%m —  ft)  Caf»-7"3)  * . .  (fg  4-  ft)  r    fn .  (w>+i)  n 

*^  I  .  ft  .  3  . . .  f»-^3        "  Vi» — 1)  (m — ft)        -^ 

fftfw  —  a^  (a^  —  3)  . . .  r«  +  a)     ,  ^ 

s=> i ii — 3-ji.  (4f»  — ft) 

I  .  a  . .  •  (jn — 1) 

ft(af> ■—  i^  (ft/;?  —  ft)  (ftOT  —  3) .  • .  (i»  +a) 

2    •    ft    ,    3   .  •  .    (WT^l) 

Fac- 


Rbcurreiitib0s«       459 

'  atque  Factor  ipsius  M  est : 

_  fw .  C»i  + 1)    ft«Caf»— iXflgg— O*««0»  Hr  ^) 
1  .  2      *         X  •  a .  3 . . .  (i»~i) 
f».C»i4-  i)...Ca<»  — J). 
~       i.2.3...(i7a — i)       ' 


4    •    9    •    lo    •     14 

%•  495.  C^^//.  6« 
Si  Aequatio,   ut  in   quarto  casu^   est  formae 
y=««*  +  /3«*+y«^  .  .  .,    vel   j  =  jt:B^+Bx^.        ^      ■■ 

(*» — a4)Cx«— **) 
+  C.  X* . ~ 1-  . .  .,  atque  ponitur  tf  a  x , 

^  =  2,  rc!:3,  //=4«  etc.  erit: 


3.   12.^=3       z6Bzdb^ — i^m 

6.    15.  C=       9oC=a/ —  6*^+15«'. 
10 .   56 . 2)  =:     56oZ)=rf' —  8^+28^ — 5^0*. 
15 .  210.  £  =    3i5o-E=^ — lorf^+^s^ — I2oi^+2io0'« 
fti .  792  •  f  =  i66i^F=f — 12^ +66^^ — 220(/+495^«»792a' 
£rgo  si  M  est  iTitimus  Coefficiens  erit : 

2.   I^2.3...  {n»^^ij  1.2 

2m.(2m  —  i) C2/»  —  2) .,         I  C«»  +  a) C«»+3) •••  a»^ 

X    .   2  .    3  I  .  2  •  3  •••  C^~0 

ergo  y  =^  x^  +  ^ 

3    •    12 


^tb       Py  H.  C  nr.  'SM«r  Ilt.  Df  SS#IB60S 

(«'-.6*'+ 15«')** .  (x^^tyf^^^y 

4    •    9    •     10    #    5)1? 

l^e  fbnsdlae  (S^  419  -^  425O  iifservium  inter- 
•  foirtfoni  V  qtfoniftm'  pfo  >  qttifibet  mnerus  sumi 
potest,  sive  fracfus,  sive  integer.  Confer.  KlQ« 
g^l  Lexicon  ad  mcen^  Einschaken  T.  IL  p«  10 
«eqq»  Lamberts  BejtrSgc  ztim  Gcbrmch  def 
MMLmmik  T.  Illlr  iftii^/fir  JH  ilwli  l^Htirr.  in»/ 
2&4y»^  TaheMcn.  Tak.  38.  La  Graag^e  M&^ 
luoircs  dc  VAcadcnAc  Franc.  A»  1771 ,  atqiM 
jjf0mw;s^hAPlzc%.MiiM^dei^AiaJ^,.Fraite. 
Av  1779.  Newtom  jam  de  his  egit  in  qus  Prith 
cipiis  Philos.  Nat.  Lib.  Ilf.  t.  5. 


VL  U.  Q^  IV.*  SE.CTIO  IV. 

25%  oBis^  Serteim  et  moc&r^  ^aHhts  Frattifff 

nFRaitd  infir  duo  Quafffa  expfimTptfs^ 

set.    ISe  ^octiomBus  continuis. 

$•  4^7.   De  Serie  Fractiofiis^  orta  ex 
]Sttim$kUdris  MaiiipllcaUorte. 

Sunt  aliae  SeofltL^qiiibus-exprlmLi^ossnat  Frac- 
tioiies ,  quarum  Si>cciiiT^  priittum  prodeat  ex  con« 

dnua 


P.  \h  CW.  S.IV.  DB  SbHiebOs FraCT.  4^1 

tinua   Numeratoris  MuldpUcatione ,  hoc  ^uideiil 

modo. 

s  (O  CO 

Propoofitur  Fractio-9  ubi  x<74  Sint  m^m^ 

j 

Cs)      C») 

fn...m^    numeri   integri ,    atque  Numeratonuii 

(O  (1)  (3)     (•)    .      ^ 
Multiplicatores;  fij  fA^  [^•••fA  smt  Quoti  inte* 

(I)  (a)  (3)     (») 
gri,  atque  r,  r,  r...r  sint  Residua  ez  Diid^ 

sione  sed  singiila  minora ,  quam  ipsorum  Diviso» 

res;  ita  quidem  ut  sit: 

<i)      ^  ^  CO  COCi)    ,  ^    (O    CsXO    ^  ^  O) 

Ci)     Ct)     (I)         CO     CO    (a)       (s)     (8) 

>  ~(O^0)^  y    ~or^(2;»  j  — Ts)^(«)         *™^ 
tn   199^  m    m^j  m     m^f ' 

£x  his  prodit  Series  s 

co     (o         (s)  C4)  <n   fo 

31  ^^^**"  dXO  '   (OCOCs)   '  Ci)  (O  (s)  Cl)  ^•••'"(iXftXs)  (• 

n        m*m.m        m  mm.mm  m         m^wum  •••  a 


Ct)      CO      Cs)       co       c«   ^ 
Sit V» c. ^»i£=a ; iTTtss ;  19^=4 ; «»^5 9 m» ;  •«•  atqiiepio 

Series,  donec  evanescat  Residnom*    ^[vm  fiia 


7       2     ft«S     2.3.4.5      2.3.4»$46   ft.a«4*S*'«{ 
411  3  t 

5       ft      ft.3     2«!3«4      ft.3«4'S 


Noii  l4H 


45a    P.  IL  Cw  IV.  Sect.  IV.  db  Seriebus 

$•  4fi8,  Corall.  u 

ro   KO   (3)   .        ,.,,,. 
Sit  I»  =3  m  r=  I»  =  I»  9  ita  ut  Multiplicatores  mter 

te  tequales  sint.  Series  fit: 

<i)      (O      (J)      (4)  (O  (O 

J         m      m        m^      m*  m^ 

velut  si  01  =  2 ,  ent  :;  :=  r»  -*"  Tc  +  Tp  •  •  •  +  ^  +  :r 

7  B  2  2'^  7 

ft»» 

=  g'  +  r^+g*j •..+!  +  -' (quod convenit cum $.  204. p.^%6. 

$.  4119.  G^tfil  9. 

Si  01  !r$  10 ,  prodit  mutatio  Fractionis  vulgaris  in 
Fractionem  decimalem  ($.  293  seqq.) 

r  ^^  +  — a+"^  +  •  •  •  ut -=i  =0, (142857). 
3       io      10*    10*  J^     7 


*  •  .  > 


$•  430.  CorolL  3. 

Similiter  oriuntur  Fractiones  penodicae,  quantm 
numerus  fundamentalis  m  non  est  10;  quae  eodem 
modo,  quoPeribdi  decimales»  designatae,  hanc  in* 
/.  -  'J  dnunt  formam : 

-  =0,(001),  ubi  i»  =  2  ;  ^-=0  ,  (010212),  ubi  10=3; 
•         •  •    ."* 

-  =o,(oai),  ubi  iw  =  4;  -=0,(032412),  ubi  iw=5; 

I 
7 


F  R  A  C  T  I  O  N  I  S/  463 


-^eao,  (05),  ubi  ms6  ; -=09(1),  ubi  mrs8;et.iini* 

•  •  • 

verse  _     ■  ■  zs  o ,  (1}  ,  si  numerus  fundamcnttlis  est  m ; 


^  ^  \ 

—  s  o  9  C^  9  fl^— I  j. 

+  1         '^ 

$•  431.  CorolL  4. 

■ 

Qttod  de  numeris,  idem  valec  de  quibuslibet 
Qiluids.  Quare  si  x  et  y  sunt  Quanta  homogenet 
v«  c«  lineae  pectae ,  Series  indiat  ipsorum  ratio- 
^  liem ,  ita  ut  exhibeatur  modus ,  quo  x  peiy^  atque 
y  per  X  metiri  possimus.  Si  x  et  7  sunt  incom* 
mensurabilia ,  Series  ipsa  est  infinita. 

■ 

5.  43«.  CorolL  5. 

Utimur  hoc  modo  exprimendi  rationem  in  Divi- 
sione  Quantorum.  Ita  ex  Divisione  diei  CS*  isp.  ftO 

prodit-  partes  diei  sunt-H —  H — ^+^a+r 

•^        7  '^  24   24.60   24.60*  _     7 

6'"  24.60*» 

id  est  t7*  51'  as"  4*'"  +  —  ^ 

7 

S*  43  3*  C^^/A  6* 

81  in  Di^nsione  non  mmor»  ut  plerumque  fit, 
sed  major  sumitur  Quotus,  Residuum  r  fit  negati* 

vum :  ut  81  pro  ^  =5  3 -I-  -  ponitur  4 —  ^.  Velut 

77  7 

;:  S5  —  +  —  +  ■■  ubi  Residua  sunt  positiva ,  aed 

7       2.4     3.4'5       «•3«4.5-7 

I 

7 


4^4    P*  IL  C«  IV.  Sfjct.  IV.  I»  SEftiBBOs 

w  ss  — „  —  — — ^  +   III    ^  —  I  ■'■  I  ubi  Residua  sui 

J       ft.3      a.4.5     a.3.4.5.6      2.3.4,5.6.7 

fiegativa, 

Sf  434«  ^fia  SerUs. 

Proponatur  Fractio  ^ •    Sint  z^z^z  ...  I^vi- 

(I)  (»)  Cs)  Ci)  C»)  C3)        ^      . 

«oies;  m,  »,  m  i>..  ^tque  jk,  f(,  /^  ...  Quo.ti , 

<0  («)  Cs> 
flt  r,  r,  r  ...  Residua ex Divisione , hac ntione. 

9      <•>    •      fO     ?  CiXi)  CO        fi^CO      « 

X  M  z  m 

(i>  co  co 

r       <•>    «       <«>      r  .         C«XO  CO  CO  0X0      f» 

*'  (^«''iuJ^^  +  TJ:^'  undejfswi^rjrss^icsj-. 

^?     tO    3       <J)      r  ,        CaXO  C3)C«)   c»Xs)    ^2 

5-  55"«'57r)='"+rr>'"°^''='"-'+'"i"='"=*^ 
f        «        «  « 

.<«>  CO    CO     C«)  CO    CO      <3>  <3) 

»1  W  W 

deinceps.    Ex  quo  sequitur  Serics : 

(0      Ci)  CO       CO  CO  C3)       Ci)  CO  C3)  C4>         Ci)  C3)  C») 

9        fft        JtlJL  ^  JtlJtlffL        f^^f^»fA'(A        -JhHlJltl^i 
J^CO^^OXO        C0(0  (s)""  (i;,0(3   (4)  •••  -*CO  COC») 

prioHis  terminua  major ,  secundus  mipor  e$t  ^uam 
practio  tota  -  ^  tertius  est  minor ,  et  iu  per  vice^ 

fermini  majorcs  et  minores   suut, 

$•435« 


FaAGTioNia»  46$. 

$•  435«  CaroU.  i. 
Si  X  et  j  simt  Quanta  v,  c»  lineae ,   quarum 

JUtio  «  est  definienda.  haec  metbodus  praescrU 
J 

^it,  ut  digatur  mensura  s,  quae  sit  pars  aUquota 

O)  O) 

lineae  x,  iu  ut  jc  sit  s  f^  z.    Si  haec  mensuFt 

etiam  est  pars  ahquota  hneae  y^  ita  ut  yz:^  m  z^ 

sr         u  (OCO    0) 

^t-'^;-^^  Si  secttsestyitautsitj;^!»  4  -t»  r» 

O)  0)       (O 

eligatur  mensura  z  quae  sit  hujus  Residui  r  pars  ^ 

chna*    Si  h^ec  mensura  etiam  est  pars  aliquota  U« 

CO  CO     CO  O) 

pcaeiri  lU  ut  sit  -7-5=1»,  erit  -ga~ -^^  r  . 

CO 

.Sed  si  z  non  est  pars  aliquou  Ifaieae  y,  eodem 

modo  progrediendum  est.    Si  Quanu  sunt  mcom* 
mensurabilia ,  semper  aUquod  est  Residuunu 

5.  436.  CorolL  2. 

CO      CO(3> 

Series  simpUcior  redditur  si  fi  ss^  /^t«t=3l« 

Tum  enim  fit: 

<0 

i '        ^      ,       » ^  t,^ 

jr  ~  co     (O  (O.'  (OCO  (3)     (o  u>  is)  (4i  •••         y 

atque  Acquationes  sunt : 

t 


466    P.  II.  C IV.  Sbct.  IIL  db  Sbribbi» 

I       CO      r      y       C»)       r       y        Cs>       r    ^ 

r  r       r  r 

Ergo  tum  nulk  fit  Divisio  Quanti  x  per  m^ 
sed  solius  j^  quod  primum  per  ;c,  deinde  per 
prtmum^  tum  per  scoundum  dividitur  Residunm  et 

\x£  di^eps: 
dut  87533.23+18 =4.18+15=: 5.i5+iftss7-"+3?=>9-3 

M_£^JI_       _i I  * 


87       3        3-4      3-4«5      3*4-5-7      3-4«5*7-ft9    . 
Si  Residua  sumuntur  negativa,    omnes   Serid 

termini  redduntur  positivi ,  ut 

87=24-a3— 5  =  S«i8  — 3  =  a9-3» 
03  _  1  1  1 

X  K 

Si«>j,ponatur -=!»+-; 

(0„      CO  197  23  II 

rgoif  =  iwil+r=  etc.  ut  —  =  2  +  5-  =  2+-— —  «c. 
*   -^  87  87  3     34 

.  Series,  quae  ita  prodeunt,  maxime  sunt  convei^ 
gentes,  quoniam  Residua,  atque  igitur  ejusdcm 
numeri  Divisores   magis    magisque   diminuuntur; 

(I)      a     (S) 

ex  quo  fit ,  ut  Quoti ^  m^  m,  m  ...  increscant. 
Has  Series  primus  exposuit  Lambert« 

Ut  major  fiat  convergentia ,  Quoti  majores  sem* 
per  sumantur ,  adeo  ut  Residua  tum  positiva ,  tum  ne* 
.gativa  sint ,  ut  3 ,  14159265  3589  7932  38464643  •.. 
^i        I  I  1 

— '  Q+-^  •—  II  1  ^^ 

7     7.113   7- II 3-4739    7.ii3-4739-468o4 
Haec  est  ratio  inter  Diametrum  et  Peripheriam  cir* 

cir- 


F  R  A  C  T  I  O  lfl.9^  4<^7 

circuli  9  qaae  vulgo  indicari  solec  litera  c*    Nam . 
si  Diamecer  est  unitas,  Perpberia  est  3»  14x59?  •• 

^  437«  Frwio  coniwua  unhersaUi. 

Definiih. 

Hac  Serie  ducimur  ad  eam '  eonTersionem  Frac^ 
tionis,  qua  «ngularem  quandam  induit  formamt 
quam  Fractiomm  continumn  dicere  solent*  Hii)|is 
formae  multiplex  usus  est  in  Aritlunetica  univer* 
sali.    Ut  maxime  genendis  reddatur»  ponamus: 

CO        iL       CO  tL       Cs) 


Ci)*^~c5n55*^~(8)  cs>»  ^^'w  C4)***^~  i»+oc#*iy 

+r  «+r  «+r  «+r  «1  +  r 

ubi  numeri  x,  a,  3  •••  19«  iH-i  indicant,  quo- 
tus  sit  Numerator ,  Divisor  et  Residuum. 

Ex  quo  prodit  haec  forma  Fractionis  ^: 

Ci) 

«S=ii    velut^=S 
^       CO    (2)     m     3-1.4 

W  +  fft  5+6 

C*>     C3)  7+1 

« +£,  9  +  io 

C3)    C4)  n 

C4)    Cs) 

Cs> 
-^ 
Posterius  membrumhujus  Aequationis  diciturfni^ 

tio  corainua ,  cui  igitur  voci  haec  vis  est  subjec« 
ta ,  ut  sit  ea  Fractio  9  cig^us  Dcnominator  cst  Sum^ 
ma  cufus/ibet  numeri  et  Fractionis^  cufus  Deno^ 

mi^ 


468  P.IL  C IV;  Skct.  IV.  M  FnAtTiDifuii» 

wlmhar  etiam  m  ^usmodi  Summa  et  ita 

Ci)  CO  Cs)  Ci)  U)  C4> 

Caetettim  #4»  i»»  ft  •  •  •  atque  m^  m^  m  »  •• 

possunt  edam  esse  negativi* 

S.  438»  CW/*  1« 

•V    K  .  ,        ^'^  f»^  ^>  «         • 

Ut  ^  itft  etiam  r »  r,  r  « ••  per  Fractiones  Cott- 
timias  exprimere  possumus»  ut: 

-r^      W  -.       CS) 

O)  jj^  co    ^ 

-.  ^^i^    Ca)  ^^C8>    CO 

(S)     C4)  U> 

m  +jjj^  i»-h 

(4) 

$•  439«  Or^//.  a» 

Ci)         CO 

Ji  2-         crgo  m.p^   9)   M 

ii)~  (I)    (o 
iWtf*       w  +  pb 

M     c») 

«+J54 

(3) 

m  + 

codem  modo  —  ss-  .      ergo  — ss3+i  ^  ^ 

Mi    3+4  f*         5+5 

5+6  7+8^ 

7+8  9^-* 


C  o  n  T  I  sr  0  i  s#  4dgi 

b  a 

Quait  haram  Formarum  ^- .  .   ct    ^ 

/ 

altera  in  alteram  mutari  potest. 

%.  440.  C^r^/Zi  3« 

troctio  tfmtitma  fMta  d  infifdia^ 

Fractio  continua  est  finita,    vel  alicubi  abtuitl'' 
pitur ,  si  aliquod  evanesdit  Residuum* 

wam  rrsjt^  ergosi    r  ssoj  crit  r  sa  i» 

(•+tX«+i)  (^O 

«  +  r  m 

^    .CO  .  t*>      Cl>  (i> 

ut  si  r  cso,  ent  r  =s  |56»atque  m  «^ 

Cs)  m      Ci)(a> 


Sed  si  nuUum  potest  evanescete  kesiduum ,  Fri^ 
tio  est  infifdia^  id  est^  in  infinitnm  usque  txti» 
rit ;  quod  accidit  in  Functionibus  irrttionalibttt  tt 
transcendentibus  9  ubi  m  etfA  snnt  Quintft  inkonh 
merisurabilfiu 

$.  441.  CoroU.  4.  Termini  JPrOciiomi 
conHnuae.  Dejmitio* 

(0    (*)    (3)  . 

Fractiones  ^, ,  ^j  i  ^^y^  -  dictmlui' 
m    m    m 

,       ,         (O  (O  (O 
/i^/  continuae^  ti  quibos  igitur  |b4  9  f«9  fi  « «« 

Ooo  Mfif 


47©    P*  n*  C^.IV.  Sect.  IV.  OE  FiucTioNiBas 

(i)    (a)    (S) 

sunt  Numeratores  et  m^  m^  m  •. .  sunt  Deno^ 
mhiatores  terminorum. 

$.  443.  C^r^//.  5. 

Numcratores    et    Denominatores     terminorum 

(O  (a; 
fi    fi 
CO ♦  5)  •  •  •  •  ^^^^  valore  Fractionis  continuae,  per 

m    m 

eundem  numerum  multiplicari  vel  dividi  possunt, 

ut  id  fit  in  aliis  Fraaionibus  (S*  ^^40  9  dummo* 
do  Numerator  consequentis  termini  per  eun- 
dem  '  numerum   multiplicetur    vel   dividatur  ,    ut 

- —  r=2 1 —  Haec  Multip^tio  et  Divisio 

i+c      b :  a+c :  a 

saepe  usu  venit,  ut  simplicior  reddatur  Fractio, 
quae  ut  commode  fiant ,  partienda  est  Fractio ,  ut 

si  proponitur: 

CO 

F^a\p 

To    (t) 

Ci>  Ci)x        (3)         (0 


/^Ca)  (ON        W  (I 

l^p  (o—i)  :apj  +  cpxbp 


Vp  C*— ^) : bpJ+dpicp 


C4>  C 

^(r— rf):c 

j      CO  CO       CO 

sed  ap  zs    a  ,  bp  :  <j^ 

^'^     i:^''^  /.CO    Ci)N '  PcT  (I)X^^C3)  (I 


C  O  N  T  I  II  U  I  s.  47t 

(3)     W 

acpxbp 


.     r     (3J    W\    '    /^VS;  ^«A         (4>     (aj 

^^— 4+ W  pxbpj      V^(d  —  ^y.bpj  +  apicp 

(4)  ft)      ,^ 

I  <7tf  ^     jr^^   ;    cp:^bd 

(4)    (3A    '   (4)  Cs)     c^-iP 

dpicpj        p(c—a)ipc 

ergo  ^=,-^ 

b^I^d 

c-^d» 

S*  443*  Fraaiones  parHales.  Defimsio. 
Pars  Fractionis  continuae,  quae  prodit,  si  alU 

(0   (2)  (3) 

quod  Residuuum   ryr^r..m  itaque  aliquis  Na« 

(i)  (O  (3) 
merator  fi^  /^ »  le^  •  •  •  tanquam  evanescens  surni- 

tur,  dicitur  Fractio  partialis.     Designentur  pti* 

mae ,  secundae ,  tertiae  •  •  •  Fractiones  partiales  li« 

(l)    (a>    (3)  («-O    C-)    (*-H) 

tcris  P  ^  P^  P  ...    P  9  Pf    F  . 

„      (O      l         CO   (I) 
Ergo  />  — -^,ubi^=r=^. 

m 
(0 

(O       fi,  (O       (3) 

^~(0O)'  ubir=|»  =  (?,  ctc. 
(O 

(•)         (•) 

Omnino  Fractio  partialis  sit  /^,  si  r  =  ^,  at- 

(»+0 
que    igitur  .  ^    =  o,    Progreditur  usque  ad  ter- 

mi* 


^^f>^™  rSs »  quoniam  ^4^0«    Quaie  harum 


Fractionum   partiaKqm    Numeratores    designantur 

,,     .   CO  (ft)  C8)     (M)  (•>  (•+!>    _ 

literis  9r ,  )r  f  ir  •  «  79  t  »    t  9     penoqiinatqres: 

(O  (O  (s)  («^XO  (»+151 
autem  htens  py  p^  P  ••  pjP\   p    t 

■  ■ 

$.  444.  C«r0//. 

]Sj(  his  patet,  P  (najorem  esse  tota  Froctionc , 
ri  0)  (O 

quoniam  r  ts  0,  crgo  ^  =  o>(o<(0*  On>nina 

«H^      m 

(O 

jr  4iut  mqor  w^  minor  est  tota  Fracmuie ,  ai 

(•>  ^  (O 

evanesceBte  r ,  &esi4upm  r  aut  fiiigetur^  aut  lii^ 

Ca) 

iqinuitur.  (^uare  P  tota  Fractione  w/wr  est ,  qiio- 

(s)  (i>    (3) 

piam  evanescente   r ,   augetur   r.     P  ma/or  est , 

(3)  (d)  (1) 

quia ,  evanescente  r ,  augetur  r ,  itaque  r  diminuio 

tur  et  ita  de  consequentibus.  Quuf^  Fractiones  par« 

liales  per  vices  sunt  majores  et  minores  tota  Fractio* 

lie,  ita  ut,quae  2n+i  sunt  ordinis,  majores,  sed 

(a*+i> 

quae  sunt  2«  ordinis ,  minor^s  sint ;  vel"  P  >  F , 

(to 

sed  jP  <  /^.    In  hisce  tamen   posiiimus ,   omnia 

„     . ,      (O  (O  (3)  (4) 

Residua  r^  fy  r^  r  ..  .  essc  positiva. 


S*  445* 


C  0  N  *T  I  II  V  I  ^  4fg 

$•445«  Theorema. 

Quaelibet  Fra^o  panitlis  P  ex  dutbus   ante- 
cedentibus  ita  reperietur,  ut  sit : 

(»)        m    m    ^    y   > 
•^  '^(«HXO*      (»^)(»> 


,,     O)      (1) 
!•  P  s=(;5  =j^ ,  quae  est  prima  ynwtiq  pvrrtfUs.  .  Ergo 

^        •'  .(«>      (0    (I)      (O 

Nulla  enim  r^ctione  Fractormn  in  lus  utiinur. 

Ca)  (O       V         (i) 

a.  P  repent«)r »  ponendo  in  prima  Fractione  m  +^j}xomi 


(O      (aX«)  (•Xi)  (O    (aXO 

(O      T        fg  ^  f»  r  T=Si»  ir 

wde  i'  5P  g>= cixb*  'c^x*^  f.itir ih  ^^'  (o  ttxo  (O 

(s) 
(s)     ^  .  (a)   (O     u,       (O  (O(0  ^ 

9.  i^ilefimtury  ponendo  m  P^  m+^^fromi  ergo  i»  r   nt 

m 

fS)  (3)  •         < 

(0(0    (0/B6       (O   (Oa  (aXOCO    (0/(0    , 

^  5r  +  a-(j)?5  3r+8r^,  atque i»  jH^  6t  jp f    ot+^ 

(3)  (O        (aX0Ci)(3)  (3)    (iX3)(0(3) 

(O  CO^  O)     r        y  i»-Hrnft  ir  ao  «•!»+«•  ^ 

5=/  +  P(7yergo/'=!jjj=?^^^jj^j(^;er^Oj3^  00(0(0(3) 
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(4) 

C4)  f3)  ,     (3)       /JC  CS)       ^ 

4»  P  reperitur,  in  B  ponendo  ^  +  77^  pro  m.    Tum  eodcm 

m 

^      (4)      0X4)  CO(4> 

(4)         W  TOT+jr  IL 

modofit /»=-j=^35j^j 

p       p  m+p  (A* 

Ita  progrediendo  ex  inductione  patet  lex  gene- 

lis.    Ut  eadem  ex  accurata  demonstratione    per« 

spiciatur ,  ostendendum  est ,  si  valet  de  latima  Frac* 

tione  partiali,   eam  etiam   valere   de  /i  +  x  timi 

'  Fractione,  id  est: 

C«-«)C»)     C»-OC»)  C»)C»+0    C»-0<»+0 

ir    m  -{-  ir    f^  C»+i)       ^     m  +   t      ia 


Af= 


esse    P   = 


'C»-i)C»)    C»-OC»)  ~C»)C»,+0    c»-oc»+o 

P      fn  -{-   p      fA  P      ^    +   p         (A 

qnod  ita  colligitur : 

c»+o 

C»+0      C»)  CO      u  (•) 

Ut  reperiatur  P    ex  P  ponendum  est  m  +7;t^  pro  1». 

m 
(»-i)  /'(»)(»+i)(»+ir\      C»-aJ(if)        U)  f»-i )  (•+!)  Uf  i) 

Ergo  i»  "(n-o/^c-j^ii+iKii+ON     («-»)(•)  "^  (»)  (»-i)  (•+!)  (»+0 

p   VOT4-f4  :  m  J  +  p    fi  p+p      fA  i  m 

(»)(»+0(i»-i)(»+i) 
fT    m  +  T     fjk 

^    (•)(»+I)C»-I )(•+!) 

Quare  haec  lex  maxime  est  universalis  atque 
hujus  argumenti : 

Numerator  Fractionis  partiaiii^  quac  usquc  ad 
ntimum  ierminum  progreditur  cst  Summa  duorum 
Productorum ,  quac  efficiutUur ,  si  Dcnominator 
ntimi  termini  multiplicatur  pcr  Numcratorcm  Frac- 

tio' 


C    ONTINUIS» 
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iionis  parUaUs  proxime  antceedcntis ,  atquc  Iifu» 
mcrator  hujus  ntimi  termini  pcr  Numeratorfm 
Fractionis  partiatts  sccundo  loco  antcccdentis. 

Dcnminator  autcm  codem  modo  dcfinitur ,  dum^ 
modojn  loeum  Numcratorum  Fractionum  partia^ 
Uum  substituantur  Dcnominafores* 


%.  446.  CareU.  i. 

Duce  hac  lege  facile  computantur  Fractiones  par- 
tiaks  cujusque  oniinis.  Quod  quo  magis  pateat, 
baec  inspiciatur  Tabula,  ad  cujus  normam  Frac* 
tiones  reperiri  possunt. 


0) 
srminor.  Numeraton  p^  ; 

(I) 
•    •    •    Denominat,  m ; 

(i)    

laction.  partial.  Num.  /4  ;  m  t 


(0  (3) 

Vt       i         ft 

(a)  (3) 

m       ;         199 

(0(1)  (3)(9)  (3)(l) 

;  m  ir^fA  w 

^         0)     (a)(0(a)     (3)(a)  (3)(i) 

Den*  m  \  m  p+(A  ;  m  p+f^  p 


(0 
ractiones  Partiales  j-i^- 

P 
etc. 


(O 

(«) 
P 


f 


(3) 

«• 

Ts) 
P 


Proponaur  Fractio  continua  - 

3t4, 
S+6 

7+8 


(4) 
I* 
(4) 

m 

(4)  (8)  Ci)(«> 
fit  *+pt  ir 

U)Xs)  (4)(<4 
»  P+fcp 

(4) 

«r 

(4) 


9+10 

il+ia 


.9 


Tet' 


4jn^  P.n.C.IV.SBet.IV.fiE  Fiticnoiniiis 

Tenn.Ntttlli   -iU       ;d  ;8  ;f6 

.  ..DM*    3;jf       it  i9  ;rt 

Ffact.pan.Nuin.  i  ijii     ^y.ld4-6ii;p.ii%  -'i^iiOiktJtifif-tb.  81; 
D»»    3  *»^344;f.*JH^.«9i«ifl+«.ii>;tt.t^^to.i5i; 


•    •    • 


•    •    •    • 


Hfte  Fractiones  partiales  »  si  dedmalibtts  indicaii* 
tur,  sunt: 
o,  6666  •  •  • ;  o,  5063x56  •  •  • ;  0,5499457  •  • « ;  o^s^istfsft  ••.; 
o 9 5415035  •<•;  0,5414932 •••;  o»54i494o»««  fiz  qoQ 
concludimus,  tptam  Fractionem  esse  mqorem  qwn  0,54x4931  ^ 
sed  minorem  quam  0,514 1940«  Difierentise  imDes  liaf  Fnoi 
tion^  magis  magisque  diminuuotur.  Simtenim :  •^o,X4iQ35xa««] 
4090167301  ••• ;  -«^  0,0016825  b*. ;  ^om^&ii^iJ^wmuiQJli 
•|-o^teoooo8« 

$.  447;  Cdrp^'  dt. 

Jl^riketkmM  tnirtideg  ^amecediAitibttt Fricttoiiibas 
non  indicantur ,  ita  definiuntur  t 
^^     (i)  WW        ^       (0  W«K3)  to)"\ 

^  "•  0)  >  ^ =(i)(ti)  (a) » -^  =»  (,)  WiKs)  (sy\    (1K3)  * 
^^  m.i9HiE6  191  V  m.m+fAj  4f»  •«* 

,  ^      (1)  /^(0(5X4)  Ca)C4)  C4)C«\ 

v4)     fjt  \m.m.m+m  fi+m  fbJ      

Ci)  /^(«X3)C4)  Ca)(4)-  ^)(3)X      («)/tsX4)  (4)  N 

I»  V  ^•iw.OT-H''  /Mrf-^  fty  +fA\.m»m+fi  J* 

etc. 

5«  448*  Theorema. 

'  M      f»+i)        fj,    S^p  ^  p  J    p 

{»+0 


C  O  N  T  I   N  O  I  I.  (IffJ 

Dtmmiiirath. 


,  ^  ^    ^     C*)        (•+!)        (•X«+i)    c»x»+o 

CO    (!+•)        x  7C  fr.p  ^p.^jT 

''- ^=  ^o  -  e^)  =     co  c»+u    -  «•  '«^> 

i>  P  P   ^   P 

(•)  /•(»)  (•+!)      (»-0   c«+o^  _  co 
Numerator   estrvpio+/        f^x         / 

C»C»+0    C»-OC»+iN,^         ^    (•+»)/'C»-0  (»)    (•)(«-i)v 
T      «w   +   T       ^  yCS*4450=A6   V  ^      nr  —  p     T  Ji 

(•)    (»-0     C»)  (•-O     (•)  (w) 

C»)      C»-0        T  T  fT  •    P  p       fT 

ct  cam  sit  i>  -  P  ^—<^r' (>)(•-!)""  C$- 1«»0 

^•+*>  f^t>    C^-On  (»)  (tp-o 
hic  Numcrator  est  =   /^    V/'  ^  P  J   p  •  p  • 

C«+0  (»)    (•-O  («-O 

P 

5«  449«  CorolL  i. 
(t)C»)  O)         CO<*> 

^  --P  =00(0   (o ^ io  = -(oTo 0» 445-  et  5.i840i 

tn  tn  •\-ft        M  /   ^ 

, ,   ,  COC»X»)  . ,  , ,   (4)   CO    (•)  CO 

(*'    (3)  tt  tt  u  Cs)   (4)     u .  C^—  P)  0 

P  P  ^         P 

(OCO(s)C4)    ^.  C5)CO     C3)Cs)  COCOCs^uXs) 

^  t^'i^'i*'t^ .  ^   ^r_  <*C^"*"J^  — ._^  ti.ffft^ft.f» 

""      COC4)      *   **— ^—  (s)  —  (^)„j     • 

COCOi^s)  C»+i)    ■ 

Ergo  universe  />  —  i*  =:  +  —7 — ,    ■        ,    ubi  sftoum 

**      (»  c»+i>  ° 

^     p  est  +981  n 

est  numenis  impar ,  sed  —  9  si  par  est« 

Ppp  Hanc 
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Hanc  le^m  esse  univemlein  patet,  si  demon- 
scratum  fuerit: 

si  i>  —  i>  c=3  X  ■     7^7  .  r  ■  •  csse     />  —   /> 


v»)C»+0 

/>  .  p 

Ci)(a)0)      (•+«) 

""+       (»+i;(»+0    • 
P      P 


(•+0    (•+») 


Quod  verum  esse ,  patet  ex  $.  448»    Nam    P    ^  P 
(•+)   (•+1)   (»)   (•)  (i)(a>(s)      (•+«) 

fi  .      jP  "^  P^    p  ^  T   fA»  fl»  (A  •  ••  ^ 

™  C»tO  ""  («+0  (»+aj 

/>  p     p 

.     ■         ^   a        10       a«  4       10       82  —  a*4.6 

velut  J.  446.  7  —  -  =  — i    ; —  =   ■  — 


JBft  818         d.4.6.8 


3         19        8*i9       '9       151  19  «151 

etc« 


151      1511      15**  151« 

§.  450.  C^r^/A  2. 

(O      (»+0 
Quoniam    duarum   Fractionum    P    tt    P    altert 

est  major ,  altera  est  minor  tota  Fractione ,  sequi* 

(») 
tur,quaia^et  Fractionem  partialem  Pminus  differ- 

^  fO(OC3)  (•♦O 

re  a  tota  Fracuone  ,  quam       ^rs^       §  quonuun 


/'r»)^» 


cr  (o    (»4-0       cr  ca)    (•+ ) 

fi      fl    •••    fA  fif  fA  -  •  •  fA 


p    />  .^py 


$•  45N 


C  O  N  T  I  N  U  I  f • 

S*  45i<(  CorolU  3» 
(1)  (•)  (3)    («+0 

i>      />. 
est  +,   81  »  esc  numeras  par^  sed  — ,   si  est 

.•numeras  impar. 

%.  45a.  Cpro//.  4^ 
(•)  (•♦0  («fi  (•)     (•)(•+  )(•)(•+!)     0)ta)(0   MO 


S*  453»  C^^//.  5. 

"  ^  (•)    (•)  («+0  . 

Ex  Cor.  4.  sequitur  :  si  t  et  /> ,  aut  si    %  at« 

(•+0 

que    p     habent  Faaorem    communem,    eundem 

■      ,        (O  (a)  (3)    C^+O 
etum  Factorem  habere  (a* (a.(a*^.  ia.    Quod  ta« 

men  ita  verum  est,  ut  omnes  hi  numeri  sint  in« 

tegri. 

(•)  (•) 

Sit  enim  t  =2  ^/3  atque  p  =:  eb^   ubi  e  est 

.      „      (•^•O       (»+0        ,Ct)(O(»40 
Factor  communis,  Ergo  p  efi-^  ^  ^*=:H /^i»...^; 

(O  ra)    c^fi) 

(•40  («+0  (A.  Lt.  .  .u 

crgo  p    /9—  9r  *=  + •    Sed  prius 

membram  aequationis  niimerus  est  integer,  quare 

idem  est  posterius   membrum.      Ergo  si  termini 

(•)       (•♦O 
Fractionis  P  vel  P  habent  Factorem  communem , 

(O  (O      (»tO 
hunc  Factorem  habet  Productum  (i.(i . ..  (a  . 


S-  454< 


48^   P*  IL  C«  fV.  Stof •  IV.  1«  FftAcnoNiBOs 

$•  4.54.  Cdr^H.  6. 

.  (O   (O   (4)   (4)  CO     <•)    ($> 

Sit^s3/x=Sfea/B6.«»  atqaeeoan)  m^^mzsim... 

(I)      (1) 
•dto  ut  Fracm  sk  (poaeodo  ^«etfopro  yt,  et  m); 


fo-H  ad  infinitum* 


Ex  quo  sequitur  «=^T]^,  vel  «ijr-f.jc»  =  ^  ,  unde 

#  H»  j  =8  ±  (/»  +  ^  «»)   (S.  114O;  ergQ 

Sit  jt*=5  atque  «1  =  4- 


Ll 


4  +  5 
4  +  5 
4  + 
Id  eat:  jT  habet  duos  valores ,  alterum  -«-5,  tite« 

mm  + 1 9  qQomm  tamen  poMfior  aolus  hk  «ile€« 

Practiones  portiales,    sa  qoacruntor  aecuodum  re» 

mii»  c    ^^jc  «^  5     ao    105    520 

4     ai  '  104    521  ^'^ 

igitur  magis  magisque  accedunt  ad  iinitatan,  au 
que  per  vices  sunt  majores  et  minores  unitate. 

$•  4SS. 


S-  455'  OpwI/-  7* 

miis  qnamlibet    radiceiA  quadratatn   per  ejusmodi 
^iactiones  cootinuas  e^^nmere ;  uc  v.  c»  si  propo- 

nitur  1^3  ,  iu  faciendum  est ,  ur  sit  ^4.5.9*  s  3 , 

4 

quod  fit  41  ^aA  atque  i7i  =  3. 

Bi8^  f^3  ca  I  -f* ji  81  aotein  proponitor  |/a 

ft+adinfiuitum 
ponatur^l  atque  aist^  ergo  i/^^si-K 

5^/5e9t  quaerenda 9  ponatur  vel  ^4=4  et  inssA, 

ve>  #ftsi  et  ais49  unde 

yS5Ci+4  =^^  +  i 

a+4  4+ji 

ft +J^  4  +J[ 

^+  4  + 


•  •  • 


Fractio  partialis  hac  Seri*  erprimi  potestt  . 
(1)    CO(»)  <0(«)(3>    (0(0(3)(4)         (0(0     <•) 

'— '(O^CO^O*     (0(3>  *~      (3)  (4)  ^    («-0(0 

f    p'p      f'p  f  f  f   f 


(-) 


Z)« 


.48^     P*  IL  C«  IV.  SlCT.  IV.  OB  FRACTIOmBOS 

Dmomtratlo. 

,^    <o       ^^  ^^     cow  co    coco 

/=^j;ergo  P  =  /-  j;^  a-45i.)a  cTj-cOC:/ 
COCOCO     CO      COCO      COCOC8> 

lA.  f^.fA  fA  fl.  U  fl.pff€ 

p^p       p     p  p       p  p 

ceps  9  ex  quo  satis  patet  veritas  enunciationis*  Hae 

.  CO  (O  C8> 

Senes  sunt  convergentes ,  si  fi^  f/^^  ^^  m..^  yd 
non  crescunt ,  vel  decrescunt. 

S*  457*  CoroU.  i. 

C*ti> 

Haec  Series  indicat  totam  Fractionem  9  si  i»  sso. 

$.  458.  CoroU.  2. 

Quoniam  Fractio  continua  ita  in  Seriem  mu* 
tari  potest^  vicissim  Series  aliqua  nnmeronim  bi 
Fractionem  continuam  converti  potest ,  ita  nt  haec 
Fractio  Summam  indicet  Seriei.  Quod  fedt  Eu- 
lerus  in  Introductionc  in  Analjsin  Infimtomm 
p*  300.  seqq.  Quare  de  hac  conversione  haec  pauca 
notentur. 

S*  459*  Theorema. 

SssaM^z^+ez^—dz^+cz^-^t .  .:=saz 

1+bz 

'bz+acz 

b-^z+bdz 

t^^z+ccz 


C  O  ,11  t  I  N  U  I  S»  483 

Dcmomtratio. 

(•) 
Ponatur  Szs  P^  ergo  ($•  45^0 

(0  0X0  <0(0(8)  ^^  /v 

«  =  (7)5*^  =(T(o5^^'=lo7Sr^-»^8^^='^*^« 

p         p  p  p  p     ' 

(O      ,     (OCO       (O         (O      (3)  («>(s)    .    WtA 

Ik^bz^  p  p  :  Mp  :=s  bzp  t  a;  pt  x=z  cz^  .  p  .p  t  CM^  p  p 

(3)  (O  C4)       (4)  (0($)      ($>    cs) 

s^jf^ :  ^^.  Similiter  reperitur  (i  zsdzp  icpifi  zrczp  t  dp  ^txz. 

Eo*m  -odo  d=«.l«,,«„  I>».mI«,o«.  S',  S>.  U>.  S?... 

(0     (0(»)     (■)(»)   (»)  (s)   (»)(3)  (1K3) 
Etemminc=p;/>ssp  m  +  mpssp  m+p  ft ,  caet. ($. 44$.), 

(«)    (»)           (O        (») 
(1)       « — «          a.p—lz,p         ,      .  v^*J  ^') 
unde  i»=3  -^  =  ^jj =  (»-~bx)piap 

p  ap 

(3)      Ws)    (')(3>\  (»)     /Ks)    «(8)N  (1)    (s)  ,.       ^    (4) 
«»=V.p— />  /*./:/>=V.i>--l  pjip=ip.(h~-ezy.bp. 


«.    ...  .      <*>     <♦>  .       <3>        <»>     <*>x^      V  <*>^ 

SuDiiiter  repentur  m  =/  (c-^z)  ip  e  i  m=sp(d-—e)ipa, 

Si  bosce  valores  ponimus  in  hac  Fractione  CQQ* 

tinua, 

^)    (»X 
fli  +  » 

(5      (S) 

(T) 

atqae  simul  ea  reductione  utimur^  quae  exposita 
^^  (S«  44^0  f  pfodit  Fractto  enunciata  in  Theo* 
remate. 

$•  460.  CorolL  u 
Dividatur  aequatio  per  xr ,  fit : 

£• 


4l4    P*  II*  C,W*  8an,  IV.  db  FkACTtOMiaos 


I.  a--bz+c'*'-d**-^e3e* ...  =3  •-. 


U.  i-^*-K* Wz» . . .  =  p^,         "'  jf^^^ ... 


• 


f^i^s^s^zi'"-'-^^ 


•    • 


•  •  • 


"  X       f       1        I 

rednctione  fit  <$.  44 1«)  : 

]^ ^  c—bZ'{'  ••• 


-       «  «  A  A  0 


•  • 


Sed  si  z  negative  sumitur,  Aequaciones  L  IV.  fiiint« 

I — oz 

a^z^^-acz 

vm.i+|V-+5*...=3i  b^s-bds 

m    p     c     d  - 


^+^if— c»z 


c+dx 

l 
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a 


»         =21— J?? 


'••• 


•»  «1»        m  

c+bs — c^z 

1+tz — cz 

S+cz—diz 
Sit  a ^b^szczsd •  •  •  =  i  ^^^ 

XL i+xf+ij»+2n.^=~  ($.333-)=-^ 

I— ^  i—Z 

tl  i—  ^       =i~l  1+«—* 

l+«+S»+«»  ••.  l+Z^Z^  T+z^z 

XU.  I— «+J8*— J5»+J5*=J-J =  — 

l+Z  l+£ 

et ^—    =1+^  '-*+£ 

1_JB+Z»— 2^*.  1— J5+f  1— Z+ .  •  . 

T—Z+Z 

I^«+... 

Sit  J5  =  I. 

xni.  tf->^-i-g--^|g ... = --. 

^        gm  mb  {  ac ' 

•  •  • 


tf+^ — ac  c 

XV.  ■       ^  ^      =  1—*       *+t?— *// 

i+^+^+^..^  n^.^^     c+d^... 

t+c—bd 


^.-ina+^ 

Qq<|  XYIL 
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rf-K  — ••  • 
Pontntur  pro  b ^c ^d^e..,  producta  a^ab^ abc , «Aci/. •  • 

XVUL-  — -i-f--^ L....c:L 

^       4^      ah       akcd  *  *  *       a^^ 

1 

(7~i> 

^jy     £       f         I  1  1 

*  «    ab   abc    abcdt*'~a^a 

(r+0-£ 

(^+^t)-i 

§.  ^6\.  CorolL  2» 

Exemplo  inscryiariff 


T       f       I       I 


t  I       I       1       I  i 

^     Z     A     5  i+f 


t-h4 


TT  '    .  '      '      ^  1  1+9 

a     3     4     5  1— t         i+t6 


3ri        '+25 
5—9.        H-36 

7 — 16       i4-.«.  (qui  cs 
'p-...        Log.  nat.  4*; 

Ut 


C  O  N  T  l  V  V  1  f .  4S7 


rt  I       I       I       I  I 

3    5     7    9         i+i 

a+9 

3     5     7    9         1— I  ft+49 


4—9  aH-8£ 

7— »5  a-f- ...  (qui  est  af* 


^e  • 


72+40  *"'"^   ^    i  *» 

-^  radiiis      cit 

io-f...       unius). 


"m+n   m+2n    w+^n  *      m+f^ 

n+(m+n^* 

fj4-(OT+a^)* 

Hoc  igitur  modo  Sumnia  Progressionis  HartnonU 
cae  per  FriHitionem  continuam  designatur.  Canfer. 
$.  5158—261. 


III  I 


^.••: 


x.a    Kfl«3     i  2.3.4    1.2. 3.4.5        i+^ 

i+o^ 

3+1 
4  + 

$.  462.  Ci>rM.  3. 

PosMimiu  ^i±2)»  ct  (i±3)~"  per  Fniciionem 
continutm  ezprimere ,  duce  $•  459  et  %.  460.  VIL 
Etenim  secundum  $•  460.  VII.  atque  $•  347^ 
$.  S50*  4 

Ci+i)-^ 


•  •  • 
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ubi  *=«  T+»z—cz 

cs=i(m — i)*  t-\-cM—i 

«/=K«»— a>^  c 

«=K«— 3)</ 

/s=|(ot— 4;«  etc. 
ergo(i+0"  =  7    „, 

4-H 

ct  quoniam  C^+O*  = ;: rr  P^su^ius  etiaoi 

ponendo  m  negativuiD ,  hanc  ipsi  dare  fonnam  : 

•    i-^mz+^+j^z 

3 — (*»+0^-*-3-(»^+3)« 


4 — 0^+3> 
Prior  Fractio  abrumpitur    atque  est  finita,    ^ 

171' est  positivus  ,  et  integer;  posterior  autem  ,  si« 

est  negativus  et  integer,  ut: 

(i+z)-»  =  i — mz 


ai-(»2~i)jB — 2(;7?~ft)g 

3-Kw — a)5+ . 
I 

i-i-mz 
T— /w^+C^+O» 

a — (///+ 1  )x?+2(»y+ft)g 

3 — («»+a)j5+  •  •  • 
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veluti  ^  si  z  ponitur  negativus 

^  l-^22-»-JB  ^  '^  1— 3g+g 

a—z  i-^z+z 

(1=05=^+41. 

1—42+3« 

fl— 3^+4^ 

3 — flg+3g 
4 — 2. 

I — ag+g 

I — z-yz 

2 — 2+2« 


5— a. 
J.  463.  C^r^//.  4.    . 

Continua  Divisione  alia  reperitur  forma  Fractio- 
nis  continuae^  quae  exprimit  potcstatem  Binomii 
(n-or)*.    Sed  quoniam  Series: 

(i+x)»=  1+OTX+  — ^^ Vh i — — i V+.., 

^  i.a  i.a.3 

est  infinita ,  substitutionibus  utendum  est.  Ut  facilior 

reddatur  calculus  ponamus :  (i+x)"=  i+m+^x^ 

+  ahcx^  +  ahcdx^  +  abcdtx^  +  abcdcfx^  +  •  •  •  >  "ubi 

n»— I         fw— 2     -    w— 3  .       I»— 4 

a  3  4  5 


w — 5  «1—6  * 


Sit 
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Sit  Ci+x^^^zsii+axP^ 

g        =  I -f- cxR^  U=  I  +^«^ 

il        =i+rf»»S»  Vzzii+hxfFj  ctc 

!$•      =i+^*r. 

adco  ut  sit    P  =  i+bx  +  hcx^+bcdxi^  +  ••• 

Jg^  =  n-r*  +  r^**+«/(W*4.  ••* 

it  =  i+^*  +  //tf**+<Ag^+  .•• 

J=  i+^«  +  ^+^**+  ••• 

r  =  1  +/*+/^**+y^*«*+  •  •  • 

Ergo  ^^^- 

Aique  (i-Hf)«  =  i+wjr 

1 — (« — 1> 
•— 7 — • 

In  his   trquc  in  sequentibus   Fractionibus  .  Aj 
BjC^D*.*  Multiplicatores  ipsius  x^  designen- 
tirr  per  Af,  A^',  iV"  eic,    Ergo 
^      %+bx+Mx*  ,^      ^    ,     fM--N\  . 

i4.cx4.,Vjr»  ,  ^^        .r         . _  0""+' 

Sit  B^         ^  .  frgo.fe:i-K^03;  i/fc=3-*-— 

ai 
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a4-(/w+i> 


M^N  /fIl—dS\        b^d      ,  /bS^cT\     3        .  /bS—eTy 

i+^cx+Nx\ 


l^CX^N^X^ 

SitC= 2 


1— (AT— iVO" 


(^— J>> 


^o=^=E-(^^>=-:-(^> 


cd     ' 

5         ^  * — c  •^  5 

—314-  '     ■ 


I+-<</x — N"x*. 
5 


^'"^(V>         .«.      ... 


led  *<r—- ifcs— i-  ergo  C: 

'^  i+~Jx—N"x\ 

S 

i+ijx^N"x*  ,        ^     . 

OT+2 
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fbS—eT\    ..  /fU—cT\    .       /*— ^ 


1+?.  </*— iv"*»  i+i^ 

'"*"  i+aix+iV"'««  "■'      5'*        i+a*H 

i+arfx+iV"'*» 


Sit£as 


,_5^iV"+iV'">. 


Ergo  D  c=  1—  -  ^  atque  5l> = 5 ->-■    ^^^    ■ 

Unde  3^  =  3  —  (« — a> 

a+(«r+a> 

5-.(gi— 3> 

a/f. 
Si  ita  progrcdimur  ,  iavenimus  banc  furmatn : 

(l+»)"=I+OT* 

I — (ro — 1> 

vcl  hoc  modo  3 — m — a)x 

(i+jt)  =i+2i  a+(OT+a> 

1—^  (w — t)x:2  5— (ip— ,3)jp 

i+C^^+^)*-^-^ 

i-(.OT--3)*t5 

i+C« 
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^       ^        (i+*)"" 


I-f-(OT+l>X 

2*-(w— i):c 

'     .  5HH(ff»+3)» 

a— («— 3> 

7  +  ••• 

Lagrange  (^tfouveaux  MSmoins de  fdoML  Je 
Berlin  1776  )  hanc  reperit  fonnam  ex  Calculo  Dif- 
ferentiali*  Sed  noster  calctilQs  docet  hac  simplic^ 
continua  Divisione  eam  etiam  reperiri.  Si  «i  est 
numerus  integer »  Fractio  est  finita.    Sit  ms4 : 

-x)^i+4f  _J ^  _ 

1—5*  (1+*)*"'     — . 


2-r5JP 


l+^ 

7+x  5+7* 


$•  464.  Coro//.  5* 

Similiter  sialia  substituimus  in  locum  Quantorum 
a^h^  e^  d...^  %  repcrimus : 

^=f-f-i-r-ex-K-)'-rC-)'-.. 

Rrr  S 
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* 

{ydz — lcyy^yid*\z 

jtM—fiyyH^yz 

(dz—ijy+tdfz 


(jZ^ij)+  .  • . 

$•  465.  De  Fractme  contimia  particulari , 
ubi  Numeratores  terminorum  sunt  uniiatet. 

Fonnulae  et  leges  ^  quae  expositae  sunt  ^  bimpli* 

(I)      CO     Cs) 

ciores  redduntur  ^  si  ($.  437O  a»  s  /C4  s  a*  ••.  =  x« 

Tum  enim  fic : 


19» 

I 

1» 

co 

I 

~0i 

itque 

=  «»+(7) 

■ 

IW- 

4-1 

r^ 

01+ 1 

o> 

C9) 

199  -ht 

m-^i 

1 

^■14 

^M 

(0 

u> 

»-»-1 

!»•(- 

u) 

ffl  "^  •  •    • 

CONTIMUIt,  '  4515^ 

3+1  4+1 

4+i  J+  .. 

5  +  ... 

^  cst  Fractio  vera ,  -  est  Fractio   spuria ,  quae 


in  yeram  muutur,  aut  invertendo,  ut  si  -  con« 

vertitur  in  £ ,  aut  numerum  integrum  transferea^ 
4o  ad  prius  aequationis  membrum ,  ut : 

f*~    ""      A**"~3+i 

4  +  i 

5+»'« 
Ejusmodi  Fractiones  continuae  particulares  maxi- 

me  sunt  in  usu.      Quare   de  iis  earumque  usu 

haec  pauca  addantur. 

$.  ^66.  De  metienda  raiione  inier  duo  Quan^ 
$a  per  ejusmodi  Fractionem  continuam. 

Haec  Fraaio,  cujus  numeratores  terminorum 
sunt  unitates,  oritur  ex  continua  divisione  atque 
definiendae  ratiooi  inter  duo  Quanta  inservire  po* 
test.  Etenim  metiendo  Quantum  A  perQuantum  B^ 
quod  minus  est ,  definimus  numerum ,  qui  indicat , 
quoties  B  aut  ejus  pars  aliquota  contineatur  in  A 
($•  5o.>9  qut  numerus  est  Exponcns  Kationis. 
Hic  Exponens,   qui  indicetur  litera  Cy  ita  ut  si( 

A 
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AiB:=ieii  (?•   50  ct  (J|.)   ita  per   Fracrioaeai 
continuam  definiri  potest: 
Sint  propositae  Aequationes : 

I.  JssaB+Cj  ergo  J=^  +  5=55«  + jrj;  CS-  i33*  sO 

ft.  BsaiC-i-D^  ergo  g  rx*  +  g=*  +  ^7j. 

C  E  I 

D  F  1 

4.  DwiiE-^F^  crgQ2=:/+'g=rf+^Y>' 

et  ita  deinceps,  ubi  jt^  B^  C^  D^  B^  F  •  .  • 
sunt  Quanta  ejusdem  geaeris;  0^  b^  c^  d  •  • . 
sunt  numeri  intcgri 9  ergo  C^  D ^  E^  F  ..•  sur.t 
Residua  ex  Divisione  9  ita  •  quidem  ut ,  cum  sit 
C<j5;  /)<C;  JS<Z7  •••,  magis  magisque  di« 
mlnuantur.  Quamnam  vim  babeaiit  hae  Aequado* 
nes  in  deflnicnda  Ratione  inter  A  ti  B^  hoc  mo« 
do  perspicitur. 

Sit  A^snaBy  ergo  12=:^,  atque  B  est  ^  tima 
pars  ipsius  A^C  est  =0.  Hic  cosus  est  simpli- 
cissimus. 

Si  autem  B  non  cst  pars  aliquota  ipsius  A  ^  ita 
ut  A  sit  major  quam  /2£,sedminor  quam  (j+i)  A, 
erit  aliquod  Residuum  C^A  —  aB^  quod  minus 
est  quam  B.    Si  hoc  Residuum  C  cst  b  tima  pars 

ip^iusJ?,/?evanescit,atque^  =  b^  et  -5=tf+-T. 

At  vcro ,  si  C  non  est  pars  aliquota  ipsius  B , 
ita  ut  B  sit  major  quani  bC  sed  minor  quam  (b+i)  C, 
erit  aliquod  Residuum  D^B  —  bC^    quod    mt- 

nus 


C  o  19  "t  I  1«  u  I  s.  45^ 

nus  tst  qusm  C.    Si  hoc  Residuum  D  est  c  tima 
pars  ipsius  C,   erit  £=o;   j.=e\  r-,  =*  +  -; 

^  • 

Sed  si  D  non  est  pars  aliquota  ipsius  C,  eodem 
modo  progrediendum  est*    £x  quo  liquet  rationeni 

Imer^et^  exprimi  per  Fractionem  continuam,  ubi 

(i)    lO    (a) 

/«  =3  jC6  a  f«  •  •  •  s  X*  Si  aliquod  Residuum  est=o  , 

haec  FtactiQ  est  finiia ,   velut :  si  /*  =  o ,    erit 


i    B     ,    i  /f         I 


ubi  ff  =  o ,  si  A  <^B. 
Sed  si  nullum  evanescie  Residuum ,  Fraccio  in 
infinitum  excurrit. 

Sint  V.  c.  duae  lineae  rectae  CD  et  AB ,  quarum 
Ratio  quaeritur.  Sit  CDz=:tAB  +  ED^ 

ABzss^ED  +  FBj 
ED  =  4FB, 

CD  I  30 

crgo  -T^  =  2  +  -  =  — . 

4 

E 
C^ 1 D 


\ l~l 

rf  F  B 


S.  467- 
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$.  467.  De  mutanda  Fracthiu  ttUgari  m 
Fractionem  ejusmodi  contitttimn. 

Eodem  modo  Fractio  vulgaris  mutatur  in  Frac- 
tionem  continuam,  dividendo  subinde  FractioQis 
terminos  per  Numeratorem,  donec  nuUum  est 
Residuum,  vel  Numerator  ipse  est  unitas,  vdut: 

a 39  _       ^        _     '       ,  ^99  _       I        _     1     . 
677  ""  677 :  239      ft+199/  »39      »39  •  ^99  ~  1+40^* 

»39  199 

40  _       I         _      »       .39 I  I 

199""  199:40         4+39    '  40         40:39   "^l  +  i* 

♦^  S9 

•    239       I  ubi  ultimus  Numerator  est  ipsaunitis. 

^677       a  +  i^ 

r+i 

"4+1, 

r+ji 

39* 

-        .       II la       139  _  I  I 

Ita  etiam =  —  =  7  .  =  - 

1132       154       *+£  i  +  i 

9+i_.  "p+i 

3+1  3+1 

r+^        r+i 
24  3. 

997  ubi  ultimus  Numerator  non  esi 

*^*^  08^  —  *  "*"  ^  unitas ,  scd  tamen  pars  aliquo* 

^^  71  +  1  ta  Denominatoris» 

4  +  1^ 

r+i 

S.  46« 


COMTINUIS.  '    49j^ 

S*  468.  Cmitt.  i. 

Tcrmini  Fnaionis  sunt  ^;  ^3  J53  • . .  $•  441. 

m    m 


atque  Fr&ctiones  portiales  ($.  443.) : 
(I)       I     Ct>       I  (O 

^  «»  +  n>     (OCO 

«^     «im+i 

(3^      (3)  (O 
P  zs  m  m  +  i 


(3) /-(0(0       N      CO 
01  V^«  i»  +1^+  ^* 

6>    C4)^C0Cs)      N     (0 

C*)/^CO(0  0>  (O   C8)v      (0  CO 

m  y^m^mmm+m+mj  +  m%m  +1  ; 

CO    Ci)/<OC8)C4)    CO    C4)^     COCO 

P  sagj  ViB»>gi«<p  +  <g+giy+  tw  ffl  +  i 

C$)rC«X»X3)C4J    (O    (4)    (3)(4)        \      CO  /Cft)(3)       %  (3) 

m\m.m.m.m+m+t»i^mm-t-ij+m  \mm  +  ij+m 

(•+0  CO  (O     CO      X 

et  itt  deinceps    P    invenitur  ex  P^  mutando  m  in  ^+#^7% 

^^     (O       («X^-O   («-O  ^^     C«40 

(S.4450  uDdei>ag;^a  .^^^^,^-^^,^^  ,  «tque    P      -- 

p        m   p        p  p 

—    *     *  +  *• 
~*  (•+•)(•)    (•-0' 

5*  4^9«  CoroAL  s. 

■  £x  hoc  seqoitur  r  >  «■    ttque  ^  .>  /•  quo- 

nUm 
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C»)        I         ^>    ^ 
niam  m  +  -^j^^  >  m     Ergo  Nurteratores  et  De- 

m 
nominttores  harum  ^racttonum  eoAtfhUarum  inagis 
magisque  increscunt ,  atque  igitur  formanc  Series 
adscendentes. 

5.  470'  Corott.  5. 

i>  mmor  est  quam  Fractio  tota  x^   sed    P 
major  est  ($•  444.) 

%.  471.  C^r^/A  4» 

Quoniam  tota  Fractio  pebdec'  ex  solis  nsfneib 
Ci)    CO   C3) 
m^  m^  I»  .  .  *  hoc  breviore   modo  ■  dduri  solet 

r»)   CO  (3^  C4)         (••'>         C») 
^=2,1»,  m^  m^  m  ...  i9fj,si  i^±£jr$  vtia* 

ti  JPss{s,  4,  5»  *} 

I  n) 

—  -  .  ubi  jP  =  jt, 

3  +  J 

4  +  I 

5  +  i 

5.  472.  Ccr^//.  5. 

c«>     (n^    (»)(»-o  f«»-») 

Ex    Aequatione    P  =  ttzi:  m    ^  +  t 

p      m    p  -^  p 
Uif  reperiaiur  Numerator  v.  tt  y  titlmae  Fracttonis 

parisalisj  Nufneratcf  \  r  J   Fractionis  proxhnc 
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i^Mecedentis  muMpUcatur  per  KmJ  ntimum  Dewh 
minatoremj  atque  Ituie  Producto  additur  Numera^ 
tor  Fractiofds  secundo  loco  antecedentis.  Eodem 
modo  reperitur  Denominstor ,  si  pro  Numeratori^ 
bus  Fractionum  partialium  sumuntur  Denamina* 
tores. 

Quod  Schemate  $.  446«  repraesentatur  9  si  pro 

ro  (O  (3)  u) 

f^f  (*9  f*'^  f^  *••  umtas  pomtuf. 

Qorum  Denomiaatores      (i)  (o  (a)  (O 

sive  indices  sunt       m  ^m  y  m  •  •  •  m 

OKO         CsHO  Ci)      COC-^O  0 
mum part. Numeratores     t  ;f7i  ir       }  m  r+^»««^    s*  + 

CO  COC«)        Cs)(0  CO      C»)(»-»)  C« 
•    •    Denominatores    m  \m  p-^iy  m  p  +  p...m  p  *h 

CO   CO  (8)  CO 

>nes  partiales  Z.J-.^  .1  ^,  JL 

'^  1  '  (0»  (O  '  (3)  •  •  •  co 

p    p  p  />• 

velut  si  i^ss  {ft>  1 9  49  I»  39}  erunt: 

Indices      a  ;  x  ;    4       ;    i        ;  39* 
Pr.  ptrt*  Numeratores     i  ;  1  ;    4+1  ;    S+i  ;    6  •39^*5* 
.    •    .    Dcnominat,      ft  ;  3  ;  la+a  ;  14+3  ;  i7*394-i4« 

rract.  part,  •^;-^;-.-ii        ;*-♦  ;  -— 

^        i'a  *  3  »  J4       *  17         '  677. 

$•  473.  Qr^^  6» 

CO     C«tO     ^CO     Cii-xsC»-OC»+0        C*M)ffi+T) 
/—  F  £=V^/>—  F  )  p  :  p.    Sed  />  <  ^ 

(•)  («+0    (*>  C»-0 
($•  4^909  crgo  P—  i>  <  P—  i>;  id  est  D/fi^ 

rtmia  iatcr  duas  pro^UmaS  Fractiones  partiales  at* 

quc  igUur  etiam  inter  Fractionem  totam  et  paf^ 

Sss  tia» 
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tialtm  magis  magisquc  diminui$ur.  Quarc  Fraetic 
partialis  magis  magisquc  ad  totam  Fracthncm  aC» 
Cidit. 

f.  474.  C(nroll.  J. 

(9»+i)    ^f*>  I  Cft»>    Caiir-i)  f 


(«•+i)(fl»)'  ~  0»-i)(.a»> 

f   p  p  p 

CS.450;  veiut(s.470  \^\-h  rjTl^iri 

—  =  —  —  — — .     Quare   quae  sunt    formae 
17        14       14*17 

(«»♦1)  (a«) 

P    majores  sunt ,  sed  qitae  sunt  fonnae  P   mi- 
nores  sunt  quam  Fractio  tota  (S*  444«). 

$.  475«  CorolL  8. 

«»)    (»)  (»-i)C»-i> 

Ex  S*  453-  scquitur,  neque  «•  et  p,  neque  «•  et  ^ 

.     (OCOC3) 
habere  Factorem  communem ,  quoniam  /x  9  jC6 ,  (^.••'^szi 

f»)       C»-i) 
Ergo  Fractiones  rr:  et ; — r.  ad   minimos   tenni- 

P         P 
nos  reductac  aunt. 

§.  476.  Corotl.  9. 

C»)      0»-t) 
Quoniam   p  >    p    (S-    469«)    atquc     igitur 

1  I  I  t 

poo^»  ^  C»)(-0  ^^  /'(•-OV       (")(*-o*     ^"^ 

(»)   (»-0  II  1         .^ 


p         « 


;r  c?)*    CT> 
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IMfTereatia  duaram  Fractionum  partialium  sibi  proxl» 

(")  C-0  I 

marum  PexP  major  est  quam    , .  -^  sed  minor  quam 

C/0 


cyr 


J.  477.  CorolL  10. 


Quoniam  autem  valor  totius  Fractionis  x  esc 
inter ' valores  harum  duarum  Fractionum  partialium 
($•  470O9  sequitur  Diffcrentiam  inter  Fractionem 
totam  et  partialem  esse  minorem  quam  hanc  Diffo 

rcntiam  atque  igitur  minorem  quam  ^^^      ^, 

c  T  y 

§.  478,  De  terminis  negativis  Fractionis 
continuae ,  ex  Divisione  ortis.  . 

Si  in  Divisione  semper  sumuntur  Quoti  mino- 
reSy  omnia  Rcsidua  sunt  positiva,  atque  Frac* 
tionia  omnes  tennini  sunt  positivi ;  ut : 

W  <5  I  »  a^. 

Quoti  minores  sunt  1,3,1.  In  hac  Divisione 
Residuum  potest  esse  majus  quam  dimidius  Divi* 

6or ,  vduti  in  Quoto  |  ubi  5  >  -  •  At  vero ,  ut 

diminuatur  terminorum  numerus,  illi  soli  Quoti 
sumantur,  qui  praebent  Rcsiduumy  quod  diqupt 
mimmum ,  id  est ,  quod  non  cst  majus  quam  dimi« 

diua 
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dius  Divisor ,  sive  id  sit  n^ativua  sive  positLVii]ii«ii 
r^  =  i  +  -=i  +  7     1  ubL4  cstinsjorQiiow, 

»3  ^3  **^  6 

stque  Residuum  negativum. 

Mutando  igitur  terminos  positivos  in  nepttivos, 
corum  numerus  saq>e  diminuitur;  quod  qoonio^ 
fiat,  in  sequentibus  explicatur» 

$.  479»  ProbUnuu 

a^j  mutare  ia  Fractioiiem  continuam^  cujui 
termini  sint  positivi. 

Sohaio. 


ii-J=^-l+(i-0=a_l 


+ 


■^ 


ubi  r<* 


$.  480.  CorolL  I. 
Ergotf— rs=<»— 1  +  -     I       .    Qoare  ttes 

tennini  hujus  formte  a-^t'^-    i       semperie- 


'•^f^ 


I 


duci  possunt  ad  formam  ^  -^  r  9  aut,  si  sunt  formae 


a+ 
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«+-,  ladionMBii+i  — y      ;  qiw  radoae 

uno  diminuuntar  tennino  «ut3-t-'-.t  =s4-.i, 

et  vicissim ,  qid  sunt  posterioris  fonnaey  ad  prio» 
lem  reduci  possunt. 

$.  481«  Gro//.  s. 

Quoniam  ('»+0--;T--r\="'+r-iJ.  «it: 

(*+0  I  +y 

7+etc. 

« H —     1  I  n-  *     ^ 

5;  *-l—    ' 

4* 

Si  482.  Gsr^iSIL  3. 

!•  j     1  S51—  j— •.    Ponatur  dekieeps  i  +  i  pro  *. 

I 


Ergo-^=i-jj-^proj,nnde 


5o5    P.  IL  C.  IV.  Sect.  IV.  DE  FRACTiomBcn 

^i     1  =31— ii      (=Jsi*=ft). 

X+-I  a+T\5  ^ 


z 


5r 


+r  .»    .  3^ 


X 


5.?. 


^•r. 


I 


=  1— r    I         (=|si*afty. 


+-^    1  ^+ 


s — -    I     V    13  / 


i+-    I  * 

I 
=  1  —  -    I 


'^+-     I  3    ^^, 


=1— -•    I  {  =  — sifca 

3 — »    1       >^     34 


I+-     I  ^ 

1+-  I 

$.  483.  Or(?//.  4. 
Fractiones,  quibus  sunt  termini  negati?!  tractan«> 
tur,   ut,   quibus   sunt  soli  termini  positivi,   sed 
Denominatores  diversis  signis  afficiuntur,  ut: 
I  I 

e  c 

velut  Practiones  $•  481,482.  ita  designari  possunt: 

i  +  l"— 3»  — 4»  sj  =  |i,  2,3,1, 4| 

1+ 
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x+ {-(*+.)}  =  {.,*} 
,  +  [_a,-4j  =  [i,i,*J 

»  +  {*-§.(*  +  0}  =  {1*1,1,*} 
x  +  {—  3  ,  a  ,*}  =  {1,1,1,1,*} 

i  +  {— 3.3,  — C*+0}  =  {1,1, 1,1,1,*} 

i  +  |— 3,3,  — a,— *J  =  |i,  1,1,1,  !,!,*> 


S*  484.  CtroU.  5« 

In  mutandis  terminis  negativis  in  positivos  acci^ 
dere  potest,  ut  aliquis  Denominator  evanescat, 
quod  fit  V.  c.  si  $•  481.  *+ 1 ,  ^r^*  i  fiunt  uni« 
tates.     Tum   autem    Fractiones   simpliciores  red* 

j  111 

duntur,  ut  iH-i— —    1  ^0+-^    1        =a+- 

i+r  ^+S^  i+^* 

(f 

S«  485.  Fractimes  contimae  periodicae, 

Si    in     Fractione     continua     infinita  ,     ubi 

(0      C»)      (8)  ^  ^.     ^ 

^=^  =  P6.«.  =  i,  eadem  semper  redit  Se« 

ries   Denominatorum ,    Fractio    dicitur  periodica. 

Species  ejus  definitur  numero  Denominatorum ,'  ex 

quo  Series  vd  Periodus  constat ,  ut : 


$o8    P.lI.CIV.flfeeT.IV.iiBFEAcnoMiioi 


f  ^  ^  mtorti 

xzsi^yi^a^i •••  ad inf*  V  ubi  ez  duobus* 

szz<^aji^c^ajtfC9uiinS.^  ubi  ex  tribus  constat;        « 

et  ita  deuaceps. 

Possunt  repraese&tari  fbrma  Fractionis  fintee« 
N«m»s=i.i  =s-     ;«=-   i  s=i   i 

^  1  I  et  ita  ddncos. 

r  +  Jf  rf+« 

Periodus  uncis  includi  solet: 

vd  etiamitaj  ^=3(«);  «  =  (119*);  x=:(4f  ,*,^> 

$•  487.  C^r^//.  9. 

Quare  inserviunt  exprimendis  Hacficibus  qntdra» 
tis  numeronim*    Etenim 

L  Sinz:- — =  (u) ,  erit  ujH-«*  =  X  >  «ut  si  iRstA, 

erit  oAx+x^i,  vd  aii*+**+^*=:C«+A)«tai+4% 
vcl  *+4  s3 1/(  1+4*) ,  unde 

X  +  ^=|/(i+j  ),  vel  aJt+»=:s»/(4+ia*)t»+a^^\ 

ve- 
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vcluti  si  tf  s  1 9   erit  1/5  =2 1  +  a  •  (i).      Venim^ 
i  l/X4+^*)  =  -*  +  (/0*    Quare  poneodo  deinceps 

=i+CO  i  l+(3) ;  I+C5) ;  5+C7) ;  I+C9) 

$i  autem  a  est  numerus  par ,  ponatur  a=zip ,  unde 


; »>'C4-<-«')  =  |/(i+ -*)=|/C»+i>*)2=»/>+Cv)»  Ponendfl» 

^       4 ' 

/=:i,a,3,4.,.erunt 

;V5    »V«o  ;V»7  ;V2<s    ;V37    ;V5<»    ;V*5 

:a) ;  ft+(4) ;  S+CO ;  4+C8) ;  5+C»o) ;  6+C")  i  7+<l4)  J  8+(«0<« 
I.  SI«=i  .1       =:C«»*)»erit*=- ^^ — , 

unde  ax^  +  <a*x  =  * ,  ergo  **  +*x=  -• 

jc+i  A  =  -**+-,  ergo 

jr+i*  =  |/^-+-^=:5*+C^,*),    vclut   si 
*=i8,tf=^,  erit  ^84  =  9  + (6.  i8). 

t=i^  atque  *=a/>,  unde  v(r+-)=VO>*+a/)=y+C«»V)» 
si  p  deinceps  esti,2,3,4.,.  prodit : 

;V8      ;Vi5     jVh     ;V35      ;V48      ;V^3  ••• 

i,8);a+Ci,4);3H<i,(5)}4+(i,8);5-Ki,io);6+C».»0;7+C»»«4)..« 

- + -  )  =  K  C?*+/>) = M<*»  V)» 

si  />  deinceps  est  a ,  3,4  .  .  .  prodlt : 

;  yjxz       ;  Vao        ;  V30         ;  V4»  J  V5<S»» 

»4)  ;  3+Ca,6)  ;  4+C!>»0  ;  5+Ca,io)  ;  tf+(a,lft)  ;  7+C4»*4).. 

1^1«  i» 


• 
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Vz  =  ^  +  (|,*m). 


Wi^  nfmerorum  iedgnata^  per  FracHones  periOiUi 


tf 

ab 

m 

* 

iv^=i  *+(-,*; 

a 

xa 

70 
408 

4. 

196 
115* 

I 

4 

14 

4 
8 

16 

14 
36 

l/a  =  i+(a). 
al/a  =  l/8  =  a  +  (l 
3l/ftS5  4  +  (4,8)= 
l/7ft=8  +  (»,i6). 
5»/a=7+(i4)=il/5( 
iftjl/ft=i8  +  (3a,; 

• 

4 
15 

2 
12 

50 

I 

,  1 

2 

5 

I 

a 
la 
6 
10 

50 

V/3=i  +  (i,a). 
4V/3  =  6+(i,u): 
aV/3  =  3  +  (a,6)= 

3^/3  =  5+ (5, 10): 
1 51/3 =a5+(  1,50) 

4 

7» 

16 

320 

4 

X 

8 

4 
16 

40 

|/5  =  ft  +  (4):i=il' 
1/80  =  8  +  (l ,  16). 
9V/5=fto+(«,4o): 

a 

so 

198 

8 

96 
968 

s 
I 

29 

4 
44     * 

l/=6— ft+(a,4);V«4= 
ao|/6=48+(i,96> 
jil/6=fta+(»a,44): 
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5«3 


3 
4« 


3 
6o 


>l>   m    I 


i8o 

I 


X 

8 


B 


39 
13360 


i& 


4» 


a$ 


14 


3« 


iS 


396 


(36;* 
9 


s8 


6 
60 


64 


338 
H559<5 


loti 


39» 


I 
6 


3 
6 


3<5 
3 


I 
4 


8 


13 
78 


12 


»4 


*4 

4» 


66 


36 
3 


6 

15 


8 


au 
1482 


Vzrsi  *+(«,*). 


M».. 


3»/7  =  7  +  C«.i4)=;»^B3. 
8K'7  =  a  i+(6 ,  41)  s=  4>^28. 


V^ioss+^^x;. 
1/40  =  6 +  (3, 12). 
1/90=9 +  (2, 18). 


Mi*i 


|/ii  =  3^-(3,6). 

V99  =  9  +  0,i8). 

lo^/i  1=334.(6,  66)=^4^ 

5V/i3=i8  +  (36)=||/5a. 
il/i3=!--»-(3). 


»/14=5  + (4, 7) 
>/56  =  7  +  (a,i4). 

^— — t  ■ 

1/15  =  3 +  (i,  6)  =  j[|/6o. 
2J/I5  =  y  +  (4,I5)= 


•i7  =  4+(8)  =  il/68. 
1/68  =  8  +  (4 ,  i6). 


Itk 


3»/l9  =  i3  +  (i3,o6). 
1701/19=741 +(78,  148») 
=  85 1/76. 


|/21=|+(12,9). 

•84  =  9 +  (6, 18). 
it/2i=|  +  (x,3) 


28 


131/22=14  + (14,28 
3»/88=ft8+(7,56). 


«J 
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z 

C 

at 

a 

» 

j»^'=r^+c-,* 

«3 

5 
SL40 

46 
»300 

f 

I 
10 

46 
230 

51/23  =  a3  +  (i,4< 

24|/23=3II5  +  (;k 

=  12  i/pa. 

•6 

10 

*  18&0 

5 

100 

10 

10 

l/fl6  =  5  +  (10). 

»9. 

(140)« 
»5 

140 
5 

140 
5 

i3l/ft9=S7o+Ci4o 
Jl/«9=sf  +  C5). 

30 

ft 

so 

10 

1^30—5+ C»»»o> 

3» 

»73 

7».6fl 

7 

434 

39l^3t=aai7  +  C7i 

33 

4 

44 
68 

4 

11 

»^33=^+C4."). 

3* 

6 

a 

34 

3 1/34=  17+ C»»  3- 

35 

I 

10 

I 

iO 

l^35=5+Ci.io), 

37 

12 

144 

la 

la 

»/37  =  6  +  Cia)» 

3« 

6 

7a 

6 
4 

12 

»/38  =  6  +  ^6  »10. 

39 

4 

48 

12 

1/39  =  6+ (4,  la). 

4« 

320 

64» 

64 

64 

5 1/41=  3»  + (64). 

4» 

2 

24 

fl 

12 

i/4fl  =  6  +  (a,  ifl> 

43 

531 

a.(59;* 

59 

118 

9V^43  =  59+(59.. 

46 

3588 

4.(a3;* 

46 

1058 

781/46  =  539+^46 

47 

7 

94 

I 

94 

7»^47  =  47+(t,94 

H 

7 

98 

7 

14 

1/51  =  7+ (7, 14). 

• 

COMTlMUlf. 


^S 


1 

7 
8 

9 


9100 
i 


a 

7 

»7 


X 


93« 


rt 

r4 

77 
■9 


30 


413 


ab 


(364)» 
49 


176 


ao 

300 

«574 

(198)» 

69 

2.23» 

59436 
X3805 

(5943<S) 

8 

124 

16 

256 

8 

128 

5967 

2.(2ai) 

23 
15548 


500 


267000 

430 

S 

s 
40 


6958 

(2136)' 

86» 


364 
7 


20 


23 


5943<5 


16 


8 


221 


I 

26 


10 


2136 


86 


700 

10 

104 

a 

158 

I 

3<54 
7 


44 


15 


19602 


46 


59436 


62 


16 


16 


442 


23 
598 


50 


994 


2136 


86 


7 

70 


5» 


<7  2 


25^53=  »82 +(364). 
iV53=5  +  (7> 

31/55=  22 +  (4,  44). 

1/57=1 +(ao»  15). 


i282i/58=a98oi+(a,  19601 


3 1/59=  23 +  (23,  46), 


3805^/61 =a97i8+(59,43< 


4^/62=31 +  (2,62) 


l/65  =  8+(i6). 


1/66=  8 +  (8, 16). 


27 1/67  =  221  +  (221 ,  442 

J 1/69 =»5» +  (1,23). 
36 1/69  =  299  +  (a6 ,  598! 

3  »/70  =  25 +(10,50). 


59  V/7 1  =  497+ (7 » 994). 
1251/73  =  1068 +  (21 36) 

5  »/74  =  43 +(86). 


J 1/77  =  5+ (1,7). 
4  V77 =35  +  (10 » 70)- 


3 1/78 =26  +  (2 ,  52), 


158     J9»^79=tf79+(i»i58> 
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8a 


87 

94 
97 


• 

ai 

a 

i 

^|/r  =  i*+(«,*> 

l8 

394 

18 

18 

1/883=9+ (18). 

9 

162 

9 

18 

V^83=9+(9,i8). 

f 

30996 

81 
571540 

9 
8a 

9 
6970 

S  1/85=8+ (9). 

3781/85=3485+81 

iiaA' 

a.(io8)» 

loa 

304 

iit/86aioft-f-(io« 

3 

54 
(1000)* 

3146 

.     3 

18 

»/873=9  +  (3,i8> 

53000 

1000 

1000 

53  »/89 =500 +(100 

165 

II 

a86 

I5  »/91  =  143+ (11 

S 

s 
is6o 

»7 
^.(^o)' 

3 
9 

9 

a7oo 

JV/93=5  +  (3,9). 
i40V/93=»35o+(9 

saio<S4 

47.(3oa)* 

< 

3oa 

14 194 

73a  »/94  =  7097 
+  (309,14194). 

4 

76 
(iiao8)» 

4 

19 

V/95  =  '3»  +  (4»l9> 

637735« 1 

11208 

iiao8 

569  1/97  =  5604 +(I 

§.  489.  Coroll.  !• 

Quo  majus  est  abj  eo  magis  convergit  SerieSf 
ergo  ut  augeatur  convergentia ,  augendum  est  ^, 
quod  (it,  si  quaeritur  numerus  E  major  quam  e^ 
ita  qiiidem  ut  E^z  + 1  sit  etiam  quadratus.  Hic 
autem  numerus  facile  reperitur  ex  cognito  nii« 
mero  c, 

Sit  e^z  +  i=/^^  atquc  E^z+iznF^j  atqne 

cog« 
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cognitum  sit,  si  czzs^  esse  s^z+i:=2i^  numerum 
quadratum,  Ergojp — E^zznf^ — t*j8;i=/* — s^jt 
unde  F^—E^z^^^f^—c^z)  (j^^—s^z^znf^t^^t^e^z 
—  j*/^2  +  tf*j»2*.  Sit  F:=zfs  +  esz  ^  unde 
JE*  =  ar/j/  +/»£?*+  i»/»  =  (/«  -+-  ^)*,  ergo 
£  =  /tf  +  j/. 

Exempla.    Sit  2  =  2. 

Ergo  i=2,/=3,unde/'=3/+4<?;-E=2/+3<^; 
tf>  =  (/*-li)2;  ex  quibus  eadem  ratione  prodit 
i^  =  3F  +  4£;  £'  =  2/*  +  3fi,  atque  ex  his 
F'  =  2F+3iS';  £'' =  3J£'+ 2i''%  etc.  Quare 
hae  sunt  Aequationes  fundamentales ,  si  ^7  =  2; 
ergo 

F=3  ,  17  ,  99  ,  577  ,  3363  ,  19601  ,  II4243- 
JE  =  c  ,  12  ,  70  ,  408  ,  2378  ,  13860  ,  8o782, 
174=4  9  32  9  196  9  1152  9  6724  ,  39200  ,  228484« 

srgo  12  1/2=1 6+(i ,  32).       2378  1/2 =3362+(i  ,6724). 

7o|/2=98+(i,i96).       vel29l/2  =  4i+(82). 

vcl  5  |/2=7+(i4)*  13860 1/2  =  i96oo+(  1,39200). 

vel  693 1/2  =  98o+(2o,i96o)» 

408  l/2=576+(i,ii52).      80782^/2=1  i4242+(i,228484)» 
vel  17 1/2=24+(24,48).      vel  169 1/2  =  239+(478). 

Sit  2  =  3. 
ergo  i  =  j,  /=2,  unde  /^=2/+ 3^;  jB=/+2^.    "^ 
crgo  /=2,   7»ii6»   9753<^a,i35i,   5042,18817,   70226. 
£=1,   4,15,   56,209,   780,   2911,10864,    4C545* 

=2 ,  12 ,  50 ,  192  ,  722 ,  2700 ,  10082 ,  37632  ,  140450  » 

etc« 

Vvv  utt* 
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4  i/3=:<^  +  (i,ia),  vel  a|/3  =  3+(2»«). 
i5|/3=25+(i,5o),  vel  31/3=  S  +  Cs^io^ 

5*6 1/3  =  96 +  ''1  »190»  vel  7 1/3  =  12  + (8,  20- 

ft69|/3±=36i+(i,7aa),  vel  n  1/3=19+ («9 »38). 

780  i/i  =  1350  +  (i » ^700)  ,  vel  a6 1/3 =45  +  (30 , 9 

apii  1/3=  5041 +  (i»ioo8a),  veUi  1/3  =  71+^71, 14 

10864 1/3=  i88i6+(i ,  3763O » vel  97  |/3=i68+(i  12,33 

40545  |/3=7oaa5+(i,i4045o),  vel  i53l/3=a65+Ca65»53^ 


Sit  «  =  5. 
crgo  ^s±  4  ,  /  =  9,  unde  Fzzi^f-httoe  ;  jB==:9^+4j 
-F=  9  ,  161  ,  2889  ,    51941  ,    93^149. 
JE=  4  ,    7a  ,  laga  ,    ^3184  ,    416430. 
i^^=  16  ,  3ao  ,  5776  ,  103880  ,  1862^96. 

Hac  quidem  ratione  tanta  feddi   pocest  conver- 
gentia,    ut  Fractione  ipsa   periodica  C^j^)  non 

«mplius  opus  sit,  sed  sufficiat  -*  ad  radicem  iis- 

qiie  ad  cerrum    quendam  limitcm  vere   expriihen- 
dani ,  veluti  si  z—97  1  erit  /=6377352  ^  i=^ii2o8)* 

uncle  /''  =  (1120«)*/+ 97.  637735»^ 
atque  £=Cii2oS)»tf+ 6377352/. 

eigo  /*=  (11208)» +97  •(6377352)* 

£  =  (11208)'  12754704. 

§   490.  Alia  Methodus  definiendi  Radi- 

ces  quadratas. 

Methodus,    quam  descripsimus ,    qua   Radices 

quadratae  omnes  fiunt  forraae  -  |/jr  =  -*  +  («,*) 

a  a 

prorsus  rei  accommodata  esse  videtur ,  neque  esse 

aU- 


C  O  N  T  I  N  U  I  S.  j^ip 

aJjquidj   quod  amplius  desideretur.    Verum  Ma- 
.thematici  etiam  conati   sunt  ita  exprimere  Rz<iiir 
ces ,  ut  omnes   fiant  formae 
X  =  p+(j/  ,  p"  ,  f/"  ,  p""  . .  0  ;  quod  fit ,  ffi 

»  =  />+ J/ ;  «^  =  ?'  +  p, ,  *"  =  /»"  H-^,etc. 

Continua  igitur  Divisione  utendum    est,    qua^ 
institui  potest  ducibus  formulis 

|/a±*  "  (1/^4^)  (|/a— *)  ""  a»— *» 

Proponatur  exprimere  1/28  per  Fractionem  conL 
tiniiam  periodicam,  ubi  igitur: 

*    =|/fl8=S5+  2=;>  + 

I  "^      x' 

■  I        ^  ^28+5  __  t^aS+s  __  V^a8— 4+9 

**    — 1/28—5  ""  28—25  ~       3       ~  3 

1/28— 4__  ,      I 
=  3+— J- =/>+?'• 

3         _^   3.(V^38+4)         ^"28+4  __  ^aS-r-^+g 
*^  ""»/28-4  ■*  12  4  4 


•28—4  _  ^, 


=if  + 


*'"* 


«"'  = 


1/28 — ^4  12  3  3 

V^a8-5_  ,,,      i_ 
=  3+—^-/  +,.v 

,n  =,^=S(5^^^,8+5=xo+V'a8-5=#-+i 


#' 


Quo* 


partialcs  siint  -  ,  •-•  »  ^  ,  — • ,  • »  •  •  • 


5ao    P.II.  C.  IV.  Sect.  IV.  de  FRACTioNiBas 

Quoniam  igitiir  ad  xf  regressi  sunius,  dteinii 
Periodus,  atque  eadetn  denuo  incipit  a  secuddo 
Quoto  sive  numero.  Ultimus  numerus  Periodi 
est  diiplus  primus  numerus.  Ergo  j/aS  =  5 
+  (3 »a>3»  »^»39^,3,10,3  .  .  0-    Fractiones 

5     16    37    127    1307 

Eodem  modo  reperimus : 
•31  =  5-+-(i»if  395»3»i  5i>io)     ubi   Frac- 
.  ,  ^     it     39     206    657 

tiones   partiales    sunt    5  •  6 ,  -<  ,  —  ,  —  ,  —  . 

a  •  7  '  37  •  ii8' 

863    1520 

^■^  ,  "       ,  .  ♦  • 

155     »73 

Hae  Fractiones  multo  rainus  sunt  convcrgcntes 
quam  quae  secundum  $•  488.  reperiuntur.  Ita 
Fractiones    partiales  1/28,     juxia  formulam 

4  |/ii8  =5  2  i+C6,40  ,  sunt  ^^ ,  —  ,  — ,  ctc. ;  ubi 

4      24      1012 

127  5     16 

secunda  Fractio  —  est  quarta  Seriei  -  ,  —  . .  •  Se- 

24  1      3 

cundum  Formulam  39  i/3i=r2i7-h(7,434),  Fractio- 

...             .                  217  1520  659S97 
nes  pariiales  1/31  repenuntur  esse  — ,■ ,  i». 

3y    '^ll     3039 

ubi  secunda  Fractio  est  octava  Seriei  5,6,—    , ,  . 

2 

f.  491.  Animadv. 

Usurpari  etiam  potest  Iiaec  Formula: 

ri^«— ^)(l/*+tf)=*— iJ» ,  ergo  |/*— tf=-^^  =:-J^ 

Quoniam  ipsa  Quantitas   y^x—a  est  pars   De- 


C  O  N   T  I  N   U   I  S.  5ftl 

nominatoris ,  haec  Aequatio  est  Fractionum  perio« 
dicamni.    Ergo  |/x — ^?r= ••   x — a^ 

2/«H 

vel  v^x—azzzyf-^^—). 

*Sit« — a^zizby  atque  2a=bm,  unde/7i  =  — —  • 


•  • 


ubi  isr  est  numerus  integer ,  proxime  accedens  ad  |/x. 

Indicat  igitur  Periodos  ex  duabus  Fractionil)us , 

2a 
quarum  Numeratores  sunt  unitates,  sl  esi 


integer»,  velut   si  «=6,  0=2  ^   erit  fc=2,  m 
atque  |/6  =  a  +  (2  ,  4). 

Hae  duae  Fractiones  in  unam  contrahi  possunt 
si  ^=3 1 ,  vel si xz=:i  +  a^ ,  velut  si  «=37 , az=:6 , 
crit  *=:i  ,f»=:  12  ,  unde  l/37  =  6  +  (i2). 

Hanc  formulam  exposuit  Vorsselman  de 
Heer  in  ejus  Dhsertatione  de  Fractionihus  con* 
tinuis     p.    55..      £st     casus    specialis    formnlae  * 

-  |/jR  =  -  b  +  (^a^h).    Nam  si  pro  ^ ,  fo ,  «  po» 

nitur  -  * ,  i» ,  2; ,  fit  |/-2J  =  -  *  +  (i» ,  *)  quae  est 

illa  ipsa  formula  si  e:=^a*    Caeterum  simplicissimo 
modo  designat  Fractiones  continuas  periodicas ,  qua* 

rum  Numeratores  nOn  sunt  unitates  ut  \/6sf=A+\^\ 


5M    P.  II.  C IV.  SicT.JV.  OB  FiiAcnoiiaat 

|.  49S.  Fraetionet  cotaittuae,  quarumJDf 

nominaforet  tunt  unitatet. 

CO   CO    Cs) 
UcFnctiones continuae , positis  ff=fc=:(t, ...s=i » 

.    CO   CO  CO 
ha  etiatn  positis  «0*01,  m...s=i  simplicibrca 

«ccipiunt  formam.    In  hanc  autem  formam  quaeli» 

bet  Fractio  continua  mutari  potest. 

«  +••.  i+d'ted 

i+ef:de 

.  V      CO    **      CO    «^       Cs)    rf-       CO 

CO 

CO     A*    (')   ,s 
Mndei>=:p^^   O)    (^j    ^^ 

I  4-«*  • 

Quare  leges,  qiiae  de   his  valent   Fractionibus 
sequuntur  ex  iis,  quae  exposita  sunt  $.  437 — ^455. 

C«)      (0      Cs)      CO 
si  ponitur  mz::m^m:=zm»m  «zsi. 

00      .  C-1     C»-i)     C  X»-0 
C»)       T    ubi   T  r=  «■  4-  A*   «■ 

yeluta.4450^=Co 

/  C«)      C-0*    COC-a) 

atque/»  =  f  +  fi^  p 

CO  CO  CO  C) 

.^Qiure  i>  =  £-;/>=r-^j;i>=: ^OOO 

i-h^  I   +  fHrf^ 

i) 


5?= 


CoNtinuiSi  5tf8 

,  ^    (0     (3)  (4)  co         '  w 

I+A*+AA+iBH-A*  Ac  (A  fc 

C^)  ,        C4) 

T  C3)       X  C3)       C4)  .  _^,      . 

^=  I  +^  ;  ^  =2  1  +  ^  +  ^  etc.     ita  etitti  ; 

CO  CO  CO   C3)  CO    C3) 

^  =1  ;  p=i+/s6  ;  />=:i+/x+/x,  etc. 

£z   quO   prodit   haec  tabula   indicans    valorem 

C«)  CO 

Numeratoris  t  et  Denominatoris  p^    ubi   nume- 

COCOC3)C4)C5) 
ns  i^d^Sf^y^***  designantur  fi^iA^fi^fA^iAM 

C») 
irm/tfj  ipsa  signo  (i).    Numerator  rt  aequatts  csi 

Summae  omnium  terminorum  y  qui  suni  conScrlfH 

CO 

in    lineis    vertica/ibus  ^    quae  sunt   suB  t^  Usqtt$ 
C-)  CS) 

X  CO  T 

tf^  ^.    Idem  vatet  de  Denominatore  f  .     ^^  O) 

C8) 

ex  21  terminis  sed  p  ex  34  terminis  constat. 
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co 

0) 

C4) 

C5) 

co 

C7) 

C«) 

(9) 

sr 

.  jr 

«• 

?r 

?r 

«• 

sr 

T 

oT 

?r 

co' 

c-o' 

co' 

co' 

•co' 

•o)' 

f* 

/* 

(^ 

|E6 

/* 

'  ^ 

A* 

ft 

(0+3+4     +     5-t-<S+       7+      8+  9 

+  3'5    +  3'<S    +    3*7    +    3'8    +  M 

+  46    +   4.7    +    4.8    +  44 

+    5-7    +    5.8    +  H 

+3-5.7    •*-3'5.8    +  3'M 

+    6.8    +  64 

+3.6.8    +  3.4! 

+4.6.8    +  4.64 

+  U 

+  5-7^ 

+  ^.Z-l 

+  57-! 
+3-5-7'! 


CO    CO  CO     C4)       Cs)         C6)  C?)  C»)  G) 

f*    P*  P*     />»      />»         />»  /»»  J?» 


(0  +«  +3  +   4  +     5  +      6  +      7  -^          8 

+       i 

+a.4  +2.5  +  a.6  +  2.7  +       a.8 

+     M 

+  3-5  +  3-<5  +  3-7  +       3-8 

+     3.5 

+  4.6  +  47  +       4.8 

+     4-S 

+84.6  +2.4.7  +    a.4'8 

+   »+i 

+   5.7  +       5-8 

+     W 

+a-5.7  +    a.5-8 

+   «-5! 

+3.5.7  +    3-5-8 

+    3.5.« 

+       6.8 

+      6-\ 

+    a.6.8 

+     3>6.' 

+    368 

+   3-<5- 

+    4  6.8 

+   46. 

+  a.4.6.8 

+3.4.6. 

+      ?• 

+-    8.7 

+    3-7 

+   4-7 

+2.4.7 

+  5-7  9  1  +*'5-7.9  1 

+3-57 

11.4$ 

C  O  n  T  I  M  0  f  5i 


5tS 


S''  493» 

Simili   modo   repraesentari   possunt    Fractioncs 
parciales  Fractionis  continuae: 


^-r) 


«+(-) 


r-CO   W   C3)   C4)        W)    ^       ,^ 

=:  /  .7i ,  /;; ,  I» ,  m  .  . .  01  >  %,  408. 


ffi4> 


(•)    COC»-!)  C»-0         C»)     C«)C«-0    (•-•>- 
qooniatn  7 s  /n    7  +  sr  atque p  ^m    p  ir  f» 


(4)(5)    (6) 

(7) 

(«) 

C«)  f»)  (3)  (4)    Cs) 

(«0 

(7) 

^9^^   TT^ 

«•» 

«•» 

^- 

.  p* 

p 

»  />»  ^» 

P* 

p* 

4      S        6 

7 

8 

I 

a 

3 

4        5 

:6 

7 

4      S        6 

7 

8 

(0 

3 

4        5 

6 

7 

256 

7 

8 

I 

4        5 

6 

7 

2.3        6 

7 

8 

la       5 

6 

7 

(0        6 

7 

8 

CO       5 

6 

7 

a.3-4 

7 

8 

1.2.3 

6 

7 

4 

7 

8 

3 

6 

7 

ft 

7 

8 

t 

6 

7 

2 

.3.4-5 

4-5 

8 
8 

I. 

.a.s.4 
3-4 

7 
7 

• 

«.5 
a.3 
(') 

8 
8 
8 

1.4 
0) 

7 
7 
7 

S' 

■3-4.5 

6 

l'3>3*4'5 

4  5 

6 

3.4.S 

a.5 

6 

1.4.5 

«•3 

.6 
6 

l.a.5 
S 

«.3-4  1 

s.ft.3 

4 

a 

a 

t 

Quae  sunt  in  eadem  linea  horizontali  sunt  ^ac* 

tores,  quieffiduntPioductuaiy.atque  x  vel  p  con^ 

Xxx  ti* 


•  , 
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tfnent  omnia  Producta  quae  sunt  sub  x   usque  wi 

!•)  Ca)  (•) 

T »  vel  sub  p  usque  zd  p  ^  veluti : 

<S)  ^        (O  (S)  (4>  rs)    (4V 

T=3ft.3.4.5 +4.5  +2.5+3.3  +(0=i:i».i».«9«fo+fli, 

(a)  (5)  (a)  (3)  C$) 

+«o.f;9+io.09+i ,  atque />=i.a.3.4.5   +3.4.5   +1.^ 

(I)  (a)  rs)  (4)  (s)  (3)  (4)  (s)  (0(4)1 
+  i.&^5+i.a.3+3+i=f».fo.i9i.in.i9i+i»  «ivi.fli+in.tsi. 

(DCaXs)    (i)(0(3)    (3)   CO 
+  fli  tn  m^fn •fn •  tn^i^tn  +  fn^ 

$•  494.  Usus  continuarum  Fractionunu 

Multus  est  usus  Fraccionum  continuarum  in 
Tarii»  Matheseos  partibus,  de  qao  tum  diceodi 
erit  locus ,  quando  hae  partes  tractantur.  Ergo 
pauca  tantum  huc  afferamur  exempla,  ex  quibus 
hic  usus  in  Ratione  inter  duo  Quanta  constituenda 
ducescat. 

In  computandis  autem  Fractionibus  partialibus 
secundum  regulam  praescriptam  S*  472*  intelh*gen- 
dum  est,  Fraccionem  niixtam,  quae  constet  ez 
numero  integro,  atque  ex  Fractione  continua, 
eodera  modo  posse  designari  et  computari,  quo 
Fractio  simplex  continua,   dummodo  Pracdonibus 

partialiblis  anteponantur  Fractiones  -  ,  ~ . 

1     o 

Sit  Fractio  3  +  Ca,  4,  5\ 
Ergo  indices  a  ;  4  ;  5, 

Fract.  part.  J  J  J  ;  J  ;  ^'.    Si  his  additur  3, 


9  '  47 

Fractiones  sunt      ^  i^ i  ~ 

^      6'  47 


Nu- 


CONTINUIS.  S^T 

Nutnerus  autem  3  referatur  ad  ipsos  indices,  sed 

anteponantur  Fractiones  -  ,  -• 

Unde  indices       3  ;  a  ;  4  ;   5. 

Fr.  part.  -  ;  -  ;  ^  ;  -  ;  ^  ;  — .   Prodeunt  Igi- 

tur  eaedem  Fractiones.    Quare  denotenius  in  pos« 
tcrum  omnes    Fractiones   concinuas,  sive   mixtas 

•   .        •  •    .        ^  ■  (O  (0    s) 

sive  simpnces  hoc  modo  x:=s(m^m^m^m  ...) 

ubi  171  significat  numerum    integrum.      Si  nullus 

est  numerus    integer,    pro  m  ponitur  o;  veluti 

•— =C3»  a,4,  5).    Sed-  =  (o,  a,  4,  5). 
47  47 

Nam  in  hac  posteriore  Fracdone: 
indices  suDt  o  ;  a  ;  4  ;  5 

Fr.  part.  «  .  -.  ;  ^;  -.  X..  ^. 
I   »  o  » 1  »  a  •  9  *  47 

Exempla. 

I.  Ratio  inter  peripheriam  et  diametrum  circuK, 
quae  vulgo  indicatur  litera  7,  est: 
T  =  3)^^59  »6535  89793  »3846  a6433  83879  5<^a88ctc, 

i\  -=0,31830  98861  83790  67153  77679  26745  oaJ^a ctc. 

Siin  Fractionem  continuam,  sumtis  35  notis,  mutatur, 

•it    T  =  (3»7»i5»i»29a»^^Saj^3»i»H»2»i>i>ajfl»a,4»M4t 
a.i>i»iS93fi3>i>4»a,6,6,i). 

Quod  si  autem  Denominatoribus  etiam  negativiy 

utimur ,  indices  sunt ! 

3,7,16,— 294,— 3,— 4,-5,— 1^.+^,—»,»,»,^,^—^'^, 

3,— a,  15,3,— 14,— 5»M»^»i  ;  "bi  igitur  noven^ 
omittuntur  Fractiones  partiales.  Quare  si  hoc  dii>» 
plioe  geijere  utimur ,  emm : 
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Indic^        S}7;ts;>?  09»  ;    «    i    I    ;    I   ; 

3;7;...;i6;  ...  ;— 294; ;— 3    ; 

»«-.  «,.*   <>.«,  S.aa.333.S55. 103993. 104348.808341  3u6«9j 
Ftact.  part.  r'o»r'7'iT6»n3*iiI^'ii^*66jT?»^»i 

Indic«       '     5     3     5     «     ;     14     i.     .       ; 

—4    ;  . . .  ;  — 5    ;  —«5    ;    ...    ; 

Pnct.  pam  "^g^og.^a^a^^^S^i^^Si.goHS^^Sr.  165707065.045 
^^    364913  *»36oiao*i7a5033*«55io58a*  52746197  *  7« 

Indicea         '        *        * 
— ft       ;        a 

PrKt.  part.iii5522L7;».5^?£!f2$ct  ita  deinceps ,  ita  ut  ultlmaF« 

.     131002976.   340262731 

iodezest  i « si 


9793453fia«937oo547 

3 


Fractio  prima  ^  minor  est,  sed  Fractio  secunda 

r-   major  cst  quam  Fnctio  vera  t  CS-  4740»    Sed 
7 


ftft 


--  =S3,I42S5  ••  •  estllatio  qiiam  invenic  Archlmc- 
7 

dcs.    Differentia  inter  eam  atque  t  minor  est  quam 
J-  ^=  i   =  o,pao4o8  ,^  (§.  477O  aique  rcvcra 

•^  —^sp, 00126  .  •  •  (ergo  nunor  quam  -^« 
7  7 

Fractio  /^r//i?  — -  =a  3 ,  141509  • .  ♦  minor  est 

100 

<iuam  T.    Differentia  inter  eam  atque  7  miuor  est 

qiiam     • vel  etiam  miuor  quam   ^ 

(«o6j*  t:To6Xii3) 

live  0,00008348  ...  Vera  Diffl'rcntia  t%%  0,0000832  ••« 

fr^^ctjo  quarta  —    =33,  1415932;  .  , .  proposita 

•t3  • 

Aut 


CoMTiiitjfs.    >  5if 

fuit  a  Mctioy  atque  primis  sex  decimiHbus  cum  % 
convenit. 

Fractio '  — :^-  minus  a  t  differt  quanta  quanti- 

tite  /'— )  vd  etiam  Quantitate«r ■  ■ 

V33102/  ^  (33100(33^^5) 

ss  o  9  00000000090951,  ergo  saltem  primis  no- 
vem  decimalibus  cum  «-  convenit. 

Omnino  si  Denominator  Fractionis  constat  ex 
m  notis ,  saltem  cum  v  convenit  prioribus  oi» — i 
potis  decimalibus.  Ultima  igitur  Fractio  cum  r 
faltem  convenit  prioribus  35  notis  decimalibus. 

IL  £x  hac  Ratione  ^r,  aliae  reperiuntur.  Bm^ 
tio  enim  intcr  arcam  circuli  ct  quadratum   dia^ 

mctri  cst  -- .    Quare  Fractiones ,  quae  ad  -  acce- 
4  4 

A  «>    -.,«^  3     ' '      333      355      io3993  ^,^ 

dunt ,  sunt  7  ,  '^   ,  —  ,  -      9 «  ctc. 

4     14     4^4     45^      132408 

Hacc  autem  non  est  Series  Fracdonum   partia* 
lium.    Continua  enim  divisione  inveniuntur^ 
Indices  o;i;3;i;i;  i  ;i5;    &••• 

act    oart    2  •  i  •  2  .  i  .  3  .  4  .  7  ,  n  .  17? .  355 
act.part.  ,  ^  o  '  i  M  ^  '  5  '  9  '  ^4' 219' 45a' 

4     7         172 
Quare  interponendae  sunt  r  »  r  ct  —   • .  • 
^    ,  ^  5     9       219 

Katio  intcr  soliditatcm  sphacrac  ct  cubum  diamctri 

.5r    ^        -,  I   it  "I  355  103993 

est  7 .  Quare  Fracuones  sunt -- ;— ;  — \j^i    »/'>• 
6    ^  a'2r>i2  678  198612 

sed  continua  divisione  reperiuntur. 
Indices  o;i;i;io;to;    i   ;    i    ;    t 

«t.  part.  2: .  £  .  S  .  i  .  i  .  i^  ilMl^.  233 .  355 
«t.  part.  ,  »  o  '  i  '  I  '  2  '  ai  '  212 '  233  '  445  '  «7«  ' 

^    •  »  laa       »33 

«rco  loterponuntur  -r-  et  — . 

433      445 


UL 


5to    P.ILCJV.Sbct.  IV.  de  FRACTioNrBw 

in.  Vr  =  1 ,  77^  453  850  90S  53»- 

Quare  —  =  o ,  886  226  925  452  766  •  •  • ,  quae 

2 


est  Ratio  iuter  latus  Quadrati  atquc 
cireuRj    qui    arcam    habet  aequelem  huic    Qtuh 
drato. 
lodices  sunt  o;i;7;i;3;i;ft;x 


•  •  • 


m'  0101783130    109     148 

Frtct.  part.  -^-^--^r;?;-;-;-;— ;-^  ctc. 
^        i  •  o  '  I  '  I  '  8  »  9  '  35  »  44  »  123  M67 

IV.  1^(1)  =  o ,  80599  59770  08234  82035  5  . .  . 

quae   est   Katio   inter  latus   cubi ,   atquc   diam&^ 
trum  sphaerae «    quae  soliditatem  habet  acquaUm 
huic  cubom 
Indices  sunt  o;i;4;6;2;8;6;      6, 

fract.  part.  ,  ,  o  ^.  i  '  i  '  5  '  Ji  '  67  '  567' 34^  '  STiS 

t 

V.  Basis  Logarithmorum  naturalium  CS*  228.}  est 
^  =  2 ,  71828  18284  59045  23536  02874  71352  •  •  • 

Indices  sunt  2;i;2;i;i;4;i;i;    6    ;i 

-                  o    I    2    3    8    II    19   87   106    193    1264  u 
Fract«  oart-  —  •  — •  — •  -••  — •  —  •  _  •  _:  •    •  •  '  «Z 


Multo  magis  convergit  Series  Fractionis 


( 
c  —  I 


a 
=  0,8591409142295226176801437  .  •  • 

Erenim 


.  • 


Indices  sunt  o  ;  i  ;6;  lo;  14    ;     18    ;      22 

-,  o     I    o     1     6    61     860     15541    342762 

Fract.  part.  -;•-;-;-;-;-  ; ;  -^^  ;  -~ — ; 

^        i'o'i'i'7'7i'  1001  '  18089  '  328959  ' 

3427452 

— T-j — =0,859140914231.  Ergo  primie  11  no» 

tat 


C  O  N,  t  I  M  O  I  f»  531 

tae  decimalis  jam  conveniunt.  Memorttu  t  etiam 
dignum  est,  indtces,  si  primnm  excipis,  esse  in 
Progressione  Arichmetica»  cujus  differentia  com* 
munis  est  4* 

VL  Tempus  Sjdcralc ,  quo  Luna  suam  pcrcurrtt 
orbiiam  est  27,321661  dic$ 

Indices  sunc  ^7 ;  3  ;  9    9     5    ;     ^ 

Fract    oart   S  •  J.  •  L^.  l^.  ZlS.  SPoj  .  «57? 
Fraccpart.^  'o'7'l'  28  '  T^  '  314  * 

Quare  si  ponimus ,  Lunam  28  orbicas  perficere 
765  diebus ,  id  a  vero  minus  differt  quam 


28.14$ 

vel  0,00025  partibus  diei* 

VII.  Annus  Tropicus  continet  365  dies  atque 
praeterea    s^  48'  48''  =:  o  ,  242222^  •  •  • 

309^8       109        .,       ,.  . 
c=  r^ —  =s  — •   partibus  diei. 
86400      450  *^ 

odices  sunc  o;4;7;i;3;i;2 

o     I      o    I      78      31      39     109    _ 

^ract.  part.  r;-';r;r;— ;—  ;-^;-^;  —  ^* 

^        I  '  o  »  I  » 4  »  29  *  33  •  128  '  161 '  450 
In  ephemeridibus  Julianis  usurpatur  prima  Frae» 

tio  -  ,  quoniam  annum  ponunt  esse  365-  dio* 
4  4 

rom.    Sed  in  ephemeridibus  Gregorianis  annus  est 

97 

365  —  dierum ,  quoniam  singulis  quadringentis  an- 
400 

97  lOOJr 

nis  97  dies  incercalantur.    Sed  -=^=:— ^.    £r« 

400      450 

go  differt  a  vero  --—  diei, 

3600 

Si  annus  Tropicus  foret  365'  5*  48^49'  Fractio 

20929  ,.  . 
esset  --^^  dici. 
80400 


^|t    P*  IL  C.  IV.  Sect*  IV.  DB  FoACTiomBai 
fndkfli  sunt        e;4;  7 ;  i ;  3  ;  i  ;  x6  ;  x    ;   i  ;  15 

irract.  P«-  x'o^i'4^a9'33'ia8'i6i'a7oA865'5569'M4^^ 
ubi  priores  quinque  Fractiones  eaedem  suut,  quae 

97 
antea.    Fractio  ^  in    ephemeridibus  Gregorianis 

400 

difiert  a  Tera  Fractione  — ^  diei. 

3756 

$.  495.  jfmmady. 

De  hoc  usu  notanda  sunt : 

f* 
2.  Si  quis  numerus  Fractus  -  interposltus  esc 

inter    duas    Fractiones    partiales    sibi    proximai 
TT  et  rj—  ^  adeo  ut  major  sit  quam  alterutray  mi- 

p    V 

jDor  autem  quam  altera ,  erit  ejus  Denominator  /  ma- 

C»+) 
jor,    guam  major   Denominator    f    harum  dua* 

rum  Fractionum  partialium. 
<»+0 

Sit  «enim  /^  major  Fractio  partialis ,  quae  igi- 

P 
tur  nrijor  est,  quam  vera  Fractio  (S*  270.),  cr- 
't0^O  C-+0      CO 

8^  7  <^)-  ^***°  ^''^^°'  '^'  C^)  ~  c5  =  c^c^+o 

/>  P         P       P    P 

co 

($.  474.>,  erit  C    -  ^^  <  -5;^^,  »ive 

/  f    f 


CONTINUIS»  533 

r^  —  T/  <  rjT7>*  Quoniam  autem  r  ^ — t/  est  nu- 

P 

merus  integer  positivus,  erit  s  >  p. 

C») 

Eadem  est  conclusio  si  —  major  est  Fractio  par- 

P 

tialis,    Tura  enim  -  >  r~ ;  ergo 

P 

C«) 

T     r  ^      I  CO    CO         s  (»+0 

CO— r <C^^70005  ^'80  rx -/)  r <^j,  ergo  / >  ^ 

P  P    P  P 

ft.  Quare   inter  duas   Fractiones  partiales   sibi 

proximas    nulla    interponi    potest    Fractio,    hisl 

quae  liabeat  majorem  Denominatorem ,  quam  ipsae 

Iiabent* 

G) 

3.  Ergo  quaelibet  Fractio  partialis  ^    verius 

P 

indicat  valorem  totius  Fractionis,   quam  quaelibet 

alia  Fractio,  cujus  Denominator  minor  foret,quam 

ejus  ipsius  est* 

4*  Seriem  Fractionum  partialium   in   duas  Se- 

ries  dividere  possumus : 

CO  C)   Csl         C=-+0  CO  C4)  CO  Cj») 

Py  P,  JP  .  .  .    P    ,  atque  F^  P^  P  .  .  .   P 

ex  quibus  alterutra  Series  est  crefcehs,  cii(jus  sin« 

guli  termini  tota  Fractione  minores  sunt^  altera 

decresceas,    cujus  singuU  termini  majores  sunt, 

Yyy  Te* 


3 


J34    P«  ^I*  C^ JV.  5ect.  IV.  DE  Fractionibus 

veluti  ($.  494*  V.)  Series  crescens  numeri  c  est 

^'  8     19    io6   1264  arai    36145 

i :  -, :  ^  1  —  :  — —  ;  ; etc.    oaies  tu« 

3      7      39     465    loo^    13297 

II    87    193    1457   4178 
tcm   dccresccns  est  3 ;,  —  ;  -  ;  — ;  — - ; . 

4    3^     71     536     1537 
.«5*  Si  quaeritur,  quinam  utriusque  Serid  termi- 

nis  interponi  possint  termini,  ita  defimtur. 
Forma duorum  terminorum  sibi proximorumucrius> 

C»+0     C») 

que  Seriei  est   5^5  et^- 

P        P 

C«+a)        C-+0    CO    C«+0      C-+0  co 
Est  autem  t  :s:m  v  -^  v  ti  p  z=im  p  +  p. 

C»+0  CO 

Sunt  igitur  1»  —  i  termini  intermedii  >  ^  ^  ^^  • 

C»+0  CO  * 

P+P 

Ci+0   CO      C»+x)  co  c»+o  co 

(»+,)  co  '  c»+o  c»)  •••  C»tO  CO* 

ap  + />         3/>  +?  («»—0   />  +  /> 

Index  f;3 ,  si  non  cognitns  est ,  hoc  modo  reperitur : 

C«+0     C") 
5r        TT  A  COC«+0  C»)C»*0 

^*^  CJJT0~CO=COC^ '  ^''SO --/ ==  P     T— sr    /> 

P         P      P     P 

CO  Z'  c«+o    co^      co  /•  c«+o    c-x 

=  p   \jn   T    +»-y—  y    V.w^+    p^ 

(C«+i)      (»)v 
P         P^ 
=  ^  &$•   4740«     Quare  m  -=,  A^    subtractione 

facile  feperitur,   atque  est  unitaSy  si  nullus  est 

cerminus  intermedius. 

Exem^ 


C  O  N  T  I   N  U  I  S.  535. 

Exmplum   hujus  calculi  nobis  praebeat  nume« 

a       8 
rus  c  ($.  494.  -IV).    Inter  -  et  *-  unus  est  termi- 

5      .         II        87    ■      . 
nus  medius ,  qui  cst  - ;   inter  —  et  —  sunt  m^ 

^  4        32 

^..  30  49  68     .        106      1264         299  49» 
tennedii  -  ;-^;-  ;  inter  —  et  -—^  sunt  — ;  —  ; 
111825'  39       465  110181 

— ;  — ; •  Quare  Series  adscendens  est  -V^t 

»5»  3^3    394  *    ft 

8  ^  19^  106  ^  299  ^  492  ^  685^  878^  1071^  1264 
3 '  ^ ' '39  '  iio' ^^ '  ^5-' ias' I94 '  4<55 

Series  descendens  est  7;  -^;  -  ;  ^;  - ;  - ;  ~..; 

1'  4' 11'  18' 25' 32'  71  "• 

(•)      (»tO 


In  Serie  adscendente  estr-.  —  ;-rT  == — ■■  ,  ,  ^ 

(»}         (»TI)  V.»)C«+l)> 

P         P  P    P     . 

(•)C»+i)     (»)C»ti) 
vel    T    p  ^  p    T  =  —  i ,  in  Serie  descendente 

(•)(»ti)    C»)C»ti) 

tSt    T      p  p       T  =4-  I. 

Alterum  cxemplum  siippeditet  t  (§.  494.   !.)• 
3        333 

Inter  ^  et  ^   sunt  14  termini    intermedii ,    qui 

•5  47   69  91  -        3*53      103993 

sunt  ^;  2i;  ^;  iL  etc.    Inter  ^  et  -:22Z?  sunt 

815  22  29  106       33102 

.  .    -  ^         ...  688    1043 
291  tcrmmi   mtermedii  — ;  —^. . . 

219    332 

Ergo  Series  adscendens  est  ^  ;-^;Z;;-?jL  j 

I      8     15    tt2    tt9 

113.  £35,  157.  179.  £2J.  ^^  ^.  ?:^.  ?!?  .  iif 
36*  43'  50'  57'  64'  71'  78*^85'  9^'  99  ' 
333.  688^  1043  ^,^     ..  yf^      , 

106'  219    33» 

St« 


53<f    P.II*CIV.Sect.IV.dbFract.Co!it. 

Series  descendens  est  -;-;—;-?;—  ;  l?z  2? . 

i'a'  3^.4'  5'  6'  7* 

^  etc.  \ihijf=i. 
113 

$•  496.  Animadv.  a. 

Haec  -praecipue  sunt   quae  in  his  dementis  de 

FraQtionibus  continuis  boc  loco,  erant  explicanda. 

£  u  1  e  r  u  s  primus  earum  naturam  accurate  inves- 

tigavit,    earumgue  ostendit  usiim  cum   in  Intro^ 

ductione  in  AnaljHn  finitorum  et  infinitorum  ^  in 

OpuscuHs  Analjticis  Tom.  IL  tum  in  Academac 

Pctropolitanae    Commcntationibus  veteribus  T.  IX 

et  XI.  et  novis  J.  XI  et  XVIII.  atque  in  actis 

PetropoU  T.nietVI.     J.  L.  Lagrange  earuot 

usum  in  solvendis  Aequatiunibus  explicavit  in  actis 

Aead.   Berolinensis    (^MSmoires  de  rAcadfynie  de 

Berlin)  Vol.  XXIII  et  XXIV,  quae  commentatio- 

nes  etiam  separatim  editae  sunt ,  inscriptae  K6so» 

lution  des  Equations    numdriques  dc  tous  lcs  de* 

gr6s. Paris  A. VI.  De  iis  etiam egerunt  Legendre 

(^Essai  sur  la  Thdoric  des  nombres)  p.  lai   seqq. 

L  a  m  b  e  r  t  (Beytrage  zum  Gcbrauche  der  Mathe^ 

matik)  T.   II.  aliique.     Hoc   tempore  P.  O.  C. 

Vorsselman  de  Heer  in  suo  Specimine  inau^ 

gurali  ^    de  Fractionibus  continuis  perite  et  doc- 

te  de  iis  egit,  id  sibi   proponens,    ut  inter  Se- 

ries,     quas    dedit  Gauss   in  Comment.    Acad. 

Gott.  recent.  Vul.  11.  novas   invenirer  relationes  » 

quibus  ct  unitas  elFicerecur,  ipsaiumque  usus  ple« 

nior  fieret. 

P.  11, 


S37 


P.    11.    C  A  P  U  T    V. 


D&    NUMERORUM    D  I  V  I  S  O  R  I  B  U  $• 


$•  497«  Congruentia  numerorum. '  Modulus 
e$  Residuumm    Definisio. 

Si  47  dividitur    per  7 ,    prodit   6  atque  Re- 

siduum  est  5,  id  est^=6+  -;  cx  quo  sequi- 

7  7 

47—5  5—47 

tur •  =  6  atque  - — ^  =  —  6  esse  numeros 

7  ^7 

integros;  quare  ex  numeris  47  et  5  alter  est  Re- 
siduum  alterius,  si  Divisio  fit  per  7.  Hac  in  re 
C.  F*  Gauss  in  egregiis  suis  disquisitionibus 
Arithmcticis  (Lipsiae  1801.)  usus  est  his  deno- 
minationibus  et  designationibus ,  ad  rem  accom- 
modatis. 

Si  tf ,  3 ,  ^  numeri  sunt  integri  positivi ,  atque 

a—b 

Quotus  cst  integcr  j  aet  b  dicuntur  esse  con» 

m 

grui  secundum  m ,   atque  alter  alterius  esse  Resi^ 

duum.    Ntimerus  fo  vocatur  modulus^  atque  sem- 

per  habetur  positivus  et  integer.     Numeri  autera 

integri  a  ^  b^  quorum  Differentia  per  m  non  est 

divisibilis    ($•  175O9  dicuntur  esse  iacongrui  se^ 

cun^ 


538  P*  Ih    C.    V.  DE  NUMERO&UM 

cundum   m  ^'  atque  aher  cssc  alterius   mn  Roh 

duum^ 

Congruentia  indicatur  signo  H  interposito  inter 
congruos  numeros,  adjecto  in  Parencbesi,  si.opos 

est ,  modulo  ^  ui  a  'Eb  (mod.  i»)  signfficat 

« 

cssc  numerum  integrum  ^  velut  8  H  ap  ^mod.  7); 
—  8  H  27  (mod.  7).  Ergo  a  n  o  significat  a  cssc 
divisibilem  per  modulum.  St  modulus  non  esc  ^ 
jectus ,  is  intelligitur  esse  m ,  id  est ,  singulis  Diffe- 
rentiis,  de  quibus  agitur,  eundem  ts^^  modulum. 
jfnimadv.  In  hac  Tiieoria  de  Divisoribus  nume* 
rorum,  numeri  universales  a ^b ^k...m^p^x... 
significant  semper  numeros  integros  positivos. 

S*  498.  Coroll.  i. 

i.  Si^H^9  erit  b^za^  atque  si  bs,a ^  erit  ^H^* 

2.  Si  tf H— * ,  crit — a  H  * ,  et si — a  H  * ,  erit  a  H— *. 

3.  Si^H^,  Qntnas,nb^  atque — nws,  —  nb  ^  id 
est :  si  duo  numeri  sunt  congrui ,  etiam  ipsorum 
aequimulta  sunt  congrua  secundum  eundem  mo^ 
dulum. 

Ex  quo  etiara  sequitur:  sigmm  utriusquc  nu'- 
meri  congruentis  mutari  posse^  salva  congrucntia. 

4*  Si as,b  (mod.mn^^emaBb  (mod. /w) ,  atque 
aub  (mod.  n) ;  id  est :  quicunquc  numeri  sunt 
congrui  secundum  Productum  duorum  aut  plurium 
Factorum  integrorum ,  etiam  congrui  sunt  sccun-» 
dum^  singulos  hujus  Producii  Factores. 

5.  Si  as,c^  atque  ^H^,  crit  asb^  id  est:    si 

plu* 


D  I  V  I  s  o  h:  I  B  u  5«  53s^ 

plures  numeri  cum  eodem  numera  congrui  sunt^ 
imer  se  sunt  congrui ,  secundum  eundem  modulumm 

((•  Si  ^ B o 9  etkm  cb B o.  Quare  // h  et  (js±:cb^ 
habent  Divisorem  communem ,  etiam  a  hunc  ha^ 
ifet  Divisorem*  Sed  si  a  €t  b  sunt.  inter  se  primi^ 
etiam  b  et  a±cb  inter  se  primi  sunt.  Quemcun^ 
que  Divisorem  communem  habent  a  et  b,  eundem 
habent  b  et  (a  ±:cb'), 

7«  Sr  na  non  esc  ^  nb^  etiam  a  non  est  b  b^  id 
£st:  si  aequimulta  duorum  numerorum  non  sunt 
^ongrua  i  etiam  numeri  ipsi  non  sunt  congrtd. 

:    %.  a^a  secundum  quemlibet  modulum. 

a—^ 
9«  Si  ^  et  ^  minores  sunt  quam  m ,  —  non  est 

m 

numerus  integer. 

.      .  m     a-^-b 

lo.  St  a  et  b  mtnores  sunt  quam  -  ,  — —    non 

cst  numerus  integer. 

%.  499.  Coroll.  2. 

ti  —  tt  i  km       .  .    . ,  .  »     ^     j     ^ 

—^  z3±* , id est :  j  H ^ ± «»  (xnod,  mj. 


m 
£rgo  forma  generalis  cujusque  numeri  ,  eum  a  eon» 

grui^  est  a±kmj  qui  numerus  igitur  est  Resi* 

duum  ipsius  a. 

%.  500.  Coroll.  3. 

-•^      ,r  a      bk     r    ^  ••• 

.    Sit  r^k+  r,  ergo  -=s  —  + -^ .  Ouare si ex his 
b  b^     ^    n       n      n   ^ 

tribus  numeris  -  ,  *-  et  -*  •  duo  sunt  integri  •  etiatn 

n^  n       tt 

tertius  est  integer. 


540  P.    n.    C.    V.    DB  NOMBROKUM 

S*  5tti.  CohtlU^,    '    " 


.  ,<  ^    ^ 


»  • 


*  Sf  r  =  i^^rj  ent  -  C2  — h  !•  ^'X»  st  ex  ht 

^i;/0^£//  numeris  -  et  -'  aUeruter  est  integer »  ai' 
ter  etiam  est  integer. 

§.  500.  CorolL  $• 

- '  £x  S.  56 K  ^uitur*  jj  /fi  Aequatieribtts  %.i^66tx, 
467  9  ^AT/?^  Fractiotiem  contittuam  eotistituuttt  ^^ett 
per  aliquem  numerum  sont  divistbiles,  etiam 
C^  Dy  E^  F  ...  per  eundem  numerum  sunt 
divisibiles,  atque  si  E  tt  F  per  aliquem  nume* 
rum  sunt  divisibiles ,  per  eundem  numerum  etiam 
divisibiles  sunt  Z),C,^,^,idest: 

1.  Communis  Divisor  numerorum  A  et  B  etiam 
est  Divisor  communis  omtUum  cotisequetttium  Ro^ 
siduorum. 

2.  Communis  Dimor  duorum  Residuorum  si^ 
bi  vicinorum  etiam  est  commutUs  Diyisor  om^ 
fiium  antecedentium  ResiduorM  atque  termitto^ 
rum  A  et  B* 

3.  Kesiduum  ^  quod  est  Divisor  antecedetstis  Re» 
sidui^  atque  igitur  ultimum  Residuum^  est  com» 
munis  Divisor  omnium  Residuortm  atque  termi^ 
norum  A  et  B.  Quare  //  Aoc  Residuum  est  utd* 
tasy  nullus  est  Divisor  communis  ^  atque  Fractio 

t?  jam  ad  tninimos  tcrminos  reducta  est  (i)« 

$•  5o3^ 

(i)  EacU  VII.  Prop.  I. 


DiTisoaiBtJS»  541 

$•  503*  CwolL  6. 

Ergo  continua  Sla  Divisione ,  qnae  exposdta  est 

CO  Ct)  Cs) 
1«  467 ,  468«  ,  qua  reperiuntur  «9,  m,  m  •  •  •  Fractio« 

nis  continuae ,  etiam  maximus  Divisor  communis  re« 

pentur,  velnt:— —  s=i+*— — ;  — — -^=1+—^^; 
'  10081  10081'  3876  3876 

387«  _  ,  ^  1547.  2329_   .  78a    1547  _ .  _^  765. 

•3^9  ^3^9'  1547         1547'  78a  782*  . 

782  17     765  , .  , . 

i— •  =i-H^^  ;  —  =45>  ubi  17  est  ultimum 
7<55  765     17 

Residuum,  atque  Divisor  antecedentis  Residui. 
Ergo  17  est  maximus  Divisor  communis  numero- 

nim  I39S7»  10081,  3876,^329»  J5475  78a,  765 » 
17;  qui  si  dividuntur  per  i7,prodit  8ai ,  593,  &a8,' 
IS7»  91»  46»  45f  I  ^  ex  quibus  8ai,  593  et  137, 
sunt  numeri  primi.  Sed  neque  91  et  46,  neque* 
46  et  45  communem  aliquem  habent  Divisorem. 

Quare  Fractio  — i—  ad  minimos  terminos  reductt 
^  10081 

($•  i8oOf  est  ^  =  11,  2,  I,  1,  I,  I,  45"?. 

593        *•  ^ 

AtveroinFractione^—;—  =  <  1,232,3,1, 1,1, 1,16,6  S 

422699      i  j 

ultimum  Residuum  est  unitas ;  quare  termini  f  nc» 
tionis  sunt  inter  se  primi^ 

5«  504*  Coroll  7.  De  maximo  communi  Di^ 
visore  Polynomiorum  reperiundo. 

Eodem  fere  modoreperiri  potestmaximusDivisor 

commuiiis  duorum  Polynomiorum  universalium  for* 

-Zzz  mae 
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mae  ^( jp)  =  ^x"  +  *jr»-i  •••  4-«+./.  Si  Cocffii 
entes  licriusque  Polynomiicommunem  babencDivii> 
rem ,  hic  separacim  definicur ,  ($•  183.  p.  210.  $.5030 
uci  eciam ,  si  Divisorem  x*  habent  comintmemt  Etffi 
qui  quaerendus  restac  Divisor  maxlmus  commuoiSi 
esc  ipsa  Funccio  x  formae  »xi*  +  ^i^i  •  • .  -f-xx-ff  t 
ubi  Exponens  /x  minor  est,  quam  summus  Ex« 
ponens  in  alcerucro  horum  Polynomiorum*  Qoi- 
re  Divisor  hic  maximus  non  mucatur,  edamsi 
Funcciones  ipsius  x  per  aliquem  numeram  dete^ 
minatum,  sive  per  aliquam  Potestatem  ipsius  x 
multiplicantur  vel  dividuntur;  quod  etiam  saepe 
necesse  est ,  ut  peragi  possit  Divisio  ,  neque  Quo- 
tus  fiat  Fractio* 

Quod  ut  illustretur ,  proponatur  maximus  commu- 
nisDivisor  reperiundus  harum  duarum  Functionum» 
ufc:»*+x* — Sx+s  et  5=7Jp*— iajf+5.  Est  autem 

7^  /  x^  —  6x  +  s  \  3C 

--  =2.r  +  4+3( )=ajc+4  +  ^. 

£  ^^^^\7x^—i2x  +  5y  ^^^  £ 

^      H  /     x—\     \  D 

Sed^=7  +  3o(;;3^3;=7+3og,    atque 

~  =r '  =ix — 5.  Ergo  D=,x — i  est  maxi- 

D  x — I 

mus  Divisorcoramunis.  Etenim  7yf=(ax+4)5+3C; 
i5  =  7C+3o2);C=C^— 5)Z).  Quare  C,  ZJ  et  7^ 
(ergo  etiani  A)  divisibiles  sunt  per  Z)=c — i ;  atque 
C,\5,  A  divisi  per  *— i    fiunt    * — 5,   jx — 5, 

2JC*  +  3*  —  5 ,  atque  Functio  fracta  ^  ad  minimos 

ajc*+^*— 5 

tcrminos  rcducta,  cst ■■» 

7*— 5 

Si. 
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Similiter  si  A  est  =  x*  —  9«*  -^  38**  —  86«» 
+105*— 49  et  5  =  5x*— 36*-^+!  \^^ — 174*4-105^ 

.  ^^A  SC   49B  „  D    C 

ent  -^  =5—9+  ^  i  '^=3S—&7+3oo-^  i  5 

=  7*  — 5  5  ubi  C=7x«  —  33**4-  69J?  —  35 ;  atqiie 
/)  =  **— 4*-|- 7  est  maximus  Divisor  communis. 

Ergo  Functio  fracta  *];  9  ad  minimos  terminos  reduc- 


X^9  est 


B 
x^  — 5**+  11« — 7 


5jc»_i6.r4-i5 
Saepe  jam  ex  primo  Residuo  patetDivisor  commu- 

„,  9^^+53^^— 9^— 18 ^^,  ai7(j:-|-6) 

Tus.ut =9*— 40+— — — —  • 

:c*+iiar-4-30 

sed -^ =J^+5*  Ergox4-6estDivisor  com- 

j?-|-6 

munis,  atque  Functio  est  Ef-Z-fH*.    Ita  etiam 
ftjg»  +  3*  *  +  ^ ^^+  i 

^— X* 2X  X 1* 

S*  505.  Animadv. 

Saepe  utrumque  Polynoniium  &cile  convcrtitur 
in  Producta  ex  Factoribus ;  qua  conversione  statim 
perspicitur  Divisor  communis,  ut: 

28  ai 

3 
-  jpjr»(l6;[p*-|-9;py+iaj*) 

St€- 
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Saepe  ex  Potesiadhu»  Biaoaui  $•  x<4  ct  Bily* 
BDiBil  \.  loS.  atqjOit  9  Pcaducui.  S*  ^«J  ^&^  laL 
alii>ve  licis  expositis,  pateacunt  Divisoce»,  tt- 
que  ita  FVactiones  ad  miniiBDS  terminos  leducuo- 
tur,  vcluti: 

1,  ^         "^^       "^       ;  <i,  ■  ■   =3  ■ 7 iponat 

($• 

3-  ^ — —  =  z— : »4*  — ^4   ^ —  =  irill  C^  ^*^*  ^ 


*»— I  **+*+! 


CS.  iftS.  iftO* 


tf  • — A* — c* — nbc  a—b — c 


a^ — lah^ac-^^b^^b — c) a — a*        ^  . 

a^^b^^iiib^c^    — ;:;5Z^*  (*•  xaZ-a^^ 


CtfX+*\+r2f)*+(^J— **)*+  ^^2— ^*)*+C*«— ^V)* .^^ 

la.  sajg^+j^ 

Qax+by-^z-^dwy-^fr^j-bx-^-cw-dzy-^Caz-bw-cxi-dy^^^aw^ 
'^*  a^-^^-^-c^-^d^ 

§.  506.  CorolL  9. 

Maxinnis  Divisor  communis  plurium  numero* 
rum  a ^  b^  Cn  d^  c  ..  •  eodem  moda  reperihur, 
ut  exposituni  tsc  §>  503%  PrinTnm"  quaeritur  mtsf- 
mus   communis  Divisor   numerorum  a-  et  B^  quf 

sit 


wk  j^  Mtt  Mmeroruni  ^  eC  ^  qui  sit  q ;  deinde 
nuineroniin  ^  et  /,  et  ita  ddnceps.  Aut  reperiun- 
•nr  im»af  prini ,  qid  swm  Dp9f safes  alieufus  n^ 
meI,  ^i  est  m&iinus  onniu)»,  vef  cujbs  Dirf^ 
iORSi  ftdte  reperiuntur,  ttqcre  notefur,  ^i&ia» 
etfnn  Mt  etianr  relfquormn  nnmerorunr  Diviio»^ 
mw  Plpoduermn  ex  Ms^  est  Divisor ,  qui  quaefirnff 
SiniGter  leperitarr  maximus  Divisof  comuranii 
ftorium  PoLynomiorum  universalium »  veluti  Funo 

tfonnm  (pf*);  $'(*};  <?''(*);  <?'''(*)•  Primum 
qfiaeritiic  Divisor  comraunis  maximus  Funotionuoi 
<p(x)  et  $'(*)  ^"^  s^^  -^(^)»  ^um  Functionum 
J(Ar)  et  (?)"(-='^)  fl"*  s**t  -^(^)  ^t  ^^*  deinceps.  Aut 
Fnnaionis  simplicissimae  quaerantur  Divisore^,  at- 
que  definiatur,  quinam  ex  bis  sint  Divisores  reC* 
qtieruni*  Functionttmv 

S*  507«  Theorema. 

%&  m  €st  modulus ,  quilibet  numeros  A  congruus 
mt  etsnr  (hnhuT  numeris ,  ihque  sotts ,  qmrum  aitier 
€xr  hae  Serie  sumpar  es$- :  a,  a^i ,  ^+2  .  • .  ^-H^—  t 
aiter  ex  haeSerie:  a ,  <f— i ,  a — a  •  •  •  ^— («— 'i) ; 
nSi  pro  a  quiliBet  numerus  deterptihatttf  sumipetesSU 

Velut  si  ^=98,  11=4:  atque  /mssso;  Seiiitt 

sunt  4,  5,  6  ..  •  ffj,  atque  4.  j.i  •••  —  15; 

98H18H  —  2(mod.  Ao).  Si^=43  9ii=8,/77=io^ 

erit  4331353^    Si  1^=40,   A^vi^  ^=io» 

erit  i2H32H4a. 

Demonstratio. 

i.Sit-^tf.  Ponamus •  =*+^s=A4*x— ^-^^ 

ubj 
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ubir<i7;;  ergo  "t^^O _ ^  ^^^—  C^>~W> 

^f  m 

c=*-Ki  sunt  numeri  integri;  id  est  ^E^-hree: 
-rfS^H-r  — OT.  Quoniam  r<OT,  prior  numen» 
cx  priore,  posterior  numerus  ex  posteriore  Seric 
desumtus  est,.  Patet  autem  ex  singulis  his  Serie-^ 
bus  unum  solum  numerum  cum  ^  posse  esse  cont 
gruum.  Ponamus  enim  etiam  esse  y^Ra+^suhis^m. 

Tumforet^^=-i^  = 

m  m  m        ^\  m  J 

numerus  integer ,  itaque  etiam  -=•  integer ;  quod 

fieri  nequit ,  quia  j  et  r  minores  sunt  quam  m 
CS-  498.  90-  Ergo  non  tst  A  '3.  a  +  Sy  atque 
igitur  etiam  non  est  ^e^  +  x  —  m. 

11.  Sit  ^<a.  Ponamus  ^=*+-=;t+i«^2rri 

^  ^  \  m  J 

— — \ );  quae  sunt  formulae  praecedentes , 

siy^et^  nirgativi  habentur.  Ergo — ^s — ^^-f-ret 

— /f  S  — a — Qn — r) ,  vel  yf  H  a — r  et  y^  s  ^4-ot r. 

Prior  numerus  est  ex  secunda,  posterior  ex  prf- 
ma  Serie ,  atque  eadem  rationc ,  qua  antea ,  colli? 
gitur ,  ex  singulis  liis  Seriebus  unum  solum  nume- 
rum  cum  ji  posse  Qsse  congruum. 

§•   508.  Coroll.  I.  Residua  minima^ 

Definitio. 

Residua   dicuntur  minima^    quae    minora   sunt 
fuam   modulus  m,    eaquc   cujuslibct   numeri   sunt 

duo  ; 
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duo;  Residuum  poshivum  t  atque  negatiyum 
—  (m—r),  Haec  igicur  sunt  ex  duabus  his  Ser 
riebus  (J. 507.)  ubitf=o;  o,  x,  a,  z...m—t 
acque  jo,  — I ,  — a,  •  .•  — (/»— i), 

S*  509.  C^r^/A  s.  Residuum  absolutc 

minimum. 

Si  haec  Residua  inter  se  aequalia  sunt,  noti 
habita  ratione  signorum,  id  est  si  r =10—^9 
erit  rzrL\m.  Si  inaequalia  sunt,  altcrum  majus, 
alterum  minus  est  quam  \m.  Q,uare  Reslduum 
absolute  minimum  dici  potest  id  Residuum^  quod 
minus  est  9  quam  dimidius  modulus. 

S.  510«  Coroll.  3. 

Sit  -  =*  +  -  et  -  =^  +  -- ,  ubi  r.ct  r'  sunt 
m         ^  m     m  *  m^ 

minima  Residua.    Quare  -    ■-  =  k —tf + — 

m  m 


Sed  quoniam  r—r*  <  m,  A  ti  B  non  sunt  con- 
grui,  nisi  r^r^,  Ergo  si  -^H^,  erit  rzzir* j  ct 
si  rzzir^j  erit  A'3,B^  id  est:  numerij  inter  sc 
congruij  minima  eadem  habent  Residua^et  rursus^ 
si  minima  eadem  habcnt  Residuaj  congrui  sunt% 

§.  511.  Thcorema. 

Si  Jl's.a^  B^bj  Cbc^  Dud^  etc.  erit: 
1.  A — Baa—b;  B — Cub — c^  etc. 
1   -rf+fl  +  C+JD  •••  Ba  +  b+c+d  ...; 
. ,3.  ABCD  ...  S abcd;  4. ^»  S ^»  j  iS»  g*»  etc. 

ubi 


$4$       P*  U.  C  V.  BB  NoMnu&uM  . 

Vbl  ^9   ^9    ^««*   ^9    B  ^  C  m  •  m    Ctli   #001    I 

iocegri  et  positivL 

Dm9nstrafio, 

Quoniam  Dumeri  sunt  congrui,  erit  >  "^aij 


=*";  =i:"t  €ic.  Quare: 


m  m 

m 


fs;  +  kf+k''+k"\..i  id  e8t«^+^+C4-/>*.« 
Ua  +  b  +  c+J  ••• 

3.  ^=w*  +  tf;  Bzismk^+bi  C=:mkf'+ei 
D=imk^"  +  d^  etc.  Ergo  Prodnctum  ^BCD..^ 
(ut  S*  108.)  Iiac  fonna  repraeaentari  potest  jfBCD  .^ 
=PmP+QmP't ...  +Um+fF;  uhi  Pzsikfi^y^ .^ 
atque  ^=  tfir//  ••  •  Numeri  jg,,  i!.  .  •  •  U  sunt 
Integri ,  atque  p  indicat ,  quot  sint  Pactores  Pro* 
ducti. 

^  /1BCD  jy     ^  n 

Ergo  . .  •  =  PmP'^  +  QmP-^+Rmf-t+... 

m 

-^     fF  ^BCD...^fr    ^ 

+  U+^  ;  atque  — — —  est  numenisiB- 
m  m 

teger ,  id  est  jiBCD . . .  H  aM. . . 

4.  Sit  ^znBsaCssDzs: . . .  atque  ii  /  i  «r.  • . 
ergo  y/5CZ) ...  =  -^*  et /?*^^.  • .  =a» ,  ubi  »  indi* 
cat,  quot  sint  numeri.  Ergo  /f»Ha*;  -fl*2*»  etc. 

$.  511.  CoroU.  i. 

SljiBaetBB^^  erit  ^«  — -^f  S  ^  — -^; 


t>  i  V  i  s  o  k  1  S  0  1  $0 

jfi^+B*aa»+i^i  autetiam  ^»±5fB«*±W* 
Si  ^<»  non  est  B^*»  non  est  ^s^.  Velut  si  f  est 
modulus ,  erit  5  s  —  ^  9  atque  lo  s  3  ^  quartf 
ft5±iooE4±9;  25±ioooB4±a7. 

$•  513«  CorolL  su 

sunt  Exponentes  integri  et  positivi ,  atque  ipsi  s^ 
dantur   quilibet   valores    definiti    a^  b^  c^  d  ..4 
eodem  modo  quo  $«  370  ^  ita  ut  sit : 
PzssJa^+BaH+Cay  .  •  •  ;  P'=Lrf**+J**+e*y4-..4 
erit  Pz^' 9  si  0  s^.  Nam  si  ^ s ^9 erit  Ai^  s  ^^ ) 

Ba^  z  Bb^y  etc.    (§.   51X.  4.) ,    crgo    -^ 

Ja^—Ab^      Ba^^Bb^      Cay*^Cb> 

cs — +■  r   + +••• 

m  m  m 

Secundum  membf um  Aequationis  est  integer  nu** 
tnerus ,  ergo  etiam  primum  inembrum. 

£x  hoc  edam  sequitur,  P  ti  F  esse  congruos 
immeros,  atque  igitur  eadem  habere  Residua  mi- 
nimay  si 
iotiescunque tf est I        \%    •  •ip        i-^i         i^ 

b  cst  i±ikm ;  2dizkmip±ikm  j  — i±ibi }  -^-fsi^^ 

5*  514«  Corolk  3« 

Significent ,  in  formula  $.513,  (pCO ;  ^(a) ;  (^(3)} 
(J>(p) . .  .vz\oTe&  ipsius0(j;),  si  s  fit  i , 2, 3.  •  .o. 
Pitct  ^(p)  et  0" p+m)  ^  esse  congruas ,  atqueeadeiii 
habere  Residua  minima  ($.  5i3.).  Ita  sl  mt^j^ 
(pC—6)  et  $(1);  (PC— 5)  et  0(2);  (?)(— 4)  et  0(3> 
etc.  sunc  congruae*  Quare  si  ini  0(jr)  pro  x  ddn« 
ceps  ponitiir,  /,  ^+i,  p  +  %  •••  /+11  ;«« 

Aaaa  iM 
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ittt  i-r-P^  ^  ±1  *  — i> + ft. . .  -^.+ it ... ,  orinmfir 
ecriedi  m  tenninomin»  in  quilw%t«9e».poHmi| 
c^  9  quae  eK  dutbu^  a^uolibiu  Pocij^is  CQffeosiF 
tae  sint, 

Sit  V.  c.  0(ar)  =  (jH-i)*  atque  «ss:?* 

Sit     jp  =o  ;      I  ;      a  ;      3  ;      4  ;      5;     6;    7- 

Ergo(p(.i)=i  ;      4  ;      9  ;    i^  »    »5  i    36;  49;  (5t« 

r  =1  ;      4  ;    ^  ;      a  ;      4  ;       i ;     o;    1« 

Sit     X  =0  ;  — I  ;  — 2  ;  — 3  ;  — 4  ;  — 5.— 6;Hr* 

Ergo<p(x)  =  i  ;      c  ;      i  ;      4  ;      9  ;    1«;  «5;  *5- 

r  =1  ;      o  ;      i  ;      4  ;      a  ;      s;     4;    Ih. 

'  Hac  ratione  cemitur ,  Pcriodos  Residuonun  esse: 

(«.o);(MsO);(i,o);(i,4,4,i,o);(i,4,3,4,i,o);(i^,a^a^i,o);(i* 

si  M  est 

*;3;4;5;       6       ;         7       ; 

ubi ,  si  m  est  4  et  8 ,  Periodi  ex  duabus  aequaU- 
.bms  Periodis  (i,o)  et  (194,1,0)  constant. 

Similitersi  (})(x)=** — 4x*+3jr— la,  Pcriodi 
Residuorum  sunt: 

o;(o,o,  i);(o,o,  a,o);(3,3,  i  ,3,o);(o,o,4);(a,a,o,2,o,o,  0;(4»4»M»o> 

si  m  est 

a;3;4;5;6;        7         ;         8 

Si  m  cst  6  et  lo,  Periodi  ex  duabus  aequalibus 
-    Periodis^  (0,0,4)  c^  (8,^,^,8,0)  constant. 

5.  515.  Theorema. 

Prodtictum  ah  tx  duobus  numtris  inttgris  ncn 
divisdile  tst  ptr  numtrum  primum  p ,  qui  utroqut 
numtro  a  tt  b  major  tst., 

Dtmonstratio* 

Sit|=i+J;J=*'  +  ^;J=i"+^\..ctc 

un- 


D  I  V  l^  O  R'I  B  U  9. 


5«^^ 


abk+ar      arkf+ar*      arV^r'* 
unde  4«  '    ■       = = =i=  etc. 

P  P        '  f 

Quare  si  abjto  (rnod.  p)  erit 

arZokar^taf^^Zar^^iaf^  ...  nar^. 

Sed  cum  p  sit  numerus  primus,  atque  r<^; 
^  <  ^i  r"  K^  •••  atque  igitur  Residua  roiuima 
magis  magisque  diminuantur,  pervenimus  tandem 
ad  Residuum  r^  quod  sit  i. 

£x  quo  sequitur,    si  ^d  B  o   (mod.  /»)    esse 

ar^       a  .  , 

—  =  -*  numerum  mtegrum  ,  quod  esse  nequit , 

P        P 

ab 
quoniam  p>^;  ergo  —  non  est  numerus  integer. 

P 
Sit  V. c  tf=  6,^  =  8,fo=ii,  unde  —  =  i-h^ ; 

o  ** 

II  a      II  X      «^         .6.8 

-=3  +  j  ; -=5  +  j^.    Ergo  si  — -  cst  inte- 

6.36.26,1. 
ger ,  erunt  etiam  — s  ;  —— ;  —   mtegri ,    quod 

.11       II       11 

csse  nequit. 

%•  516.  Theorema. 

Si  nequc  a  neque  b  per  numerum  primum  p  di* 
vidi  potestj  eorum  etiam  Productum  ab  per  hunc 
numerum  dividi  nequit.  (0 

Demomtraiio. 

1.  Sint  a  ttb  minores  quam  p.  Veritas  enuncia* 
tionis  demonstrata  est  $.  515« 

2.  Sit  a>p^  sed  b<p.    Ergo  sit  -<=iE4--, 

un« 

(1)  EacL  VII.  Prop.  afi. 
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pnde  -  ss*jfc+-  »  «ed  ^  noncstfait^cr(J.5i5), 

quoniam  f  et  &  sunt  minoros  quam  p.    Ergo   ^ 

P 
pon  est  integer. 

3«  Sint  a  ti  b  majores  quam  p.    Ut  antea ,  er!t 

db  rb 

—  =sMh — •     Sed  quonbm  r<^p  et  *>p,  c^ 

^.  &•  sequitur^  non  ess^  numerum  intcgniQi, 

ab 
^tff)  —  non  est  integeF. 

f 

Sf  517.  OMroU.  u 

£x  hoc  theoremate  sequitur  continuo. 

I»  S,i  Broductum  ab  dmsibilt  cst  ptr  numetum 
frimum  p^  vel  a  yel  b  vel  uterque  numerus  pep 
p  es$  divisibilis.  ^i) 

a.  Si  quis  numtrus  prbnus  (^)  ntqut  tst  Factor^ 
peque  est  Divisor  alicujus  Factoris  numtri  cujuslibct 
^cdt...^ non tst  Divisor hujus numtri.  Nam, si id non 

ab              .                        .      (abY 
^t ,  ^-  non  est  mteger ,  ergo  etiam  ^ non  est  mte- 

P  P 

.        (,ahc)d 
ger,  ergo  etiam  non  est  rateger,    et  ita 

P 

deinceps. 

3.  Ergo  si  quis  numtrus  primus  tst  Divisor  aU" 
^ujus  numtri^  Divisor  tst  alicujus  cfus  Factoris. 

4.  Si  quis    numtrus    non    est    Divisor,    ali^u* 

m 

(i)  EucL  y\\.  3;i. 
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jtts  numcri  ^  non  cst  DMsor  allcujus  cfus  Facta* 
ris» 

5t  Si  quis  pumcrus  primus  non  cst  Divisor  ali^ 
cujus  numcri  ^  non  cst  Divisor  ullius  Potcstath 
ejus.  Scd  si  cst  Divisor  PotcstaUs ,  crit  ctiam  Di^ 
visor  numcri  ipsius.  Si  non  cst  Divisor  Potcstatis^ 
non  crit  Divisor  numcri  ipsius. 

6.  Qj/arc  si  p  cst  numerus  primus^  p^  non 
alium  hahet  Divisorcm  primum^  quam  p.    Unde 

patet ,  si  ^  est  integer ,  etiam  V  esse  integrum, 

§.  518*  CorolL  fl. 

Ostendimiis  S*  i?^*9  quemlibet  numerum  iute- 
gnira  iV,  per  numeros  primos  « ,  *,  r , ^,  ^ . . .  in- 
ter  se  diversos ,  ita  posse  designari :  Nzzsa^b^cfdi  ,.,, 
ybi Exponentes m^n^p  ^q sunt numeri  positivi inte- 
gri ,  qui  possunt  etiam  esse  o.  Jam  addere  possumus  ^ 
cujuslibct  numeri  cssc  unam  solam  qusmodi  desig* 
nationcm  per  numeros  primos  ;  velut  nulliis  ex  nu- 
jneris  ab  unitate  usque  ad  looo  alio  modo  per  nu- 
meros  primos  designari  potest ,  quam  quo  factuiu 
^t  p.  aoo — ao6,  ut  936  =  2* .  3*  •  13.  (nam  or- 
do  numerorum  non  aflTert  mutationem).  Ratio 
hujus  rei  per  se  patet.  Nam  31  est  alia  designa- 
tio  ejusdem  numeri,  haec  a  priori  dilTerre  potest* 

I.  Vel  quod  ei  insit  aliquis  numerus  primns  p^ 
qui  non  inest  priori  designationi ,  vel  quod  ipsi 
desit  aliquis  numerus  primus,  qui  insit  priori. 
t^eutrum  esse  potest ,  quoniam  tum  idem  nume* 

rus 


i 
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n»  Npetp  6Mdi  possit  ^  atque  noa  possit  ($•  516O  $ 
quod  sibi  repugnat. 

ft.  Vel  quod  Potestas  alicujus  numeri  primi,  ut 
«^  sit  in  alterutra  designatione  tf"»,  sed  a"^  in 
ikenu      Dividatur   JV  per  a».     Tum  autem   fit 

ut  in  priore  non  reperiatur  numerus  ^  9  qui  est  in 

N 
posteriore.    Ergo  idem  numerus  — ,  qui  est  inte* 

^er,  per  a*  divisibilis  foret  atque  non  divisibilis, 
quod  sibi  repugnat.  £rgo  una  sola  est  designa- 
tio  ejusdem  numeri  per  numeros  primos. 

S*  519«  Coroll.  3. 

Ex  Corolh  2«  sequitur: 

!•  D  esf  Dhisor  numeri  N,  si  neque  alios  nu* 
meros  primos ,  neque  eosdem  numeros  primos  plu^ 
ribus  continet  vicibus ,  quam  N  continet. 

2.  Si  aliquis  ex  Divisoribus  numeri  D ,  qui  sunt 
numeri  primi^  non  inest  numero  JV,  aut  non 
toties ,  quoties  est  in  D  ^  N  non  est  divisibilis 
per  D. 

3.  Rursus ,  5/  N  non  est  divisibilis  per  D ,  col* 
ligimus ,  aliquem  saltem  Factorem  ipsius  D ,  qui 
est  numerus  primus^  aut  noninesse  in  N^  aut  non 
toties ,  quoties  est  in  D. 

4*  Numeri  A  et  B  sunt  inter  se  primi  ^  yelFractio 

21  ad  minimos  terminos  est  reducta  ($.  loS.)»  ^'  nul- 
lus  numerus  prtmus  in  utriusque  simul  designatione 
rcperitur.    Tum  autem  aut  uterque  ut  -  aut  A 

50* 


DivisoRiBUH  5^11 

sohis, ut  ■■   ,  aut  B  solus « ut      ■   ■■ 

(^mbncP    ...  '  H 

a^b^  Cf    mm  % 

aut  neuter ,  ut --—-—— •  ,  est  numerus  pnmusy 

^»  p*  y  *  •  •  • 

ubi  nulli  ex  numeris  ^ 9  6,  ^  ••  «^,  /3,  ^  «.  • 
sunt  inter  se  aequales. 

AC 

5.  iSif  A  ct  B  sunt  imer  sc  prkni^  a$quc  -7 

B 

essinugfir^etiam  jx  est  integerm    Universe  si  pro* 

ductum    ABC .. .  M   est    primum    ad    jP    sed 

ABC...M.N  ^         ^.  .       . 

p  est  mteger,   jP  est  Divisor  ip- 

sius  N. 

6.  Si  Nzo  (mod.  p)j  atque  Nzo  (mod.  ;),. 
erit  Ns  0  (mod.  /y) ,  si  ^  et  y  sunt  inter  se  pri- 
mi,  id  est:  Si  p  et  g  sunt  Divisores  numeri  N 
nequc  communem  habent  Divisorem  ^  Productum 
pq  etiam  est  hufus  numeri  Divisor. 

Nam  si  p  et  jT  sunt  numeri  primi,  in  designa- 
tione  numeri  N  per  numeros  primos  reperiuutur» 
Si  non  sunt  numeri  primi ,  omnes  numeri  primi 
qui  sunt  Factores  eorum  in  ista  designatione  re* 
periuntur ,  atque  bi  omnes  sunt  inter  se  diversi , 
quoniam  p  ^t  q  non  babent  communem  Divisorem» 
Quare  necesse  est  numerum  N  divisibilem   esse 

per  Productum  pq  j  veluti   — ^  s  486 ,    atque 

6804  6804        a*.  3*.  7 

7«.  Cum  idem  valeat  de  ^uotlibet  Qumeris  inter 

se 
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se  primis ,  colliginius:  Si  p,  ^»  ^»  x  • .  •  nonha^ 
bcnt  Factorem  communem^  atqae  singuU  $unt 
Diyisores  numeri  N^  eti^m  ipsorum  Productum 
pqrs  •  •  •  est  hujus  numeri  Diyisor. 

8.  Cum  autem  quodCumque  valetde  fiumero  If^ 
etiam  valeat  de  ^ — b  sive  de  duoifum  nutnerorunl 
DiSerentia»  sequitur. 

«•  Si  azb  (jnod.  p^\  az^  (mod.  ^};  as^ 
(jmod.  r)  etc.  eri$  a%b  (mod^  pqr .  *  •)  sip^g^t..^ 
sun$  inter  se  primi.  Nam  a — b  divisibilis  est  per 
p9  q^  r  ...  ergo  etiam  per  pqr  •  •  • 

fi.  Si  a  et  b  sunt  diyisibiles  pet  p^  atque  agb 

{mod.  q)  9  atque  p  ct  q  sunt  inter  se  primi  ^  erit 

a     b 

7  S  7  Cmod.  q). 

P     P 

y.  Si^  tf  s^  (jnod.  p)j  atqae  a^  b  et  p  sunt  di^ 

a     b  ^      1  P\ 

yisibiles  per  q^  erit  -  S--  fmod.  '^  )•    . 

Veluti  48  3  36  (mod.  6) ,  ergo  -  S  -  ("^od,  3)  , 

id  est  24S  iS  (uiod.  3). 
9.  Si  p  et  p*  sunt  Divisdres  numeri  iV,  atque 

maximus  eorum   Diyisor   communis  est  e^   ita  ut 

N        ,     N  . 
sit  p^em^  p'—em'^  erit  — , ,  ssve  '^tnteger^ 

'^  ^  emm'  pm'        ^ 

Quoniam  enim  N  divisibilis  est  per  em  et  emf  , 

N 
erit  -    divisibilis  per  m  ct  m\  qui  sunt  inter  se 
e 

N 

primi.  Ergo ^  est  integer.  Conf,  §.  i83« 

emm' 

10.   Ponendo  a^^b   in  locum  numeri  N  collt- 
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gimus  (9) :  si as^ (jnod.p) , atqut  asb (tnod. p') , 
erit  anb  Cmod.  — ^. 

II.  Si  a  et  b  sunt  dividbiles  per  p^  atque  aS,b 

a     b    /      ,   /\ 
(mod.  p')^  erit  ^  B-r   \mod.   r^y  ('o}.  NamtfH* 

(mod.  p)^   quoniam  p    est   Divisor   numerorum 
s  ti  b. 

1%.  Si  numerus  N  non  est  divisibilis  per  fw, 
atque  n  et  m  non  habent  Divisorem  communem^ 
nN  non  est  divisibilis  per  m. 

13.  Ergo  ponendo  a  —  b  pro  iVcolligimus:  x/ 
non  est  aUb  (mod.  m)^  atque  n  et  m  non  hs^ 
bent  Divisorem  communem ,  non  erit  na  U  ni 
(mod.  m). 

lA^  Si  p9  q^  r^  s  .  . .  non  sunt  inter  se  pri^ 
mi^  sed  singuli  sunt  Divisores  numeri  N  ^  Pra* 
ductum  minimum  m ,  cujus  omnes  hi  numeri  sunt 
Divisores  ($.  183.)»  est  Divisor  numeri  N;  ut 
6006  divisibilis   est  per  6,33  ct  a6,  vihi  m  est 

6006  ^ 

a  •  3  •  II  •  13 ,  ergo .   =  7  est  Quotu0 

^  ^»       o    2.3. II. 13  ^ 

integer. 

15*  Quare  si  a^b  (mod.  p) ;  a^gb  (mod.  q)i 
aSb  (mod.  r)  etc. ,  erit  aab  (mod.  m) ,  ubi  m 
est  id  Productum  minimum. 

16.  Si  singuli  numeri  A  ^  B  ^  C  . .  .  nullum  ha-^ 
bent  communem  Facturem  cum  a^  etiam  ipsorum 
Productum  nullum  cum  <o  habet  Fq^torem  commu^ 

Bbbb  nem 


JSSS  P.    II.    C    V.  DE   NUMERORUIf 

mm  (4).  Quare  si  Fractiones  -,-*,  —  •..  ad  mi- 

nimos  terminos  simt  reductae  ($•  180.)  ,  etiam  Frac- 

,    /iBC  •  •  •     ,  _        • 

tio  ■  ad  cos  est  reducta. 

a 

a 
17.  St  Fractio  r  adminimos  urminosest  reducta » 

i  ^ 

etiam  [tj    ad  eosreducta  est  (i6).  Potestts  posi- 

Mva  integra  Fractionis  verae  est  Fractio  vera,  spuriae 

autem  est  Fractio  spuria.  Si  r  <  i ,  erit  IrJ  <  r> 

a  /^\*      ^  ' 

sed  si^  >i,crit  \jj    >y   CS-  170.  e.f.^  (i). 

i8.  SiPotcstas  completa  (r)  estintegra^  etiam 

d  /a  \* 

r-  est  integer ,  ;^//  si  (  r  )    «0«  ^/^  numerus    inte- 

gcr^  etiam  r    non     est    integer.      Quare    radix 

numeri    non   integriy     non   potest     esse    integra. 

a  /a  V* 

Rursus  si  r  est  inieger,  etiam  (t- )    est    mteger  , 

a  /a  \* 

scd  si  r  non  est  integer ,  eiiam  f  -  J    non  est  in- 

teger  (a). 


I 


19.  A*  <?•»  wvtf  Radix  numeri  integri  a  non  est 

in» 

(i)  Euclid.  VH.  Prop.  29. 

(2}  £uclid.  VIII.  Prop.  14—17. 
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i     p 

integra^  etiam  mn  estFractio.    Sit  enim  i3f*»  =  -, 

siveFractio.  Ergofj^   =<»  foret  Fractio  (17), 

quod  contra  hypothesin  est. 

ao.  Si  N  :=z  a''  b»  cf  .  m  •  ubi  a  ^  b  ^  c  •  .  . 
sunt  numeri  primi^  atque  etiam  N^l^^  om^ 
nes    Exponentes    divisibiles    sunt    per   A.      Nam 

m    u    p 

l-zza^b^c^  ••.  est  integer,   quod  esse  nequit, 
nisi  omnes  £xponentes  per  i  sunt  divisibiles. 

§.  5ao«  Theorema^ 

Si  termini  alicufus  Seriei  adscendentis  usque  ad 
m — I  ^  ut  i^  p^  p' y  p"  .  ••  m — I ,  quae  continet 
'  omneS  numeros ,  eosque  solos ,  qui  sunt  primi  ad 
modulum  m ,  muhiplicantur  per  numerum  a  ,  qui 
etiam  ad  m  primus  est ,  termini  hujus  Seriei  Pro^ 
ductorum^  a^ap^  ap'  •••  a  (jm — i)  habent  R^ 
siduaj  quae  omnia  sunt  prima  ad  m^  eaque  in" 
ter  se  inaequalia.  Nulli  hujus  Seriei  termini  sunt 
tnttr  se  congruentes  ad  modulum  m. 

Demonstratio. 

Sumatur  9  ex  hac  Serie  Productorum ,  terminus  ap , 
atque  sit  ap::=skm  +  r.    Si  m  et  r  haberent  ali- 

«  n       km+r 

quem  Factorem  communem  e ,  mteger  foret  —  , 

e 

crgo  etiam  -^,   quod  esse  ncquit.     Nam  a  et  p 

c 

6unt  primi  ad  m ,  ergo  etiam  ipsorum  Productum 
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^P  (S*  519«  4O  9  ^u^^  igitur  cum  m  non  communeni 

habet  Factoreni  e.  Q  unVe  R  esiduum  r  est  prhmim  ad  m. 

Haec  autem  Residua  8unt  omnia  inter  se  in* 

acqualia.     Sit  enira  apz^ikm-^r^  ap^zzsk^m+f*. 

Ergo  si  r^ ,  foret  ^^^^    ^  jfc--.jP  ititeger  nutne- 

ru€,  quod  esse  nequit.  Nam  a  est  primus  ad  m^  at* 

que  <-— ^  non  est  mteger ,  quoniam  etpetp^  sunt 
m 

.jDinoret:,  quam  m  ($•  498.  p.).  Ergo  r  non  po« 
test  csse  sr^.  Ergo  irp  et  aj/  non  sunt  con- 
gruentes  (S-  5ioO« 

Exmptam. 
Sit  ^=7,  X0ZS24. 
Ergo  Series  est  i  .    5  •    7  •  n 
SerieiProductorum  7  .  35  .  49  .  77 
Residua   7  •  11  «    i  .    5 
ubi  omnia  llesidua  sunt  incer  se  inaequalia ,  atque 
prima  ad  xo. 

§.  521.  CorolL  I. 

Quoniam  omnia  Residua  Productorum  sunt  in* 
ter  se  inaequalia,  atque  prima  ad  f;a,  eademque 
dicenda  sunt  de  terniinis  Seriei  fundamentalis 
^9  P%  p'  ••  •  ^ — i »  atque  utraque  Series  eundem 
tabet  terrainorum  nunierura  ,  scquitur ,  Rcstdua  ipsa 
essc  termims  h:ijtt^  Scriei  fundamentalis ,  si  ordi^ 
nis  non  habctur  ratio ;  veluti  Residua  ($.  520.} 
7.XI.I.  5.  19.  23  .13. 17,  sunt  termini  Seriti 
« «   $ .  7  .  u  •  13  •  17  •  19  •  93 ,  S(ed  muuco  ordine. 

S-  5aa. 


13  • 

17  • 

19. 

ft3. 

91 . 

110  . 

»33  • 

161. 

19  . 

23 . 

13. 

17. 

..  D  i  r  i  s  o  R  i  B  u  &  s6x 

$.  5M.  Cor$U.  3. 

Ergo  ivri  ttrmiiii ,  alter  ex  Sf  ric  fundamehtali 
1 ,  ^  •  •  •  /71  «^  I ,  altcr  ex  Serie  Prodiicronun- 
a^  Mp  ...  a  (^— i)  BUiBtire,  cvngmefitcs  sunt 
secundum  modulum  m  (§.  510.);  velmi  77  HS 
(Tnod.  fl4.). 

$•  5113.  Cdr#//.  3. 

•  Ex  fais  atque  ex  S*  5ti*  3*  concludimus:  Pro' 
duttum  4x  ttrminis  Seriei  fufidamemaUs    est  cof$* 
gruens  cum  Producto  ex   ttrminis  Seriei  ProduC" 
tuwn^  id  est: 
artp4tp*aff*{tp*''  ...^.fw— i)  h  \.pfp'*p'^*...  im^i) 

Ergo  si  q  indicat,  quot  sint  termini  Seriei  fun- 
damentalis,  erit: 

ai  (I  .pffff ...  (/»—0  )  5  I  .pp'p"y*"*^^  C'»— 0 

vel  ^  H  I  (mod.  /»). 
Ergo  si  q  indicat,  quot  numeri ,  minores  quam 

f7i  9  sint  primi  ad  m^  atquc  a  tx.  m  intcr  se  primi 

af~i  7^  —  I 

sunt,  erit  ■   integer:  veluti  §.  520. 

m  24  . 

5764800 
=3  — —  =240200.  Exempla  suppeditanttabulaep.Si—S^. 
24 

58—1 

r5,iw=:24ergoSeriesesti.5.  7.11.13.17.19.23^^^^^  — -5=216276. 

24 

=7,«e30    ....    I.7.ii,i3.i7.i9.23.29atque =192160. 

30 

118—1  ^ 

W»«?33o ^— .=7145^96- 

30 

$•524- 
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§.  524.  Coroll.  4. 

Si  ea,  quae  exposita  sunt  $•  5^0 — 523.  td- 
hibentur  ad  Serieoi  numerorum  naturalium 
1  •  2  •  3  •  4  ...  ^m — 1)9  ubi  m  cst  numerus  fri* 
musj  patet: 

I.  Si  19  est  minor  vel  primus  ad  i»,  nulli  termi*^ 
ni  Seriei  Productorum  ^9,  fii9 ,  3^ ,  4^  •  •  •  ^m—i')^^ 
supt  inter  se .  congruentes.  Omnes  igitur  babent 
Residua  inaequalia» 

a.  Series  horum  Residuorum  est  ipsa  Series  nu* 
merorum  natiiralium  i  •  2«  3  •  •  •  (m—O 9  ^i  or-. 
dinis  non  habetur  ratio^ 

3.  Bini  termini ,  non  vero  plures ,  quorum  alta 
ex  Serie  fundamentali,  alcer  ex  Serie  Productorum. 
sumtus  est,  sunt  congruentes. 

4,  est  integer ,  vel  «*"'  H  i  (mod.  1») ,  si 

m  ^  ^ 

m  est  numerus  primus ,  atque  a  est  minor  quam 

fw,  vel  primus  ad  /72;   . 

.    Sit  ^  =  2 

atque  CT  =  i;3;5;7;  11;  13  ;    17;     19    ;     23. 

^^^^   ~^ —  estz=:o;i;3;9;93;3i5;3855;i3797;i823(i 
Sit  fw=:5 
atque  tf  =  2;3;4;     6    ;     7;«;     9    ;" 

crgo  — - —  =  3  ;  16  ;  51  ;  259  ;  480 ;  819 ;  1312  ;  291 

§.  525.  Animadv. 

Ex  J.  X28. 16.  ct  J.  267.  patet,  etiam  esse  integrum 

vel 


1  -'• 


ly.t  vxroRiBus»  54$3 


vel  ,  si  i»  et  tf  sunt  integri,  ttque  m  po- 


sitivus.     Est  enim    .  Summa  Progressionis 


Oeometricae ,  cujus  primus  terminus  est  unitas , 
a  est  Ezponens ,  atque  m  indicat ,  quot  sint 
termini.  Quare  €\  m  tx.  a  sunt  integri ,  omnes  ter- 
mini  ^unt  integri ,  atque  igitur  etiam  ipsorum  Sum« 
ma.  Ergo  a^^ — x  divisibilis  est  per  m^  atque 
per  a — i ;  per  a — i  semper ,  sed  per  179 ,  si  i»  est 
numerus  primus ,  atque  a  est  primus  ad  i». 
Ex     Iioc      etiam     sequitur,     integros     esse 

i2Let •      Nam  si    a  est   negativus, 

tf+i  tf+i 

__  fit  J — ^ — -  ,  quae  Fractio  est  — ^ — ,  si  in 

est  numerus  iropar,sed  -— r*       y  si  iw  est  nu« 

merus  par. 

$.  5!i(^.  Problema. 

Proposita  sit  Series  numerorum  naturalium 
1  b  a  •  3  •  4  .  • .  1»,  ubi  I»  non  est  numerus  primus , 
sed  est  formae  a^b»  cfdi  ...  ($.  176.)  definire, 

1.  Quot  termini  hujus  Seriei  sint  divisibiles  per 
numeros  primos  a^  bj  c  m.m  atque  per  ipsorum 
Producta  j  nt  abj  abc  caet. 

2.  Quot  terroini  per  solos  hosce  numeros  pri* 
mos  sint  divisibiles ,  non  per  alios  Divisores  nu« 
meri  191. 

3.  Quot  termini  per  hosce   numeros  non  sint 

divisibiles. 

4- 


>^ 
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4I  Quot  teonini  per  nuUos  honim  --  twtteforuoi 
•    •  • 

divisibiles  sint,  sive  quot*cennini  sinr  pxiaM  ad  m. 

S&ltith. 

Signiaccnt  /(4)^  /(4) ,  /(O  ,  1(0*)  ,  <«&)  .  • . 
qupt  teruiinl  Seriei  i,  a,  3,  4»  ...  •  «  pcr 
a^  b^  c^  ab^  ^c  .  .  .  di visibiles  slnt ,  atque 
y(a)^  T(i>,  T(c)f  T(ii*)  ...  quot  tenuioi  pcr 
iiosce  solos  nuQi^QS  sint  divisibiles.  Veruoi 
4(Don  a),  /(noQ  ^ ,  /(uon  a  non  *) « .  .  designety 
quot  termiui  dividi  nequeant  per  a»  per  ^^  atque 
aeque  per  a ,  neque  per  b ,  caet.  His  ita  ccHistitQtis  a 
simpliciore  ad  magis  compositum  sic  progrediaiiittr. 

L  Sit  tnz:iarfif. 

.•  Ko)=-  ;  /(non^i)  =»»— ^  =«  V"^Jy  ^^^ 

luti,  si  ^  =  9,  Series^est  1.2.3.  .  .  9;  ^=23, 
w^=  3 ,  unde  /(^)  zs  3 ,  qui  numeri  sunt  3,6,9. 
r(non  <2)=9(i — J)=6 ,  qui  nuineri  sunt  i^a)^,^,^,^» 
Si  »2  =  8,  erit<7=ft ;  /»'=4;  /(<7)=24;/(non  /?)=4. 

II.  Sit  mzsLabm'. 

/C«)=  -  ;  /(*)  =  |- ;  <«*)=  ^  » erso  T(<j) 

ergo  /(non  a,  non*)  =  »» —  (7"(fl)+r(*>+-/(a*)  ) 

Sit 


D  1  V  I  a  e  A  I  8  u  I*  j% 

3it  maijo,  eifp  0:s^z^  tz^iitm^mh 

Unde/(ii)sp5,qi4  nunieri  sunt  fty^^tfyS^lQi 

l(f)saft,  qui  sunt  5«lo;  /(a&)sx,  quiest  jo| 

T(ii)c34,  qui  «nPt  a,  4»  ^t  8;  T(*)5=!| ,  qui 

tst  5;  /(non  ^,  npn  t^T^Aj  qui  aum  ii.S«7t9^ 

III.  Sit  m^^iahcnif. 

#(jfc)=  J^=rT(^);  T(^*)=3<4^);p.x(irf^)| 


=  ^ 7-  ~  "^  (fi^^y  Similiter  intcr  se  mu* 

ab       abc      abc^ 


tandis  4etr,  ttque  4?  et  ^,  fit  T(«?)=s— •(>— ij. 

m 

atque    T(A»)  =   —    («  —  x) ;    TCO  ss  *(0 
-  T(afc>-TOi<?)-T(*ff)=a?—  2.(i4^,4.^t> 

Sitniliter  inter  se  commutandis  bttCy  atque  a  et  ^> 

fit  T(*)=^^.(-»-i)(*-i);T(«)=^^(*-iX*-i). 

Ei^o  ;(non  o»  non  h,  non  <;)=/»—  [T(0&O 
+ T(tf)  4-  T(<»*) + T(0 + T(*f ) + T(0+TC«?)  ] 

~  ^  (abc^i-^.  (^~i) — ^.(^^— ij— 4j.(*— i)^ 

191  198 

=«»,0-J)(i-})(i-i). 


Gccc  Sit 
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Sit  «»=3o,  tf=a,  *  =  3»  «'  =  1»  ergo  £?  =  $,  undi 
/(tf)  s=:i5,quisunt  &•  4.  6...  30  T(&:)=i»  qui  est  15. 
t(f)  =10    •    •    •    3*  6.  9. ••30  T(^)c=4 , qui suDt  6.u.il 

•  5.io.i5.*.3o  T(tfr)=a    •    •    «  lo.ao. 

•  6.ifia8.a4.3o   T(tf)=:8    •    •     •    ft.4«8.] 


/(0  =  6 
$(^ai^z=2  s 


t^ac)  =  3 
tibc)z=i  ^ 


•  10.20.30  T(*)=4    •     •     •    3.9.ai 

•  15-30  T(0=2    .     •    .   5.25. 

$(abc):=i  1 9  qui  est  30  t(nona^  non^ , non 0=^ 

I.7.1I.I3.17. 

In Cribro Arithmetico ,  edito  ab  L^  Chernac, 
(Daycntriac  1811) ,  reperiuntur  omnes  nnmeri  pri* 
mi ,  una  cum  istis  numeris ,  qui  sunt  facti  ex  nu« 
meris  primis ,  praeter  eos ,  qui  per  2 ,  3 ,  5  ,  sunt 
divisibiles^     Incipit  hoc  Cribrum  ab  unitate  atque 
progreditur  usque  ad  loaoooo.    Si  quaeritur,  quot 
in  isto  reperfantur  numeri  primi  et  compositi,  fa« 
cilis  est  responsio.    Nam  ^=2,^  =  3,^  =  5, 
fo=ioaoooo,  ergo  i73^=34ooo«    Quare  numems  il- 
lorum   terminorum,    qui  non  sunt  divisibiles  per 
a,  3*  5,  e^^d— J)(i— J)(i-|)  =  i».i.|.| 
=  15  =  272000,    cui  numero  adjiciendi  sunt  ipsi 
A  9  3  9  5  9  ex  quo  fit  272003.   Numerus  paginarum 
in  isto  libro,   est  1020;   ergo  in  singulis  paginis 
universe  sunt  fere  266  numeri  conscripti.    Numerus 
autem  illorum  terminorum  ,  qui ,  quoniam  per  a ,  3, 5 
dividi  possunt,  omissi  sunt,  est  loaoooo— 272000 
=748000.    Ex  his  est: 
T(2)  =  34000 .  8  =  272000       T  (6)  =  34000  •  4  =  1360 
T(3)  =  34000.  4  =  136000        T(io)  =  34000.2=  680 
T(5)  =  34000 .  2  =  68000        T(  15)  =  34000. 1=  340 

T(3o)  =  34000 . 1  =   34C 

] 
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^  IV.  •  Sit  «w  ==  abcd  m\ 

Eodem  modo  prpgredientes  luvenitnus : 
.  Numerus  terminorum,  qui  sunt  primi  ad  abcd^ 

est«(i-j)(i-i)(i-~i)(i-i),  velut. 

si  f»  =  aio,  ^  =  2,  ^  =  3)  ^=^59  ^=7;  hic 
numerus  est  i  •  2  •  4  •  6  =  48 ,  atque  numeri  ipsi  sunt 

1,11,13,17,19,23,29931  ...  193»  1979 199»  »09; 
ex  quibus  sunt  44  numeri  primi ,  atque  quatuor 
numeri  facti  ex  primis,  qtii  sunt  121  =:  ii.  11  ; 
143=13.11;^  169  =  13.13;  209  =  11 .  19., 

§.  5(17.  Coroll.  u 

Universe, si iw=tf '  h* ct di c^ .x:r,{abcde.^fnt ^  eritnu- 
merus  terminorum  Seriei  1.2.3..  /»— i,  qui  ad  m  primji 

«um,  =«.  (f=i)(*Z;)(tZl)(^»)(^).;. 

ubi  /7/  =  « '"*  *»"'  tr/-i  dfi  tf^i  . . . 

%.  528*  C^r^//.  2. 

Si  m^ahcdc  •  •  .,   erit  i7i'=i,  atque  nu« 
merus   terminorum ,    qui   ad  m  primi  sunt ,  est 

(^O  (*-0  (^O  (^O  (^O  . . . 

$.  529.  CorolU  3* 

Numerus    1»  .  (l=i)  (~)  (~)   .  •  • 

r=3  tfi-i  (tf— i)  *•-*  (*  — i)  ^'  (^—1)    •  *   • 

est    ipse    numerus    q    ($.    5^30}    ^uare 

4      ^«-^N*-^^*^        ^j  divisibilis  est 
per  /71« 


ijSti      P.  IL  C.  V.  Afe  NutmmoituM 

Legendre  (^essai  suf  ta  thiorh  dcs  ihmbres^  , 
Tabulam  computavit,  qua  indicatut  PirodUMim 
ft    4    ({    10    12    i6         w— I      ,1^.    n  .      * 

»   5   7    II    13    »7  to 

ics   sunt    omneaf    numeri  primi.      Hac   Tabula, 
%iue    est    Tab.  IX,    q   facile    reperitur»    vdut 
'  %   A   6         qq6 

r^  indicant  omnes  numeros  primbs ,  qui  (praettr  &) 
€unt  in  Serie  i  •  a  •  3  •  4  ...  looo. 

S*  530»  TAe^emik 

St  SC:»}  n  dtsigmstj  quMes  DMsor  st  in  Serte 
ifmurtMU  mmen>rum  i^ii^s,^,**.!!^  rtperi^ 

IflB  tftf  tffl  ^9 

#!/>*,  ^Mrfer^  "'S I9  -1 «  •  ^  "  iAdicasU  matUmos  imi- 
mcros  integros  9  qui  ex  Divisione  nimeri  n  par 
a^oL^^a?..  ct,^  oriumuts  erHt  6Ca)n  z=r- +^4^ — ;4—i .. 


»  n 


velutisi w=  109 »  =  a ,  erit  -= 5 ,  -  =  2 ,  -  =  i  , 

w  A  ^ 

-i  =  o,  unde  1SIC2)  io  =  5-f-2  +  i=:B,  atque  re- 
cr 

verai . 2.  3,4. 5. 6,7.  8  •9.10=2®  C^-S-S^-^-P)» 

Dtntomtrarto* 
Numeri  Seriei  i  ^  42,  3  • .  •  fr^  qui  per  »  tKvidt 
possunt ,  sunt « »  2« »  3^ ,  4;^  . .  •  - .  ^ ;    qui  pef 

ift*  dividi  possunt,  sunt  «*,  2^*,  30^*  •••  -i^^S 

ek  ■ 

et 


k 


DiTisoRiBUft.  54^9 

et  itt  deinceps,  donec  --  nullum  dat  numerum  in* 

ttgrQoi  f  sive  fit  Fractlo  vera.    £x  quo  pers|^ciC4ir 
tauaciatioius  ▼eritas* 

$.  53I.  Corott.  t. 

Hac  ratione  definiuntur  Producta  ex  omnibus 
Dumeris^  qui  sunt  In  Serie  naturatt  numerorum, 
velut : 

L  i.a.3«4...  io=:a'.3*.5*.7. 

[.  i.a.3.4...  ioos=<ft^^3*®.5**.7'^ii^l3'.i7^i9^as^a9*. 

31*- 37^4i*.43*-47*-53  59-6i-67-7i-73-79*83-89-970 

[.  i.a.3.4*..ioooo=(a^^»^  3^^^«.  5«4^^.7»««5.  „9PS  .  ij.ja^ 

I7«a4 .  ipss*  .  «jw ,  ap***  .  31"».  37'^.  4i»4*.43»»^ 

47"^  53'^' .  59'''  •  ^i'^*  •  67***-  71'*'.  73'*^  79"'. 
83^" .  89"» .  97'«4.  iol«^^  103»^  1079».  109^«.  1 13". 

ia7'».  131^^.  137'*  .  139'' .  • .  4978*. 4993*  •4999*« 
5003 .  5009 . . .  997S«) 

$•  532.  Coroll.  ft« 

His  igitur  etiam  indicatur,  quaenam  sit  maxima 
Potestas    alicujus   numeri,   per    quam  Prodactum^   . 
1  •  a .  3  •  4 . .  •  19  dividi  possit ,  veluti  a^^  est  maxi« 
ma    Potestas    numeri    a,    per   quam   Productum 
1  •  a  •  3  • . .  100  dividi  potest. 

§•  533-  Theorema. 

Si  N zna^b^cf  di  ...,  ubi  a^  h^c^  S  ..^ 
sunt  numeri  pritni ,  ratio  DiiHsorufn  hqjm  N  ta^ 
Jis  est ,  ut  eorum  numerus  sit  s::  (^M-i)  OH-t) 
CP+i)  (;+i)  •  •  .  ^f^o  Summa  eorum 

^•♦i_i   >+>—i    i^^K^i    ^+«— t 

i 
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Dcmonstratiom 

Per  se  patet,  omnes  hujus  numeri  N  Diviso« 
res  prodire,  si  hae  Series  inter  se  muItiplicaDtor: 
i+a+a"^ . . .  a*  ,  1+*+**  ...*»,  i^^^ . . ,  4^, 
etc.  dummodo  unitas  atque  numerus  ipse  N  inter 
Divisores  etiam  admittantur. 

Cum  autemprima  Series  i+a+a^  .. . +^a^  con- 
tineat(OT+i)  terminos , secunda  i+b  +  b^ ...  +  b* 
contineat  (/?+i),  tertia  (p+i),  quarta  Qq+i^  ... 
terminos;  sequitur  Productum  (/»-hi)(/7+i)(^i) 
iS+i)  ...  indicare,  quot  sint  Divisores  in  nu- 
mero  N.  Summa  autem  Divisorum,  quam  desig- 
nemus  hac  nota  S.(^N)^  est  Productum  harum 
Serierum,  id  est: 
*$'(iV)=:(i  +  tf  +  tf»...  +  ^»)(i+* +  **... +  3») 

r  £+^+c  •••■T^  J»«*"^ '  '  •  ■  »      ■  • '        * ... 

<? — I       * — I        r — I 

(§•  ao7.).  Velut  si  iV=  60  zr  2* .  3  •  5,  Divisorum 
numerus   est  3.2.2=12.    Summa  horum  Diviso- 

rum  est  —  . ,  -—  =  — —   —  i68. 

I  2.  4  124 

S*  534«  Coroll.  i. 

Si  iVtzz  /^ic^ . . .  vel  si  iV constat  ex  /  numeris  sim- 
plicibus ,  Numerus  Divisorum  est  2.  2.  a  . . .  =:  a* 
.  atque  Summa  Divisorum ,  sive  S{N)  est  =  (^+i) 
(*+i) (^+i) . . . ;  velut  si  iV=  a.3.5.7  =  aio, 
Numerus  Divisorum  est  a*  =  i6,  atque  ipsorum 
Summa  =  3.4.6.8=  576.  Hi  numeri  sunt 
quinque  primi,  1 ,  2,  3 ,  5,  7:  /^x*  facti  ex  duo- 
bus  2.3,  a.5,  a.7,  3.5,  3.  7,  5.7-  quatuor 

&c 
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facti  extribus  a.3*5»  a.3.7,  a.5*7>  3«5«7» 
acque  unus  ex  quatuor  a.3.5.7. 

S*  535«  Corell.  su 

Rursus  9  si  quaeruntur  numeri ,  qui  habent  m 
Divisores,  m  partiendus  est  in  FaCtores.  Velut 
cum  sit  12  =  2 .2.  3=4 •  3  =  6.29  omnes  nu- 
meri ,  qui  habent  12  Divisores ,  sunt  triplicis  formae 
abc^ ,  a^b^ ,  a^b.  Primae  formae  est  60  =  2*.  3  •  5 , 
secundae  est  72  =  2*3*,  tertiae  est  96=2^.3. 

§•  53^*  Coroll.  3. 

Si  quaeritur ,  quot  modis  Nzna^ b»cP..m.^ pos* 
sit  esse  Productum  ex  duobus  Factoribus ,  erit 
numerus  modorum  iC^-f-J)  («+i)  CH"^)  •  •  •> 
quoniam  quilibet  Factor  A  habet  alium  Factorem , 

N 
qui  prodit  ex  Divisione  ->r=fl.;veIuttffo*xtf*mo-. 

dis  Cs  •  2 . 2  •  3)  potest  esse  Productum  ex  duobus 
Factoribus  ,  qui  sunt :  i  •  abc^  j  a  .bc^i  b  .ac^*j 
c  .  abc ;  ab  .c^\  ac  •  bc. 

%.  537.  Coroll.  4« 

Si  autem  numerus  iVest  quadratus,ut  36=22*3*, 
omnes  Exponentes  sunt  ordinis  paris,  ex  qua 
fit,  ut  5(^+1)  C/H-0  C^^+i)  contineat  FractiO' 
nem  |,  quae  Fractio  \  indicat  modum,  quo  duo 
Factores  (ut  6 .^'zz. 36)  sunt  inter  se  aequales ; 
velut  numeri  36,  numerus  modorum  estl:i=4|; 

atque  himodisunt  i  •  36;  2«i8;  3. 12  j^.p-j^.^* 

S*  538« 


tZf.       P.  IL  C.  V.  Di  NimiBAoitiiw 

Si  autem  postulatur ,  ut  dua  Factores ,  in  qnos 
(Uvidatur  Produccam  i^^sint  ioter  se  primif  Summa 
iiorum  modorum  qoq  p^det  ex  ExponcDtibus 
A»  *»  f  >  ^  « «•;  quoniam  v.  c.  a^  distribui  ne- 
quit  ^  sed  uni  soU  Factqri  tribuendum  est.  Quare 
ffi^pa^^.jtxo  simpUcibus  Factoribus  habendi 

sunty  atque  numems  modorum  est  •-  m^i  si  in 

n 

Producto  N  sunt  ;  numeri  primi  (confer.  f •  534«) ; 
vclut  i8oo  =  a**  3*'.s*  in  duos  Factores  18  mo- 
dis  G  •  4  •  3  •  3)  dividi  potest ,  sed  si  Factores  de- 
bent  esse  inter  se  primi,  solummodo  4  modis 
(a5"i),  qui  sunt  i  .a^b» cf;  a».^  c^i  b^^mO^ai 
cf  .a»  b''. 

§•  539'  Corolk  6. 

Si   N^a^^j  erit  bzz:cz=d  ...  =1,    atque 

SCN)  ^3  .yC^")  = =  a'  H .     Scd 

a — I  a — I 

S .  C^«-i)  =  .-^ ,  unde  (a—i^  .y(««-0=  ^"— i  • 

a~i  '  ^         "^  ' 

vel  i+^jJ.C^^-Os/^^  +  ^y.Ctf*"')^»^^^. 

§.  540.  Coroll.  7. 

Quare  duplici  roodo  S.  (^ »)  reperitur  ex  J.  (^*"'}. 
Sit  «32 ,  ergo  SC%)  :=3 1  +a:5;:3  ;  ^(a*)  :;pi+a.3s=7, 
vel  4+Si   *y.(»0=SI  +  **7  =  XS>  vel  8  +  7, 

velut : 


Si 


I>1  V  »S«E«  B  U'fe 
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tefiacepsests:»,»»,  a»,  »♦,  «*,  «»  ,  »'  ,  *• ,  a»  ,  «» 

erit  JC«-)  =  3,  7,  15,  31 ,  53 ,  127  ,  «55  ,  5x1 ,  1023  ,  8<m 

teiliccpstelr=:3,  3S3»,  3»,  3»,  3»  ,   j»  ,  3' »    3»    »  3* 

erit  J(fl-) =4, 13, 40,  lai,  364, 1093, 3ft8o,984t,  89524»^ 

S*  541.  CoroIL  8* 

meras  iispar  ({.  sa50>  'crgo  iSCiio^+O  ^bee  Dl> 
visorem  a+i ;  velut  5(3') =4  •  7 .  13. 

Ad  ea  illustraoda,  quae  sunt  exposita  5«  530—541. , 
adjectmus  Tatmtam  Divisorum  numcrorum  progre* 
•dieattum  usQue  ad  100. 

TabulB  Divisarum  numerorum. 


esc  faiteger,  s!  m  est  iiii» 


ents* 


Qool 

siBt 
Diyitoref. 


.5 

•3 
.7 

.y 


.3» 

.5 

.7 


3 

4 
4 
3 


4 
6 

4 
4 


I 

6 
4 


StiDMnc 
Diyitoraiiu 


7 

IB 
15 

»3 


18 

a8 

«4 
»4 


i 


3« 
3S^ 

3» 


DiiTiaorifi 


■iito 


I 
I 

I 
I 


I 
I 


X 

I 
I 

X 


•  3 
•18 


4 
S 


7fi 
3« 


X 
X 
X 
X 


ft 
ft 

3 


3*  <• 

9* 


7. 14* 


mm 


4«  8.i6. 
3«  6«  9*^8» 
4*  5.xo.fto. 
7.ftX. 


Oddd 


t».  s«  4.  6.  i.  xt.s4» 

iyf3«2fi  4 


M 


97* 
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Taiula  Dlvitorum  ttumtrBtum. 


■.«™™ 

Sumrn. 
UmM.rum. 

— 

07=3" 
a8=a'.  7 
30=«  .  3.5 
3«=»' 

4 
6 

6 

40 

72 
.     «3 

1.3.  9.27. 

1.2.  4-  7.14.28. 

i.i.  3.  5.  6.I0.15.30. 

1.2.  4.  3.16.32. 

33=3  .l"  • 
34=»  -I?- 
35=5  .  7 
35SS".  3' 

4 
4 

4 
9 

48 
54 
48 
9' 

I..3.I1.33. 
1.2.17.34. 
'•5.  7.35. 
f.a.  3.  4.  6.  9.1S. 18.36. 

39=3  •■3 
4==»'.  5 
4»=a  .  3.7 

4 
4 
8 
8- 

ISo 
5« 
90 
96 

i.a.19.38. 

I  3.13- 39- 

1.2.  4.  8.  5.10.20.40. 

1.2.  3.  6.  7.14.21.42. 

45=3".  5 
4li=«  .23 
48=»'.  3 

6 

4 

84 
78 
72 
124 

1.2.  4.11.2244. 

1.3.  5-  9.15.45. 
1.2.23.46. 

1.2.  3.  4.  6.  8.12.16.94.. 

49=^' 

50='  .  5* 
51=3.17 
5a=2'.i3 

.    4 
6 

57 
93 
72 
98 

1.7.49. 

1.2.    5.10.05.50. 

I.3.I7.51. 

1.2.  4.13.20,52. 

5.5=5  -11 
56=2^.  7 
57=3  .19 

^  .  8 
4 
8 

4 

120 
72 
130 

So 

1.2.  3.  6.  9.18.17.54. 

1.5.11.5S. 

1.2.  4.  7.  8.14.08.56. 

1.3.19.57. 

.j;8=2  .fl? 
6o=a".  3  s 
6.=a.3I 
63=3'.  7 
«4=a» 

-     4 
12 
4 
6 
7      . 

90 
168 

9« 

104    , 
»7 

1.2.29.5S. 

1.2.  3.  4.  5.  tf.10.1s.15.: 
1.2.31.62. 

1.3.  7.  9.21.63. 
i,a..4.  |.>6.j2.(S4, 

■D  i  »  Vl-O-B  1  B  «.*  .  : 
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Tebula  ■CMsariim  ftt/mrarum. 


DiTborr.. 

Sunma 
DiviioruTii. 

Divi«>r«<. 

•13 
•17 

•»3 

84 
'44 
126 

96 

1.5.13.65. 

1.3.   3.   6.11.33.33.66. 

1.2.   4.17.34.68. 

1.3.2369. 

•5-7 
•3* 
•37 
•5* 

la 

'44 
I9S 
114 

KJ4 

1.3.    5.   7.10.14.35.70. 

1.3.  3.  4.  6.  S.  9.13.18.34.36.; 

1.3.37.74. 

1.3.  5.'5.=S75. 

.19 
.11 
•3-«3 

■5 

10 

1.10 

1(S8 
1S6 

1.3.  4.19.38.:6- 

1.7.11.77. 

I.a.  3.  6.13.36.39.7R. 

1.3.  4.  5.  8.10.16.30.40.S0. 

■41 
3.7 
•17 

"i 

131 
136 

324 
108 

1.3.  9.37.81. 

1  3.41.83. 

1.3.  3.  4.  6.  7.13.14.3T.38.42.( 

I.5-'7.85- 

•43 

jt 
■3'-S 

12 

13= 
130 
iSo 
334 

l.s.43.86. 

1.3.39.87. 

1.1.  4.  8.11.33.44-88. 

1.3.  3.  5.  6.  9.10.15.18.30.45.9 

■  13 
■«3 
•31 
47 

113 
I6S 

laS 
144 

I.7.I3.9'^ 

1.3.  4.33.46.93. 

I.3.3'.9J- 

1.3.47.94- 

■9 

tl 
S' 

6 
6 
9 

130 
253 

>7' 
■56 
317 

1.5.19.95- 

1.3.  3.  4.  6.  8.12.16.24.32.48.S 

1.3.  7.14.49.98. 

1.3.  9-^'-ii-99- 

1,2.  4.  5.10.30  25.50.100. 
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5»  54S.  Ammmb.  i. 

Eulerus  (Op^riTcrAf  ^m/fl.  T»II.  p.ft7-«i-3a.> 
Tabulam  confedt,  quae  indicat  SuanMA  Piviso» 
rum ,  qui  sunt  tribus  prioribus  Potestndbua  om* 
nium  numerorum  primorum  ^  usque  ad  5)97  progie-^ 
dlentiunu  Hmc  Summam  designavit  per  Prodtictt 
ez  numeris  primis,  ut  Summa  Divisoruu)  nomeri 
5^83^  est  ft^»  3 •  5 •  13 •  41  •  7433» 

5»  543.  Animndit*  %• 

£x  Summa  Divi^orum  allcm'us  nuoieri  orion- 
tur  numeri  amicabikt.  Ita  enim  dicuntui:  bi- 
ni  numeri»  sl  in  utroquc  Stmm§  cmnium  IM» 
visorum  alicrutrius  mmcri  (quibus  tamea  ipsfi 
numerus  non  adnumcFatur)  acqualis  cst  altcri  nu» 
mcro. 

Quod  si  igitur,  ut  autea,  S^a)  et  !?(*)  indicant 
Summam  omnium  Divisorum  una  cum  ipso  nume» 
ro ,  qui  sunt  in  numeris  0  tib  (§•  533«)  t  bi  nimieri 
sunt  amicabiles,  si  S(a) — az=:k^  atque  simul 
S(b) — b^a;  ex  quo  sequitur  iS^tf) z=  *$■(*)  =#-H** 
Duo  igitur  requiruniux »  ut  ^  et  *  sint  amicaWlcs, 
primum  ut  Summa  Diviiorum  sit  cadcm^  dcindc 
ut  hacc  Summa  acqualis  sit  Summ$c  numcrorum. 
Tales  suut  numeri  aag  et  284.    Etenim  iSlCa^o^ 

A        •        4        *        *^ 

at« 


*  • 


J>t  VlS  •Rl  B'V  f» 


^* 


m 


uode  aS(4ftQ)9iSIC«84>s:s  5«4saM0  4^aa4* 

Si  pnu^teret  as^»  efk  ifCA)saiS(^)aM^,  ia- 
yie  mmenis  dicitur  pcrfect^s^  Si  «  ooo  eitsii» 
numerus  major  amicabili»  YQCHttC  r^undmui^  QMOor 
autem  deficicm. 

Bulerus  in  primis  egit  de  Divisoribus  nume- 
tonim  atque  de  numeris  amioafibua  in  Opus^ 
Itit/ii  Analjiicls^  T.  11.  p«  23^107^  kiqfse.  vim 
ip90$  rep^undi  ostendit ,  qm  ipse  iritn  sexa- 
gintt  BnmeKmiB  ami<abilium  parli  eficuk;  es 
quibiM  $(int: 

atque   «* 


I.  a* 
11.«* 

^^Hl.  «♦ 

IV.  a* 

V.  a* 
VI.  ** 

,\U.  a* 

vm.  a* 

.   IX.  a» 

'  X.  3» 
XL  a* 
XQ.  a* 


»3 

17 

47 

«3 

«3 
a3 

»7 

19 

59 

5» 

»9 

41 


47     , 

79 
89 

13*57 

479 
467 

10303 

1439 
1103 

7  •  71 

41 
467 


1151 
•S.5»< 


a* 
a* 


53  •  79« 
53  .  697- 

89  .  187« 

103  .  107. 
167  .  (193. 
149  .  191. 

79  •  8«7. 
5  •  «7  .  31 

199. 

19  .  «33. 


S*  544<  T^eorema. 


Numerus  Nssi  «+*«+«»•+(/«»  .*  +«*•  (^95*^  > 
4ksigtmtus per  ti^di  a,  i,  e,  4  .*•  oMet^f  Sj»' 
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$emaHs\  etijus  ntmerus  fuhiAmenuUts  esi  m  ,  >M» 
sibilis  es$  per  mnmrum  p^  si  a-^-br+er^-^ds^^.n 
per  p  est  diiHstbiMs^  uU  r,  r^,  r**  .  .  .  dem- 
4isns  Residua  msnima  ($•  508»)»  or$a  tx  Dhinms 
. Potessasum  5 ,  «^ 9  je;^  ^  jk^  •  ••  per  p. 

Demonstratiq. 

r^     ^L//         .  ft+br-^cr^-^^dr^... 

P 
Sit  j8?=iJt+^*'+/ifc'' ...  atquc  P=a+br+cr^+dr'\..  ^ 

N  P 

unde  —  =s j2»+  ~  9  ubi i2  ^^  numeras  integer;  er- 
p  P 

go  p  ^5/  Divlsor  numeri  N  ^  si  est  Divisor  Sum^ 

mae  P ,  vel  Na  P  (jnodi,  p.^. 

§•  545.  Problema. 

Definire ,  quando  numtrus  N ,  designaius  juxta 
Systema  Duadicum^  (ubi  igitur  js=  10  secursdtm 
%.  544«)  divisibilis  sit  pcr  a,  3,  5,  6,  7,  11 
eorumquc  Potcstates. 

xSolutio. 

I.  Divisio  pcr  2 ,  4 ,  8  •  • .  a". 
In  hac  Divisione  est  pz^OL^^  ergo 
A^  ^tf + io*+ loV ... +IC"»*' x+io*/ +io*ti  1^4- 
a»  2» 

iJ+io*+io*^...+io""*/ 


l-5-^+a.5*'^'x/+..^ 


irDct  V  i  s  fx^i  B  c^  a» .  579^: 

Ergo^  est  Jnteger,  si ^ 

cflrC  iDt^er ;  id  e3t  9  si.  numerus ,  designatus  i>er  im 
Ii05Uema9  nota» ,  ($•  95O  divisibilis  est  pec  a«F». 

Ita  quidem  ■    ■    ■ »  — 3 —  9  — rr~  ^™^ mt^i^ 

40 

,      &8    856    iiao 
quoniam-  t -^  '  "Tft" 

^  II.  Z)iv/w  per  5 ,  25 ,  las ,  62$ ,  3125  .•.  $¥. 
N    ^ioA+io»£r.,.+io"-'x+io*/+io*+i«+.t^ 

5"  5- 

tf+lo*+io*^.,.+io»-'x      ^    ,  , 

*  £s  -^- +a»/+5.a»+«^«+#.# 

ergo  iVH  « + 10*  + 10»^ . . .  + 10"»"'/  (mod*  5«)  ;^ 

vd  —    est  intigcr^    si  *  *  '    1    ^      f 

5»  5* 

est.  ifiteger ,  id  est ,  ii  numerus ,  designatus  fcr  fft 
possremas  notas^  est  diyisibiUs  per  5»,  vel  si,  boc 
numero  per  a*  multiplicato ,  postremae  m  notae 
redduntur  zero.  Conf.  $.  153.  atque  %.  283. 

Quare  quilibet  numeri ,  qui  desinunt  in  o  vel  5^' 
par  5;  qui  desinunt  in  125,  50,  75,  00,  per  25; 
qui  desinunt  in  125 ,  250 ,  375 ,  500 ,  625 ,  750, 875  ^ 
000,  per  125}  qui  desinunt  in  ^25,1250,1875^ 
2500, 3125 ,  3750 ,  4375 ,  5000 ,  per  625  sunt  divi* 
sibiles;  atque  ita  deinceps  de  majoribus  PotesUiiT 
tibiis  numeri  5. 

III.  Divisio  per  %  et  9., 

In  his  est  r  =  rz=.f''z=i  f"'  •••  =  1  ($.  544.) ,  quo* 
niam  10»  B 1  (mod.  3  vd  9) ,  ergo  Nz  a+lf+e+d+e**^ 
(mod«  3  vel  9^»   Quare.  //  Summa  notasrtim^  gut^ 

bus 
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tmi  4^gmur  H^  dMttHMs  m  fcr  %  y^^^mr- 
merus  ipse  ahnn  pcr  3  vel  9  est  ibvisihiUt;  f^ 
^^  3Mf893«i  Me  ditlBlMii  per  j^  q«oiiitiD  Sta» 
ast^MHitt  9  M  tflt  3!^ )  per  )  cit  cfivisibfiis.  Somaii 
notarum  nuintiC  iis^s^Tt  'M;  36;  qate  cum  divi^ 
tlbills  sit  per  9 ,  iiumeras  ipse  per  9  dindi  potcst» 

jy^  DMsio  pcr  lu 

Si  modulusest  11  =  104-1 »  erit  >oa--^x$  eigo 

xo» Hi?  To*  H  — t ? io*B  1 ;  ttqucnnlTersc  xoa^g  1 , 

ip*"*»H— X  CI*S«0;  trgo  r=s-^ts  f^s=i, 

f^=: —  I ,  r"'  z3 1  etc.  Ergo  iV  s  <»~*4< — die  / 

(mod.  140  ($^5440^  idc8t»sitf4-^4-^+£*— 
(34-^4-/4-*  •  •  0  divisibiiis  est  per    xi  ,  to« 
tts    nmnerus     per    1 1    est     dvisibtlls ;      vdB« ' 
ti  xsx&iSis^  «8t   4tvisibili$  pcr  ix^   quooim 

4±3±8±6±3  —  C6+I+4+I+0  _  g4— 13 

II  II 

Brgo  st  Samma  notarum  ordtnis  paris  aequalis 
iSl  Summac  notarum  ordinis  imparis ,  numerus  cst 
pcr  1 1  tiivisiMis^  DMsibilis  ctiam  cst  pcr  1 1 ,  /f 
difcfcntia  harum  Summarum  divisibilis  est  per  11 , 
ve/  si  vtraquc  Summa ,  divisa  pcr  x  i ,  eadem 
hdbct  Rcsidua  ($•  510.). 

Quare  v.  c,  per  ic  dividi  possunt: 

1«  Omncsfjumcrij  qui  constant cx 0, ,  496,8  •••tti 
fOltts  acqualibus^  ut  ^T^Tm^ 777777»  etc, 

fi.  Omncs  numeri  trium  not(^rum^  ubi  meditis 
numcru^  cst  Summa  cxtrcmorum  ,  aut  ubi  medius 
cst  p,  atque  S^nma  extrcmorum  est  xx ;  mt 
495  •  9«a. 


tr    •^*         •    •  •• 


V. 


D  i;t  I  s  o  R4  B.u  s     :         58« 

Vm  Diybia  pet  %fp^.  . 
Si  tnodulus  est  27,  e»t  lo  H  10;  lo^  H  19; 
lo^  H  I. ;  atque  tum  redcunt  eadem  Residua  mini* 
ma.  Quare  r=3  10,  ^^  =  19,  r''^!,  r^^ssip^ 
f*^  sa  19  etc. ,  atque  Periodus  Residuoram  est 
(r,  r',^")^:  (lo,  19,  i).  Ergo  iVatf +  (10* 
+i9^-H0  •  •  •)  velut  327564  per  27  est  divisibilis^ 

«•nr^;o«  4+6p+95+7+go+S7  ^»43 
^uoniam  "  *  ■  ■  =s  — —  ra  o« 

27  27 

Sed  haec  regula ,  uti  etiam ,  quae  eaderii  ratione 

invenitiir  pro  Divisore  81,  minus  apta  est  calculo. 
Melius  est  primum  inquirere,  utrum  Summa  nota^ 
rum'  per  9  divisibilis  sit  nec  ne,  ^ 

VI.  Divisio  per  7, 
Si  7  est  modulus,  10  H  3J  10*  H  2;  10' h6; 
lo*  H  4;  lo^  H  5;  lo^  H  I J  10''  H  3  etc,  at- 
que  tum  Yedeunt  eadem  Residua.  Ergo  N  S  ^ 
+  (3*  +  2^:  +  6^-4-  4^  +  Sf+g)  •  •  •  Quare  si 
posterius  membrum  divisibile  est  per  7,  etiaia 
i>rper  7  divisibilis  est.  Velut  96861 1469  divisibilis 

9+1 84-8+6+4+30+8+1 8+1  ii 
est  pcr  7 ,  quoniam  ^ >» 

7 

= ~  =2 1 7.    Sed  haec  regula  tantum  requirit  la^ 

borem,  quantum  ipsa  Divisio  per  7. 

Idem  dicendum  est  de  ejusmodi  investigatione 
aliorum  numerorum.  Quare  in  iis  non  mor^mur» 
Quomodo  investig^tur ,  utrum  N  sit  divisibilis  per 
aliquefn  ntimerum ,  compositum  ex  numeris  primis 
^versis,  per  se  patet;  velut  si  Summa  notarutn 
divisibilis  est  per  9  atque  postrema  nota  par  est 
'iittmcruj,  biVisio|)er  18  fieri  potest. 
C  Eeee  tSi^. 
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^.  546.  CmlL  I.  jiliae  propridaies 

numri  9« 

Sunt  alia  consideranda  in  Divisione  per  numentm  9; 
Sit  iV'=fl'+ioA'+ioo(/+...;  P'=^+A'+^+,.. 
2Nr'=tf''+io*''+ioo^'+... ;  P"=^'+*''+^+-.. 
ergo  NnP\  N^nPj  N^eP"'  etc.  Cmod.  9), 
(S-  545»  M0«  Sint  denique  r^  f* ^  r^' ^  f"^  ... 
Residua  ex  Divisione  numerorum  N^  iV',  iV', 
^iV'"  ...  per  9.    Ex  quo  colligimus : 

i.  N  ct  P  aequalia  habent  Residua  minims  r 
CS*  510.),  fV  ^j/;  Kesiduum  cx  Dimione  numeri 
N  per  9  aequale  est  Residuo  ex  Divisionc  Summac 
notarumper  cundemnunierum^  veluti  ^SS&isetso, 
jdem  habent  Residuum  a  ,  si  Divisor  est  9.  Idem 
cst  dicendum  de  N'  et  /^',  de  N"  et  P",  caet, 
.    a.  Si    N=N'  +  N''  +  N"'  +  N^''  .  .  . 

P  est  H  P'  +P''+  P'''+P'''  ...  CS-SiiO 
^demque  habent  Residuum  r. 

Haec   regula   inservit    invescigando ,    an   vitium 
xomniissum  fuerit  in  Additione  numerorum.    Nam 
si   Kesidua   sunt  inaequalia^     yera   Summa    non 
est  reperta. 
Sit  N'  =23648,ergo  jP'  =  23, Residuum 5=1+3. 

N'' =15:^275     .    .     i^''  =  22      •      .      .      4=2+2. 

■       iV^''=   6387    .  .    P'"=24     .     .     .     6=2+4. 
N^^z^i      539    .  .    P''=  17     .     .     .     8=1+7. 

N  =831149,         P  =32    .    .    .   a3 
sed  23  et  32,    divisi  per  9,  idem  habent  Resi« 
duum  5.    Ergo  cx  hoc  experimento  saltem  verisi- 
mile  fit,  non  esse  commissum  vitium  in  Additionc. 


:    DxvrsoAiBUs*  585, 

3»  Eadem  regula  inservit  Subtractioni*    Nam  si 
NsnN^-^If^  entPa F—F\  atque  rz^r^^r"] 
($•  51*0-   Ergo  si  Subtractio  fucrit  ritc  peracta  ^, 
Residuum  ipsius  P  est  r^  —  r". 

Velut  N'  =897344 ,  ergo  P'  =35 ,  atque  r'  2=8=33  -W. 
N''=i  97384     .  .  />''=3i      •  .  /^'=4=3+14 
50  A=:iV'— iy"=79996o     .  .  />  =40     .  •  r  =4=8— 4^^ 

4.  Usurpatur  in  Muhiplicationem 

Etenim  sit  N^N'  N".     Quoniam  N*zP'nr\       i 
atque  N"  s  i>"  S  r",  erit  N  z  P  H  P'P"  S  ^•'r''. 

($.  511O. 
Ergo  Residuum  ipsius  P  ess   aequale    Residuo 

Producti  r'  r^. 

Sit  iV'  ra  3^7^859 ,  ergo  P'  =  40 ,  atque^r'  =  4. 

iV'=  130076     ..    P^^zsiy     ..    ^^^=8. 

=  iV'iV"=  42(1140711284    ..    P  =41     ..    r  =5. 

ubi  Residuum  Producti  r'  r^'  :^  32 ,  est  5. 

N 

5.  Idem  fit  in  Divisione ,  quoniam  iV^  =  ^^ : 

Sit  iV  =  1114869145005,   ergo  P  =45,   atque  r=o. 
iV'=  385  .  .    P'=:i6      .  .      ^^=7. 

'=^,=      »895764013        •-    -P^^^^S       •.      r"=o. 

iibi  igitur  r^f^r". 
Sit  iV=       17409117     9   ergo  P  =30,  atque  r  =3. 
iV'=  4378  •  .    />'  =22       .  •     r^ips^. 

'  =  ^=  397^5  ..    -P"=3Q       ..    ^^'=3. 

nbi  rSr^f^S  id  est  3812  (mod.  9). 

6.  SimiUter  fit  in  reperlundis  Potestatibus  et  Ra- 

di. 


^4^      P.  fL  C;  %  vli  "Naikzk&ttaM 

JndbUs  numerorain.  Slnc  enhn  ^  et  ^  stnniDte  no* 

*  .  ... 

tarum  numerorum  N  et  i\r«,  atque  r  tt  t^  eohrai 
numerorum  Residua  pro  tnodnb  9. 

Ergo  iVa/^ar,i\r»B/^'3r-XS.  5ti0,  eigo 
•■     r^gr»* 

Sit  iV  :s     »5^    f  «rgo  ^=13^  a!tq«  y»a4, 
«toiV»:fr  167772x6   .  .  jP«=37     ..   rfisji^ 

sed  r»  =  64  B I  (m6d.  9)^  «go  r' .«  r^. 
Sit  iV^ss  1073741824  >  crgo  f '  £2  3(7 ,  tt^ue  f^=s?f  , 
If±z       3a  .  .  P  =5     •  ♦  .r!sfe5» 

Sed  5^=215625^19^1,  ergo  r^Sr^. 

«    S«  547»  C(?r(?/A  9.  De  Numcro  lu 

Quae  dicta  sunt  de  Itsu  ntirnlieri  9 ,  valent  etia&i 
de  numero  11,  ubi  P  ^  a-^-^b+c — d^^c  .  .  . 
t=:a+e  +  c+g  —  (i+J+e+f^.^. 

Sit  enim,  in  exemplis   $.  546.   aKatis,    inodu« 
lus  =  ii.  Ergo 
iV' =3276859.         Ergo -P'  =  27  — 13=       i^Vatquer^s 
.    iV^'=i3O076  .  .  i>''=  9—  «=         I      .  .  y'= 

iV=iV'Ar''  =  42624071x284  .  •  P=ii  —  30  =  — 1;9      .  .  fs- 
vel  3;  ergo  3  =  i .  3  ,  id  est  r  =  r'  r". 
Sit  N  =17409117.  Ergo  P=i5  —  15  =  0  ,atque  r  =0. 
iV'=         4378     .  .      =11 — 11  =  0      .  .     r'^©. 

iV 
iV''=:^,=       39765     •  •      =  15—15  =  0      .  •    r"=o. 

ubi  rsr^r^so. 

atque  ita  in  reliquis. 

Hoc  loco  anitnadverreridum  etiam  videtnr,  lo** 
csst  formae  1 1  p+i  j  sed  io»*ti  ess6  Xormae  1 1  ^^i , 

id 


«f  «tti'  ib*»«  X ,  ktqnt  xca*ti*— ^^iiM.  11) ,  uf 
K>=s:ii  — 1  io«=3ii.^  +  i, 

to*=:ii.9i— I  lo^^srn.  909+1. 

tti^z^  11  •*9o9l  —  I        10^=^1  «t909o9«4-i. 
io^^sis  1 1 .909091  —  1    lo^is  i'i .  9090969+1  -etG. 

•  •  • 

Si  Jl+tB  atquc  th^  Mfisiiiks  \:Junt  rfo^  m^ 
m^mxs$ pMmu^  ad  t^  ^-Aji+gBi^  ^tiam  per 
m^MrifiUMs.  JLarstis ,  -si  Jk/tjrgB^  ^tn^  tk^fdi^ 
iMUes  wm  pcr  m »  atquc  A:  cSjg  'Stmt.Kpnktd  ad- 
m^  jf+tB  cst  pcr  m  dimibilis» 

Dcmmnrmio  prioris. 

« '  81  10  est  niodulus ,  erit 

tfin     g 
JE—tB 

Ergo  thJ  H  —  tgB^  ergo  AA H  — 7?i5.($.  519.  8.  /3) , 

qQoniam /»  est  primus  ad /. 

velJi-rf+^fiHo  (mod.  I».) 

Dcmonstratio  postcrioris. 

i^B—gB 

gS      th 

Ergo  hAg\B  —  thgB ,  ergo  -rf  H  —  /5  ($.  519. 8.  /3), 

quoniam  artsi  primusad^ig'. 

tW  -rf+  ^5  a  o  (mod.  m). 

$.  549«  CoroU.  i. 

*  * 

Hoc  Tbeorema  etiam  inservire  potest  reperiundis 

nu» 


:^ 
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BUiQeris ,  qui  per  datum  nutnerum  dmdi  possunt, 
atque  adhiberi  ad  numeros  designatos  juxta  quod* 
libet  Systema ,  si  ^  est  numerus  fundamentalis ,  vd 
aliqua  ejus  Potestas.      Velut  in    Systenute   De« 
cadico    quilibet    numerus    banc     formam     faabet 
JVs^+iojS;   tdU  A  designatur  pcr  postremam 
notam  numcri  N^  atque  B  per  notas  numcri  N^ 
sed  omissa  postrema    nota ;  ut  si    iVs  359863» 
crit  2f=3,  iJ=35986. 

Ponatur  igitur  /=s  lo,  atque  pro  A  et  ^  quilibet 
mimerus ,  dummodo  10  h—g  divisibilis  sit  persf, 
acque  m  sit  primus  ad  10 ,  id  est*»  non  contineat 
Factores  a  et  5« 

Facillimus  autem  fit  calculus,  si  g=3i»    ergo 

10  h — 1=5199,  atque  A=-  »  ubi  s  est  quili» 

•  '      «.  »       OT+i        ^. 

bet  numerus.      Sit  5=1,  ergo  A= .      Sit 

10 

j= — I,  ergo — A  = .     Ex  his  liquet»   m 

10 

posse  esse  quemlibet  numerum  integcum ,  dummo- 
do    ejus    postrema    nota    sit    9    in    Aequatione 

A= ,  atque  i  m  Aequatione  —  A= •. 

10  10 

Sit  «=  it,  19,   21,  »9,  31,  39,  41,  49,   51,  59,  (Ji, 
crgo  A=— 1,+2,— 2,+3,— 3,+4,— 4,+5,~5,+6,— 6, 

II       '      19      '     29      '      39      '     49      '      59      ' 
5—2^    5—3^     5— 4yf   B—sA     B—6A 

sunt 
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sunt  omnes  int^,  si  iV=:if+io5  per  eosdem 
Denominatores  divisibilis  est.    Exempla  haec  sint 

ae  —  est          formae    ■         est  formae  -         cst    , 

n                                 19  ^9 

;i=2ii  .83321     31197411=19  •  1641969  10086461^329 .  347809* 

t  =£1 .8332       31 19743  — '9*  164197  1008649  =29  .  34781« 

=11  •  833         311980    =19  •  16400  I00891    c=:29  •  3479* 

=11 .83          31198      =19.1642  10092      =29.348« 

=11.8            3135       =19.165  1015        =29.35. 

323         =19.17  116         =29.4« 

38           =19.2  29           =29.1. 
19           =19.1 

S*  55ot  Soluno  Congruentiae.  Definiiio. 

Ut  Aequatio  6x  — 1  =  30  solvi  dicitur,  si  is 

invcnitur  valor  numeri  x  (=  5J) ,  qui  in  ejus  lo- 

cum  substitutus,  reddat  evanescentem  6x  —  i  —  30 

.  =6j?— 31,    ita   Congruentia  6*Hi    (mod*  5) 

^olvitur^  si  ii  reperiuntar  valorcs  ipsius  x^  qui 

in  qus  locutn  suhstituti ,  reddant numtrum  inm 

tegrum ;  qui  valores  sunt  1,6,11, 16, 21  • . .  atque 

universe  omnes  numeri ,  quorum  postrema  nota  est 

ivel6.   Ad  similitudinem  Aequationis  numeri  repe- 

riundi  ultimis ,  cogniti  autem  primis  Alphabeti  lite- 

-ris  designari  solent ;  ut  in  Congruentia  ax-^-bZc 

(giod.  i»)^  a^b^c  sunt  numeri  cogniti  ^x  est  nume^ 

rus  incognitus  ,  atque  reperiundus.     Similiter  du6 

numeri  ax-^^b  tt  c^  qui  sunt  ante  signum  H  et  post 

^id  signum ,  dicuntur  membra  Congruentiae ,  atque 

rjnembrum   ax+b  liabet  duos  terminos  ax  et  h. 

Con« 


j 


^.  J 


'58.9        P«  «II»'  C«  V.  9B^  NoMtBkiiuif 

CMsideM|liiini^aoC(»D-€at,  m  jtsf  moaniffliiSy  ii 
hls  Congri]aiflit>  anmfis  miiiietos  esse  imugf^  ct 

§•  551.  Mmath  Congruentiae. 

Mctnbni  CoDgmemtae  multas  subire  possoot  imi- 
tidoM&4  salva  Congruentia  q>sa,  quae  mutationcs 
stmc  expontae  inprhnis  §•  498*  $•  51 1  et  5*  5^9  '9 
in'  quibus  praecipue  hae  sunt  numerandae;  cum 
quibus  comparentur  mutationes,  quae  Aequa* 
tionibus  afierri  possunt,  notatae  S*  ^o.  82«  136. 
1649  ^74»  aliisque  locis. 

Congrucntia  jnon  cessat  euc^  * 

1.  Si  in  locum  altcrutrius  membri  numerus^  ip* 
si  congruens  secundum  eundcm  modulum^  pomtur 
(S-  498«  SO*  Ergo  si  axzr y  atque  rs<»  eri( 
axzt. 

2.  Si  in  Congruentia  ax^r  ^  pro  a  pordtur  b , 
dummodo  b  sit  congruens  ipsi  a  secundum  eundem 
'modulum.  Hoc  sequitur  ex  priore.  Nam  ciim 
.sit  brsaj  erit  bx'S,ax'Er.  (§.  49^  3.)   veliK  ^ 

13.% 3^0  (mod.  9),  erit  4xEi>  quoniam  1334 
..atq^e.ioHi  (mod.  9). 

3«.  Si.in  locum  mmbri  (^am+by  ponitur  b'  9  mut 
in  houm  b'  ponitur  (^am+by  ^  d^mmoda  m  sit  m»- 
duJus.  Nara  am+b  gi  (mod,  «)  (J,  499O  >  «©> 
.(^-^>  K*'  (S.  5i;*  40* 

4*  Si  aJterutro  vsl  utriquc  memhro  additur  vd 
subtrahitur  ntmerus  formac  mk^  ubi  m  est  modt^ 

ius  (S.'  499ir,  atque  $«^9^   Sdf    ^  si  sa^^irf 

(mod» 
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*CnAod*    7),    3ftx±7*  cst  b8  (modi   7)9    atque 
32JP  B  8  ±  7*  (mod.  7). 

5«  Si  utrumque  membrum  per  eundem  numerum 
muhiplicatur  (S- 498.  3.)»  ut  si  4JCSI  (mbd.  7),  , 
ftOB  esi  s5  fmod.  7). 

6.  Si  utrumque  memhrum  per  tundem  numerum 
dividitur ,  dummodo  Divisor  sit  primus  ad  modu» 
lum  ($..  519.  8.  /3),  ut  si  32x38  (mod.  7), 
4X  est  3 1  (mod.  7). 

7.  iS*/  utrumque  membrum  atque  modulus  per 
eundem  numerum  multiplicantur  vel  dividuntur 
(5-^  519.  8.  p^),  uc  si  i6j?34  (mod«  aa)^ 
39xestB8  (mod«  44),  atque  80:32  (mod.  ii). 

8.  Si  pro  modulo^  pars  ejus  aliquota  ponitur 
(S-  498*  4)9  ut  si  161734  (mod.  22)«  i6jirest34 
(mod*  II )• 

9*  Si  utrumque  membrum  ad  eandem  Potestatem 
integram  et  positivam  evehitur  ($.  511.  3.),  ut  si 
7*3  1  (mod.  10),  343x^  est  si  (mod.  10). 

lo.  Si  membris  Congruentiae  alicujus  adduntur 
yel  subtrahuntur  membra  alius  Congruentiae  secun^ 
dum  eundem  modulum  (^*  511*  i*  2),  ut  si 
1IJCS5  (mod.  7),  atque  13.TS4  (mod.  7), 
%\x  est  B9»  atque  2xH  —  i  (mod.  7). 

\X%  Si  membra  alicujus  Congruentiae  muitipli* 
€muwt  per  membra  alius  Congruentiae  secundum 
eundem  modulum  (J.  511.  3.)  9  ut  secundum  mo« 
dulum^,  siito:H59  atque  13.^^49  i43a;^estH2o. 

12%  iS?  duomembracmgrua  sunt  secundum  dher^ 
S9S  modulos^  etiam  congrum  sunt  secundummodulum^ 

Ffff  qui 
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gtii  est  Productum  minimum ,  cufus  omnes  hi  moduU* 
sunt  Divisores  ($.  519.  8.  »  et  15.^. 

§.  552.  Problema. 

Solyere   Congruentiam  ax^b  (niod«  tn) ,  ubi  a 
et  m  sunt  inter  se  primi. 

Solufio. 

Si*>  f7i,sit  *  =  fai4-r,  ergo*ar,  atque^jrHr. 
Eadem  ratione ,  si  ^  est  >  177 ,  ponatur  a  z=  ml^+c\ 
unde  JH^9  atque  niutata  Congruentia  est  exHr. 
Quoniam  r  <,m^  est  aliquis  terminus  Seriei 
1 .  a  .  3  . . . «»  —  I ,  qui  est  =  r  ,  atque  aliquis.  ter- 

minus  ex  Serie  Prodtictorum  ^,2^,3^...  (m — 1)  e 

♦ 

habet   Residuum  r«    Si  hic  terminus  est  cw^  erit 
x  =  v  (^  5a2.)« 
Si  ita  unus  valor  numeri  x ,   qui  Congruentiae 

satisfacit,  inventus  esc,  reliqui  facile  definiuntur. 
Nam  si  hic  valor  est  y ,  onines  valores  indicantur 
forma  generali  y+mk ,  ubi  pro  k  quilibet  numerus 
integer  et  posiiivus  poni  potest.  Ergo  a(j+mk)sb. 
Cucterum  a  et  m  inter  sc  primos    esse    oportet. 

_      .     ax — b 

Etenim est  numerus  integer,  quare  si  aetm 

m 

habent  Factorem  communem ,  is  etiam  est  Factor 
numcri  ^.  Quare  a^b^m  possunt  dividi  per  hunc 
comnnincm  Factorem,  qiia  divisione  Congruentia  sim- 

plicior  rcdditur.     Si  -   est  integer,  etiam  --    est 

m  m 

integer ,  atque  tum  quilibet  numerus  integer  in 
locum  ipsius  x  poni  potest. 

ffis- 


D  1  V  I  S  O  R  I  B  U  S«  5<pl  • 

r  Hlsce  illustrandis  iuserviant  haec  Probleraata: 

I.  Qrjaerhur  Xj  data  Congrucntia  6^  +  4517 
(mod.  5). 

Solutio.  6a;Hi3,.sed  cum  sit  y:±=a+|,  crit 
i3H3a6x^  unde  aa;Hi  (5.  551.  6.),  sed  Seriei 
PrQdiictorum  afi  ,2,  3,4)  =2,4,  6,  8  termini, 
divisi  per  5,habent  Residiia  a,4,  i  ,  3,ex  quibus 
Residuum  i  est  termiiii  d  ;  ergo  621;  unde  ar  =  6 , 
jc=r 3 ,,et universe  ;r=: '3-^-5* , atque 6jj  =:  18+30* , 
6x  — 13=5+  3oi ,  ubi  pro  k  quilibet  numerus  inte- 
ger  et  positivus  poni  potest.  Sit  il  =  o ,  i ,  2 ,  3  •  •  • , 
ergo6j;=  18,48  ,78  ,  108  •••,qui  omnessuntcon- 
gruentes  numero  13  secundum  modulum  5^ 

a.  Qpinam   numtri^  diyisi  per  3,  habent  Resi'' 
duum  i^  sed  j  divisi  per  5 ,  Kesiduum  2  ? 
Responsio.  xs,!  (tnod,  3) ,  ergo  50;  H  5  (tnod^  15). 
a;  H  2  O^od.  5)    •  •   3x  H  6  (mod.  I5)^ 
unde  5x— 3*=— I  (§•  551.  7.  10.)  h  14,  'd  est 
ajcHi4»  vel  o;  g  7  (mod^  15),  ergo  a-  =  7  +  i5*, 
vel  x  =  7, 22, 37, 52, 67  ..• 
'  3.  Qjdinam  numeri  habent  Residua   $  et  a^  si 
Divisores  sunt  8  et  !!• 
Resp. xss (mod^   8) , ergo  i ix H 55 (mod.  88)^ 
X  H  4  (mod,  11)      .  •    8xH  32  (mod.  88). 
ergo  secundum  modulum  88  est  3^  H  23  h  23+88  h  iii  9 
veUa37;ergoa;  =  37,  125,213,301  .••37+88*. 
4.  Qjjinam   numeri  habent  Residua   2,3,9,  si 
dividuntur  per  3,7,10. 
isp»xSa  (mod.  3) ;  XB3  (mod.  7) ;  xBg (mod^  10) ;  ei^o  si 
modulus  est  3^  7. 10  =  210,  erit  70XH140;  30XH90; 
six  S 189 ;  atq[ue  Additione  fit  i2i;r  S419  S^i^^-aios  309. 


I 
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.   id  est  it •  iijphii*i9  9   ergo    iiarHip;    «tque 
iixSftio^+i99«= — ^  =  19*+!+  - —  ^ 

onde  i(B— 8  (mod.   ii)H39  ergo  ifcss,  mide 
jr=i9*+a  =59 ,  vcl «  =  59,  a69, 479  ••  •  59+ft  icf . 
5«  Qtaham  numeri  habcra  Kesidua  3919-0,5,  iif 
Shidumur  pcr  596,7,8? 

^   ^   iV  ifi 

i^//«  Jp  H  3  (mod.5).  Quare  secunduA  modulum  ?'        =840  est 

»H  1  (mod.  6)  *  i68jcS  504. 

»Ho(mod.  7)  140x2   140. 

« H  5  (mod.  8)  x  20^  S      o. 

To5^H  5^5- 
ergo  Additione  fic      533' S  1 169  S  ii6p  +840  H 1009. 
id  est  41  •  13*  B  49  •  41 9   vel    13^  g  49  +  840^^ 

unde  arc=:64*  +  4H 2,  atque  8J6S3  (mod.  i3)-=i3+3, 

13 

ergo*=:a,atquex  — 133+840/» . . . 

§•  55 3'  CorolL  i. 

ax  —  ^ 
Sit  /7X5*  (mod.  m)^    atque  — — -sary,   ergo 

nx  —  my=.b.  Ergo  secundum  Sohitioncm  prae- 
cedentis  Problematis  ,  xtty  reperiii  possunt.  Con* 
siderandum  etiam  est ,  si  ^  et  /w  communem  ha- 
bent  Factorem ,  is  etiam  debet  esse  Divisor  numeri 
b  ;  alias  Congrueniia  nulla  esr. 
Sit  23* +  627  =  59 3, 

^rar.  ^  §21lZ^  —  n  ^  n.  ^.    (8^—9) 

crgo    jcss  =  25*— gj-— ' .  ...j      i  L-!  , 

23  23 

ergo  Sj'  S9  («lod.  23)  (SvSiP*  50  Hp  +23S32, 

ergo  yS^9  unde;r  =  4  +  a3/>, 

at« 


=  15  — 6ap^ 
Ergojrss  4,     »7,       50...    4  +  43^, 

Etg^  «i  reqainxttr,  ut  ;«  et  jr  W2t  positivi^  UDUi 
whm  mkMT  numerorum  x  atf^  qia  m  25  et  4» 
CoDgruentiae  satlsfacit. 

$•  554«  C^r^//.  d. 

SihtCongruentiaax  H  i  (mod.f»)  ,jfest=OT^+r, 
erU  tn  Congruentia  ax^b  (mod.  m)^  x:z:imp+br. 
Etenim  cum  x  in  priore  Congruentia  sit  mp  +  r^ 
crit  a  (mp+r^  BiBar  (raod.  /w;  (§.  551. 3.).  Ergo 
arx  E  X  (§•  551.  5.).  Sed  cum  sit  ax^tj  erit 
xBirs.ir+mp. 

Memorabiles  sunt  Congruentiae  formae  10'jcHi 
(mod«  m) ,  in  quibus  x  est  =  i+mp.  Tales  sunt 
notatae  5. 294. ,  ut  lorEi  (mod.  «vel  9);  loH-Bi 
(mod.  n);  io*xHi  (mod.  27  vel  37);  lo^jirai 
(mod.  loi);  io**Ei  (mod»  41  vel  271)}  io^jfHi 
(mod.  7  vel  13);  10"*  h  i  (mod.  23  vel  121)  caet. 

Velut  cum  sit  *=i  in  Congruentia  10^*31 
(mod.  7),  erit  »=2,  3,  4  ...  in  Congruentiis 
ioi^«a2;  io^*a3;  10^*34  ••• 

§•  555.  Theorema. 

Si  proposita  est  Aequatio  asf^^my^Tiizi^  vU 
Congruentia  axz±,i  (mod.  m) ,  atque  -•  mutatur 

in 


^ 
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in  Fractionem  eontimium ,  x  est  Numerator  atquc 
y  Demminator  penuUimae  Fractionis  partialis. 

Demonstratio. 

X         JW  I 

Quoniam  <ix — «»t  =:3±  i ,  est  -•  — ::  =±  ZT  > 
^  y      ^         aj 

quae  Aequatio  prorsus  eandem  habet  formam  *at- 
que    Differentia    duarum    Fractionum    partialinm. 
,      W      C»tO         •  . 

Nam  />-  P  =oo-cTFo  =  ±C^OOH^  (5-4740. 

/>  />  />•  /> 

(n)  Cn)  c»+0  C»fO 

Ponatur  igltur  iczzixi  p  =j;.  x  =wi;  p  =j. 

C»+0 
Quare  si  9;;rr^  est  uhima  Fracdo  partialis ,  sive  tota 

P 

(•) 

Fractio^     rztst  penulfima.    Ex  quo  patet  hujus 

i> 

enunciationis  veritas. 

Exemplum.  I.  Qj^aerantur  duo  numeri  ^  quorum 
Diferentia  sit  unitas ,  ex  quibus  alter  per  239 , 
alter  per  677  sit  diyisibilis. 

Soiutio.  Numeri  sint  z  atque  z+i;  sit  zzzC^^Xj 
atque  2r+iz=:a39j^;  ergo  239^  —  677:1:  =  1.  Vel 
677^:»  —  1  (mod.  239).    Sed  (§.  472.)  Fractionis 

ins  -- —  penultima  Fraciio  panialis  est  —  ,  ergo 

«  =  6,   atquejr=i7,   unde  i;  =  677.  6  =  4062  , 
atque  J2f  +  I  z=  4063. 

.   II.  Sit  i^jfHi  (mod.  140),  vel  i^jr— 1407=1. 
Invenitur  *=59  +  i4o^;  yzs8  +  i9p. 


totius 
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$•  55<^*  Caroll.  u 

Hoc  igitur  modo  facile  solvitur  Aequatio  fonnae 
ax — iwj=:±  I ,  vel  Congruentia  ^«=±1  (mod.  1»),. 
atque,  hac  soluta  ope  $•  554*9  etiam  Aequatio 
ax  —  fnj  :=z±  gj  vel  Congruentia  ax  B  ±:  g 
(mod.  tn). 

Exempla. 

L  Quaeritur  x  in  Congrucntia  533«  u  1169 
(jnod.    840).      Sit   533«  E  1    (mod,   840),    vel 

533*— 84oy=i* 

i+-  .  I 

rgo  bdices  sunt  i;i;i;2;i;  3;i;  3  ;  4 

o    I    I    a    3    8    II  41    5a    197    840 
ictiones  partiales  -;-;  7;  7;-;  -;-;-^;  —  ;— ;  — . 

I '  o '  1 '  1 '  a '  5 '  7 '  a6'  33'  125*  533 

Ergo  a;  =  197  ,  1037  .  •  .  197  +  840P 
j  =  125  ,    658  ..  .  125+533^. 
Quare  in  Aequatione  5334?— 8407  =  11699  vel 
in  Congruentia  533^  h  1169  H  3^9  (mod.   840), 
'*^t  «329 .  197  (mod.  840)  =  77 .  840+133  B 133. 

jo  *=  133 , 973  •  •  •  (»33  +  840?) » atque3r=522^liii, 

040 

«t  3f  =  83 ,  6l6 ...(  83  +  533P). 

« 

J.  557.  CorolL  a. 
Ad  haec  Problemaa  referuntur  Qoaestiones : 


ilfli         P.  B.   C.  V*  m   NOMBROLOM 

g 

I.  Dividerc  Fnctionm  ~  |^  duasaUas^  cxqti^ 

am 

H$  akmnra  IMea$  tfmminatorem'  a^  skcraDe» 

ftearifMforcn  asm 

Skm  NuiDcmoces  hania  Fncttom»  jr  €C  7,  m» 

g—ax 

J=    • 

m 


tio  est      '^^     —'33       ^3  _  97?      616^^ 

840  •  533      «40      533    .  *4o      533 

Si  designanda  est  Fractio  per  vetas  Fxactioiies , 

133       83 
una  sola  est  Solutio ,  —  —  --^  •    atquc  si  ut  m 

«40       533 

hoc  exemplo  g<,ax^  erit  secunda  Fractio  nega- 
tiva. 

II.  Quacruntur  duo  numeri^  quorum  Summa  vel 
Diferentia  est  g  ^  ex  quibus  alter  per  a^  alter 
pcr  m  cst  diyisfbilis. 

Sic  z  prior  Dumerus,  ergo  si  Differentia  quaeri* 
tur ,  posterior  numerus  est  z — g ;  z=ax ,  z — g=fny , 

unde  grzax^mj ,  atque  «  H  ^  (mod. «) ,  jf=r 2, 

fis 

Ergosi^=:ii69,/?=533,  iw  =  84o, * est=i33 , 
3=83,  atque2;=^*=r7o889,atque-8; — -^ss 69720, 
Si  quaeritur  Summa,  prior  numerus  est  s,  pot» 
terior  g  —  z^  ergo  gzzzax-^mj^  ergo  j  cst  ne» 
gativum,  quod  accidic  si  ax^g.  Ergo  si  av^g^ 
reperitur  Summa,  si  ax^g^  rq)critur  Differentia, 
quod  eUam  per  se  patet« 

$•  55«. 


0 1  ▼  r  s  «  R  f  B  tr  s^'    '       gff 

J.  558.  ProHema, 

Definire  valorcs  numcrorum  imegrorum  x  etjin 
jlequationc.  xy+ax  +  byt:z€. 

Solutio. 

c^—ax  c — by 

j=-7 — ,  atque  «=— i, 

Ergo  ^~tf«.B  o  (mod.  b+x) ;  c — by  H  o  (mod.  a+j)^ 
Bed  dx+abno    •  •  •  •  •    ab-^j^go    •  •  •  •  •   ^ 
unde    c+ab  zo    inod.  (^+^),  atque 
c+abBo  (mod.  <i-hjO  (§•  55i«  a.  10.) 

Hae  duae  Congruentiae  modulis  solis  diffcrunt^ 
^oniam  duntaxat  «  et  7  atque  19  et  ^  inte^  ae 
coromutantur,  qua  mutatione  i^tur  c+ab  idcpi  pei* 
roanet^ 

Ergo c+abEoCraod.  (b+x) (a+y) )  (J.  551.  ja.), 
id  est,  ^+tf^  decomponcndus  est  in  duos  Factores« 
Alter  horum  est  ^+jt,  alter  autem  a+y. 
'    Exemplum.  Aequatio  sit  x3r+3x+4jft=:84,  ergo 
*i(=:84,  tf=39  ^=49  ^+«^=96,  atque  96B0 
^mod^  (4+*)  (3+jr)  ).    Ergo  Factores  numeri  96 
quaerendi  sunt  ($•  541»  p.  575)  9  unde 
\+j=i  i^  a,  3,  4,   6,  8, II, 16, »4, 32, 48, 9tf, 
|.  +  x=96, 48,32, »4, 16,12,   8,  6,   4,   3,   2,   I, 

p)  jr=-2,-i,  o,  1,  3,  5,  9f  I3»ft*>»9»45f93» 
*=9a,44,a8,2o,i2,   8,  4,   2,  o,-x,-ft,-3, 
Ad  hoc  genus  referuntur  PnbLmata  hujus  ar- 
gttmnti : 

I.  Quaeruntur  duo  numeri  x  e:  y^  fiorum  Sum* 
*^  ^  addita  Ipsorum  Producto ,  sit  c. 

ffmifli  Aeqvado  est. »+ j  + 19 = ^  9 '  ergo  49;s  1 1 
U  Gggg  *=it 


•  c 


fc=si,  tffc=:i;  uadcr+ifio  (fl^od.- (x+OG+O)» 

&it  ^=3849  ergo  c+izsis;  ex  quo  reperiuntur 

1     •    .  ....         "     t 

n.  Quaeruntur  duo  numeri  X  tt  y  takf  ^  ut^  S 
ipsorum  Summa  sutnrMtar  ipsorum  ProductOf 
Restduum  sit  c. 

-  Ergo,  ^=2 —  I ,  *= —  I ,  ifizr  i ;  \xndec+i  Ho 
*Ondd.  (*— i)  (y — i));  ergo  si  ^=84  ,  ^r+i  cst 
*85=5*.  17=1 .85  undejp^a^jl^riisStf  t  atquex^tf, 
3fc=i8.  • 

S*  559-  ProbUma. 

i. .  Dcfirdrc  yaloret  numerorum  integrorum  in  Aequa^ 
-iia^  fxj+ax  +  iyznc. 

So/utfo» 

c '       c^^h         ^ — ^* 

....  .  4f+py'  ^  b+px^ 
unde cp  +  ab^Eo  (mod.  {a  +py^  (b+px) )  (§.  558.); 
c  Exemplum.  Aequatio  sit  ajry  +  3*  +  4jr  =  48  ; 
?ergo  />r=a,tf=:3,ir=:4,^  =  48,cp  +  tf^=io8^ 
;,unde  108  hp  (mod.  (3-haO(4  +  aO);  vel  54  Hp 
(niod.  (3-*-aJ^)(2+0)CS.  55i*  ^O- 

Z  +  2y=     J,a,  3,6,9,18,27,54 
.   ergo  7= — I  03  12 

2  +  jr=:  54         18        6  2 

^rgo  :c=   52         16        4  o, 

Ergo  quatuor  sunt  valores  ipsorum  *  ct  jr,  si 
admittuntur  negativi,  atque  evanescentes  ^  ^g^ui 
CoDgruentiae  satisfaciunt* 

Quaeruntur  duo  numeri ,  quorum  quintupla  Stat'- 
ma^  addita  ipscrum  duph  PrpductOy  {^/.50^ 

XiS 


^ 


hi  hoc  Problemate  sunt  «=^=5  ,pssft  ,  «£35*  , 
<^^sk:  »5  ,ergo  laj^  a  (mod.  (5+aar)  (s+^jr)  ^ 
,£rgo^a*:=s  1   ,^5  .     r  «=:^a,  o 

V    .-     S+ay^iaS.aS.'         ?==  60,10. 
Ergo  nulli  sunt  numeri  ,^  qui  Quaestiooi  satisfk- 

ciuntV  uisi  admittuntur  ne^tivi  et  evan^ccbtes. 


i  • 


%.  $60.  Prcblema. 

*  Definirevilores  numerorum  integiporum  j?  et  j 
in  Aequatione  x*+xy+tf;c+*y=^.   •        '      '^ 

SoIuUq. 

«rgo  ^+(a  —  *)  *  H  o  (mod.  (* + x)  ). 

.    £xctnpJum.  Sit  proposita  «*+xy+8x+4j?=^5, 

4+* 
atque  8130  (mod.  J^  +  x). 

Ergo  4  +  *=     I  »      3  5  9  f    a7  ,    81 
*  =  — 3  ,  — I  ,  5  f    as  ,    77 
y=:   80  ,     44  ,  o  , — 24  , — 80, 
Mglta  alia  sunt  Problemata ,  quae  eadem  ration^ 
solvuntur,  ut: 

Qpaeruntur  duo  numeri  tales ,  ut^  si  a  frodiaf^ 
io  ex  Summa  atque  Qtdadrato  atterutrius  termini 
*%uUrahitur  Summa  ipsa ,  Residuum  sit  c.  ^ 

Solutio.  («+7)**— (*+y)  =2  (? = (*+y)  («*— 1  > , 

«rgo  »+3r  =  -^  ,  atque  7=  ^^;—-— *. 


»1 


^Sk 


ttgo  ait**— 1  =s  I, «,  3^  4,  if, «,  8t  i«s  i«>  «4»  ^ ' 
«*  =3  a,  3,  4,  5, 6, 7,  ^,  13, 17,  «5,  49 


»  1)«  formis  €t  Residuis  mssncrorum  frtm^rum-es 
PoStsMum. 

§•  5($i«  Theorma. 

Omnis  numerus  primus ,  i#  exeipis  a  ef  $,  est 
formae  6uri±:  i  ,ita  Qt  semper  ^t  ^s±  i  (jdqA:S)^ 
si  p  est  Dumerus  primus« 

Demonstr^atia* 

Omnis  nuinerus  integer  habet  aliquam  ex  his 
sex  formis:  |5^,  6x+i^  6x^2,  6x4*3,  6jr4m 
6X+S9  quoniam  Residua  minlma  ex  Oivisione 
per  6  sunt  0,1,  a,  3,  4,  5.  Sed  numeri  formae 
6*  +  ja  =  li  (3*  +  0 ;  6x+  3  =  3  ("+  0  ; 
6*  +  4  =:  a  (3x  +  2)  ;  6*  s=:  2 .  34? ,  sunt  numeri  facti 
jex  duobus  vel  pluribus  Factoribus.  Ergo  nupie- 
rus  primus  est  solius  formae  6x+i ,  atque  6x+5, 
At  vero  6*+5.eadem  est  forma,  atque  6x—u 

Sit  *s=o,    1,2,3,4      ,     5 
crgo  6*±i  =  i,  5,7,  11,13,  17,19,  23>a5»  ^9^U 
ubi  unus  solus  est  numerus  non  primus« 

S»  462^  CorolL  1. 
£odem  modo  colligimus ,  numeris   primis  esst 


\  Doit  tomu  4jr±  I f  ad  BuiDeroin  4,  ^  eidpis  m« 
u  Qoitiior  fonnas  ixdti  $  ttque  8x±s,  si  czdpis  i» 
I»  Qoituor  formas  ift±i,  stqae  i&±5t  si  excipis  s^et  3» 
^ :  Ad  jreperiiindos  Dumeros  primos ,  forms  6xizi 
(vel   i2»±i,    XM±5)   magts  apu  est,    quan» 
fcRDi    t4r±i,    8«±3.     Nam   prior  formi,    si 
Dumeri    usque  ad  100  progrediuntur ,    solummot ' 
do   dat  9  Dumeros  noa  primos ,    sed   posterior 
dat  s5. 

Memorabilis  est  formula  ^^^^^9  ubi  p  est  du« 
merus  primus ,  quoniam  DooDulIi  valores  ipsius  j^ 
multos  suppeditant  numeros  primos» 

Si  p  cst = 4 1 ,  iti  nt  Dumerus  M  tit  s x^+x^^i , 
jitque  s  deinceps  poDitur  0,1,293  •••  39 »  siD* 
guli  quadragiota  Dumeri ,  qui  prodeuDt ,  suDt  du« 
merl  primi.  Si  continuatur  Series,  ita  ut  x  dda- 
ceps  fiit  o  9 1 , 2 , 3  •  •  •  100 ,  ex  loi  numeds , 
41  «43  •  47 .  53  • ,  •  10141 ,  qui  ita  nascuatur»  88. 
Dumeri  suDt  primi,  ergo  soluihmodo  13  Dumeri 
Don  prirniy  qui  omaes  sunt.facti  ex  duobns  Fac- 
toribus  primis^  praeter  6847,  qui  est  17». 23. 

Ex  numeris^  qui  eadem  ratione  ex  fonmili 
.jr^-f«+ioi  oriuDtur,  sunt  ($9  numeri  primi^  i(r 
que  32  mn  primi ;  cx  quibus  suat  x8 1  quonu» 
xommuDis  Divisor  est  ii» 

Si /S1079  prodeuDt  etiam  69  miaiiri  priod^ 
itque  32  DOD  primi;  ex  quibus  iuat  14 ,  qnoram 
Divisor  commuois  est  7,  atque  10  9  ubl  is  Dfvlsoir 
«ti7- 


'• 


St. 


Si  ptss  ft27  5  prodeuqt  66  numeri  primi ,  atque  sf 

.Bon  primi;  ex  quibus  sunt  i6,  quorum  Dtvisor 

.  communis  est  13 ,  atque  10 »  ubi  is  Divisor  est  19» 

Si  ^  =  839  prodeuntai  numerinonprimi,  sics* 

cipis  qqi  Divisorem  habent  5. 

Contra,  ^  =  3139  dat  solummodo  14.  numeroc 
primos« 

$•5^4*  Animadv.  d» 

« 

Forma  numqiorum  pM-^j  atque  pM+q—p  eadm 
cit.  Etenim,  quoniam  M  est  quilibet  numerus  integer» 
ponamus  M^\  pro  M\  ergo/(ilf— i>+-^/il/+f-/t 
Dt  6il/+5 ,  atque  6M—1  eadem  est  formt, 

§•  555.  Theorema. 

Numerus  formae  pM ± y ,  ubi  q ^  p^  M  sunt 
numeri  intcgri  posstivi ,  ess  aut  formae  apMztg^si 
Mest par , autformae ^pM-^p-^q , si M est  impar. 

Nara  si  M  est  par,  ponamus  Mziz^N^  ergo 
pM±:q:=z2pN-±,q.  Si  il/est  iinparjSit^/rzraiV-t-r, 
ergo  pM±,  q  =:  2pN+p  ±  q.  Ergo  Forma  : 
aA/ — 1  vel  o.M-^-i  est  aut  ^Af-hi ,  aut  4^/+  3* 
3^1/— 2  . .  3/i/-hi  .....  6M+1  ..  6M+  4. 
4M— 3  . .  4il/+i     .  .  •  .  .   8il/+i     . .    8il/+  5. 

5A/ — ^4  . .  5M+1 ioil/+i     . .  loM-i-  6. 

«A/— 5  . .  6^+1 12M+1    . .  i2iJ/+  7. 

3;i/_i . ,  3Af-h2    .....   6il/+2    .•    6M+  5. 
4^—1  . .  4Af+3    ..*•..   8M+3    • .    8A/+  7. 

^M — 2  . .  5^V+3 ioil/+3     . ,  10A/+  a. 

6M—1 . .  6M+$    .....  i2il/+5    . .  I2it/+ii. 
^atque  ita  in  aliis.  ^ 


'  'Omne  Qtiodratum  («*)  numeri  paris  (a)  par 

^-esi ,  scd  numeri  imparis ,  /i9?^r  est.  PoSest  ita  re^ 

fracsentari: 

*  if^s^»  (Sjp+i),  &M  f^fso,  si  a  est  impat. 

Dcmonstratio. 

« 

L  Sit  a  numcrus  impar.  Ergo  ponatur  a = 2^4-z  • 
«ibi  ^  esc  quilibec  numerus  integer,  unde: 
'4»*=4£;*+4r+i=4C^*-K)+i.  Sed^*+trs=(:.(tf+i) 

«tnumcrus  par , ergo sit  -— =«,  unde  ^^3^+i^ 

ubi  X  est  numerus  triangularis  (J.  367.)  • 

Siti«i7;  erg0£:=8 ;  «=236;  8x+i  =^89=17*. 
II.  «SVV  a  numcrus  par^  quare  sit  j=2*»J,  ubi 
i/  est  numerus  impar ;  unde  a^  =  2^»  rf*  =  4*  J»  ^ 
togo  rf*=8jr+i ,  atque  >=4»  (8jc+i> 
'  Sit  tf  =  18  =  a •  9  9  ergo  1»  =  i ,  ^  =  9; 
i^=8jp+i=8i;  *=:io;  <i»=4  (8«+0  =3a4» 

5.  567;  Or^//.  I* 

»..»•■  •  ■" 

lEtf^/jp  scciinda  ct^usUbct  Quadrati  completi  pa^ 

'Irtsj  cst  humcrus  par.    Nam  si  esset  impar,  Qua« 

^xlratum  impar  foret» 

S.  568.  Ceroll.  2. 

Radi»  sccunda  cufuslibct  Qpadrati  complcti  im^ 
parisj    est  numcrus  impar^      Nam  si  par  esset^ 


'^  Quadratum  par  foret. 


J.5^?. 


S^       P.*IL'  C  V.  te  NiMtRokuif 

^  Ut  «ppareat,  quaenam  sit  fonna  ^amiDae^^vd 
IKffer^tiae  ji^  ±  nB^  ,  sepaiandus  primum  est  iU^ 
Divisor  communis  maximus ,  si  quis  est  ^  qui  est 
formae  4';  adeo  ut  sit  jt^sj^f a^i  B^zzzi^^^p 
atque^^et^^  non  habeant  Divi^orem  communem^* 
Sity.c.  ^=144=4^9,  atque^^  =  196^=34 .49; 
hrgjb  ii'=36,  atque  ^^=^9.  Contemplemur  igitur  {br- 
mam  numerorum  a*±ni^^  atquesit  <i*=4»  (8«+i)', 
atque  ^^=4^  (8j+i^.  Ergo  aut  a  ^  aut  b  ^  aut  utcr^ 
fu$  €tt  numirus  impar^  ita  ut  aut  m^  au$  t^  au$ 
utcrquc  Exponcm  evanescat» 

L  Forma  Summac  a^+t^. 

!•  Sit  ahcrutcr  numcrus  a  par^  noft  diyisiMis 
fcr  4 ,  atquc  b  impar» 

Ergo  /=o ,  atque  i!»=u ;  unde  «^-f^^ai  •  (8x4-1^ 
4-ay+i=:32*+87+5=:8il/+5,  ubi  Mz=z\x^. 

Hujus  formae  8il/+5  sunt  v,  c.  hi  numeri: 
'5=1^+  I ,  ubi  il/=o  ;  37=:36+  i ,  ubi  Jl/zs  4. 

13=4+  9  • .  .i»/=i  ;  45=36+  9  •  •  Mzrx  5* 
a9=4+25     ..  ;i/=:3  ;  61=36+25     ••   il/=  7. 

•53=4+49     ..   il/=6  ;  85=36+497         T^ 

=  4+8i5 
3.  Sii  aheruter  numerusa  par  ^  di^risibilis  pcr  ^^ 

atque  b  impar.  Ergo  /=o,  atque  4*=  16  .4»-»^ 
unde  tf*+A»=i6 .  4*-«  (8*+i)+(gj+i)  =  8Af+i  , 
ubi  ^=2.4»-a(8*  +  i)+j. 
Hujus  formae  871/+ i  simt: 
i7=id+i  ;  41=16+25  ;  (55=1(5+49=64+1  ;  97=16+8: 
25=16+9  ;  73=64+  9  ;  89=64+^*5  *      *    ^"5        '    cac 
•  /      V.  Fo 


Foxp^e  autaa  8i(f+i  et  8ilf+5  ad  untm  For»' 

mam  4ilf+i  reducuncur  (S«  56sO« 
$•  Sifi^  0  ef^  impares.  Ergo  i7i=^'ao,  atque 

ii*+**=8(*+3f)+a..  Ergo  form^  cst  aC^ilf+O»' 
ubi  M^x+Ji  quae  forma  est  aut^2(8Af+i)» 
si  «+jf  est  numerus  par^  aut  a  (8Af+5) ,  8i«+9 
est  impar.  Ergo  si  i(a^+b^)  (ubi  n  at  ^  sunt  irn* 
pareOi>cr  8  dividltur,  R^siduum  est  vel  i  vd  $• 

a  2  a  a  a 

2  2  2  S 

—  =37. 

Ex  quo  sequitur: 

«•  Omms  numerus  impar,  qui  est  Summa  du(h 
rum  Qjjadratorum ,  est  formae  ^ilf+i »  ut  5  •  la  • 
17 .  25. 29 .  37. 41 .  45 .  53 .  61 .  65 .73 .  85 .  89.97. 
Verum  non  omnis  numerus  formae  4il/+i  est 
Summa  duorum  Quadratorum.  Tales  enim  non 
sunt  9 .  ai .  33 .  49 .  57 .  69  •  77  •  81 .  93 ,  ex  qui- 
bus  tamen  nuUus  est  numerus  primus.  Hoc  ad» 
finnari  potest,  omnem  numerum  primum  formac 
4ilf+ 1  Summam  esse  duorum  Quadratorunu 

fi.  Numerus  impar  j  gui  esf  Summa  duorum 
Qdadratorum  ^*  +  *» ,  estformae  SM  + 1 ,  si  a  per 
^diyisiiilis  estj  sed  formae  8ilf +5,  si  a  per  4 
fffft.est  divisibiUs. 

^Jgfdlt(L^.  njift^^rjtj  fprtnqe^  4«/.+  3^  yel  nullut 

Hhhh  ««I- 


<So6  P«  IL    C   V.   DB  NUMEROAUM 

nimerut  ftl  fwrmat  8ilf+3^  y^/  8Af+7,  poun 
ess€  Summa  duorum  Qpadratorum ^  veluti  3. 7« 
u  •  15  •  19  •  ft3  •  ft7  caet.  nuUa  duorum  Quadn- 
tQnim  Summa  repraesentari  possunt. 

II.  Forma  Summac  j^4-&3^« 
I.  Xt  a  par ,  non  dMsibilis  per  4 ,  atque  b  im^ 

far.  ErgoiTicsi;  ii*  +  a^*=:4  (8x+i)  +  i6jr+2 
=S3ft«+i6j  +  6  =  ft(8(aar+y)+3)=:ft(8Ar+3), 
ubi  ilfsft.T+jf« 

Hujus'  formae   8Af  +  3  sunt     ' 1-—  3 ; 

ft  • 

4-4-ft*9  4+ft*ft5  36+ft.i 

,     ="  ;  — :: — ^=»7 ;  ^— — =19; 

ft  ft  s 

s6  +  ft.ft5 

^ — -^ =43.  caet. 

0«  iSrV  a  numerus  par^  b  impar^  scd  mzzza^ 
yel  ciiam  major  quam  2. 
ErgOtf»+ft**=:4»C8x+i)+i6y+2=4»-2(ift8x+i6)+l6j4 

=  ft(r  +  8j  +  4»-a(64X+8))  =  2(i  +  8ilO, 
ubi  Ar=rjf  +  4»-a(8x  +  i). 

TT.      -.  ^,,  i6  +  ft.i  16+2.9 

Hujus  formae  8il/+ 1  sunt  -^— -  =9 ;  — - — ^  =  i; 

ft  ft 

64  +  2.1       16  +  2 .25  64+2.9 

-— = ?  =  33;-3— — ^  =  41.  etc. 

ft  2  2 

3.  Sit  a  numcrus  impar,  atquc  b  par.  Ergo 
tf*  +  2*a  =  8x+i+4^  •  2(8j+i)  =  8ilf+i, 
ubi  A/=a:  +  4^-i(8j+i). 

Hujus  fonnae8yi/+i  sunt,  1+2.4=9;  i+ft«  i^ 
5=25+2.4  =  33;  1  +  2.  36  =  73;  9+2.4  =  17; 
9+2  .  16=41 ;  25+2  .  16=49+2  •  4=57 ;  49+ft.i6 
=  9+ft .  36  =  81 ;  8i+ft  •  4=89;  ft5+ft  •  36  =97» 

4- 
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4«  Sint  a  et  b  imparcs  mtmcri.  Quare  a^^+^b^ 
rs  8*  +  i6j  +  3  =  8ilf+3,    ubi    Jlf=:ar4-ftJ» 

Hujus  igitur  fonnae  8  Jf+3  sunt  ,3=i  +  2»i9 
11=9+2 . 1 ;  19=1+2 . 9  j27=:9+2 .  9=25+2 .  i; 
43=25+2  •  9 ;  51=1+2 .  25=49+2 ;  59=9+  a.aS» 
67  =  49+2.9575  =  25+».  25;  83  =  81+2.1; 
1+2.49=49+2.  25  =  81+2  .9  =  99,  cact. 

£x  quo  coDigimus. 

«•  Omnis  numtrus  impar  ^  qut  est  Summa  hth 
rum  trtum  Quadratorum  ^'+2**,  estformae  8M+1 

(ut  9 -17. 33 -4«  •57. 73  •81  •89 .^97  ••  0»    sl 
b  est  par^  sed  formae  8-A/+3   (tit  3  •  11 .  19  •  27» 

43  •  51  •  59  •  67 .  75  •  83 .  99  •  • .)»  si  b  est  impar. 
Nam  ut  tf *+2^*  sit  iropar ,  a^  esse  imparem  oportet* 

/3.  Omnis  numerus  par ,  non  divisibiJit  per  4 , 
qui  est  Summa  horum  trium  Quadratorum  « *+2J% 
£st  formae  2(8Af  +  1)  ,  si  a  divisibiiis  est  per  4, 
sed  formae  2(8il/+3)  ^si  a  'per  4  iw/j  est  divisibilis. 
Ita  formae  8il/+i  suiit  18  •  34  •  66 .  82  ^  sed  for- 
mae  8 Jf+3  sunt  6 ,  22 ,  38  ,  54  ,  86. 

y.  NuHus  numerus  formae  iM+s  atque  SM+7  , 
(ut  5  •  7  •  13  •  15 .  21 .  23  •  29  •  31  •  •  •)  potest  cssc 
Summa  horum  trium  Quadratorum  a^+^b^. 
III.  Forma  Diferentiae  a^—b^ ,  ubi  a>b. 

!•  Sit  a  numerus  par^.  neque  tamen  diyisibiBs 

per  4,  atque  b  sit  impan    Ergo  m  =  i,  atque 

tf*— A*  =  4(8^+1)  — 8j—  i  =  32jp  — Ij  +  j 

=8il/+3  ,  ubi  ilf =4«— y  , 

velut  4—  1=  3;  100—  81=19;  36—  1=35  J 

36-*-25=ii ;  196— >i  69=27;  loc— 49=51 ,  ciet. 

±.  Sit  a  numerus  par^  atqm  difisibilis  per  4^ 
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^qu0  bt  sii  tmpar.    Ergo  cuiii  i»  =  d  vfel  ^  2*9  eric 

*f4-isa.4*-*  (8x+i)— pr,  vdut  i6— ^s=7; 

i«— 1=64— 49=15 ;  ^4-^5=39;  144— i'at=^3 ; 

<54— 9 ±±55;  64  —  1=63. 

Mucetur  a  \xi  b  at^ue  ^  in  «•  Tum  autem  Tor- 
inae  8il/+3  ec  8il/+7  fiunt  negativi ,  atque  igitnr 
abeunt  in  fbrmas  iM—z  et  %M—7  vel  8JI/+5 
atque  8Af+i.    £x  quo  sequitur: 

^.  Si  b  est  numerus  par^  nequc  tamen  dMii- 
hiUs  per  4  ,  aSque  a  est  impar  ,  forma  est ; 
6ilf  +  5.  Velut  9— 4=S;49  — 36  =  i3;a5— 4 

=  121— 100=21  ;49  — 4  =  81  — 36=45« 
4«  iSV  b  est  numerus  par ,  dimibilis  pcr^  ^  atque 

a  est  impar ,  forma  est  tM+i ,  velut  25 — 16=9 ; 
81  — 64  =  17;  49— 16=  3J. 

5.  Sint  a  et  b  impares.    Ergo  /7*— i*=8x-— 8jr 
=  8C^ — j).    Ergo  forma  est  8iW,  ubi  Mzzzx^j^ 
ut  9— 1=8;  25—9  =  16; 25— I  =  49— 25  =  24. 
Ex  hoc  patet  : 

a.  Omnis  numcras  impar  ^   qui  est  Difcrentia 
duorum  Quadratorum  a^ — ^*,  eu: 
X.  formac  8il/+  3  ,  x/  ^  cst  numerus  par ,  nondivisibitisperi 

ft.  formae  8il/+  7 divisibiUs  per  4. 

3.  formac  SM+s^  si  b  cst  numerus  par  ^non  divisibilispen 

4*  formac  ZM+i divisibilis  pcr  4. 

Ergo  universe  cst  formac  4Af+3  ,  si  a  est  par  , 
scdformac  i^M+\ ,  si  b  est  par  (§.  565.). 

0.  Difcrcntia  duorum  Qiiddratorum  impafium 
divisibilis  est  per  8. 

IV. 


x.^n  a par\'non  divfsiMis  fet  4  f^^tqnt  bimpar. 
Ergo  <»*— a**=4(8jr+i>--i6y— a«:3a«— rljj4-a 

velut  foraiae  8il/-Hi  sunt '1^ -=  iS^^  =  A 
36 — 18  36 — 2 

■^■V~=5;.— — =17. 

2  '2  • 

2,  SU  apar^  Mvlsihilis  pcr  ^jy4itquc  b  impar. 
Ergo  a^  —  2**  =±  4*-2  16  (8;?+  i)  —  i6jr  —  2 
=  2(4*-a  (64X+8)  — 8jr  —  i)  =3  2  (8Af  +  7) ,  ubi 

M+i  s^^^-i  (8.T+1)— >  V«lutto^=r£^-37; 

2       /    2 

64 — 2  64 — 18 

-—-=31;  -— —  =  23. 
2  2 

^  3.  &V  ^  impar^  atqut  i  par.  Ergo  «*  — 2** 
=  8.r  -H  I  —  4'  .  2  (8^  +  i)  =  8il/  +  I  ,  ubi 
M=x — ^^-i  (8j^+i) ,  velut  49—32  =  25—8  =  175 
9— 8  =21;  49—8=41  ;8i — 8  =  73;  81— 72=9. 

4.  Sim  a  ct  b  numeri  impares.  Ergo  a^  —  2** 
=  8a?  —  i6y — i  =  8il/+  7 ,  ubi  il/+i  =  jp«—  2jr , 
ut:  25  —  2  =  23  ;  49—18  =  31  ;  81—50  =  31; 
9  —  2  =  25 — 18  =  7;49— 2=47;  81—18=63. 

Ex  quo  sequltur: 

a.  Nullus  fiumerus  formae  SM+y^  vctZM+S^ 
fotest  repraesentari  per  a^  —  2^. 

/3*  Omrds  numerus  impar  farmac  a^-^ab^  cst 
formae  iM+i ,  si  b  est  par^  sed  formac  BM+jj 
ii  b  est  impar. 

y.  Ontnisfimdrtis  paffmha»  c^^^n^  mn^  ^ 
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yisibilis  per  ^est  formnc  2^8^+1)9  ^^  ^  ntm  at 
dimibilis  pcr  /^^  scd  formac  nQiM+j^^  si  acst 
diyisiMis  pcr  4. 

Eodem  modo   in    invesdgandis    formis    numeri 
tf5±''^*  pergere  possumus. 

§.  570.  Theorema. 

x^Ux''  (jnod.  ni)  ,  si  m  est  numcrus  prlmus  ^  qtd 

fion  continctur  in  x ,  atquc   —  est  integer. 

Demonstratio. 

Sit— =  *,  ergo  «  =  *(/»— i)  +  r,    Ergo 
m — 1 

m  m  m 

Sed  jf*-*  a  I  (mod.  1»)  (§.  524. 4.) ,  ergo  *C»-0*2 1 

(mod.  fw)  ($•  551.  pO»  Ergo  cum sit 


m 


X^  —  JQ^ 

integer ,   etiam   — —  est  intcger. 

m 


Sit  n=9\  r=zij  mz^Sj  ergo  A— 2.  Quare  si  x 
non  Iiabet  Factorem  5 ,  erit  x^^x  (mod.  5) ,  vel 
a;»Hi  (mod.  5)  (^.551-  6.);  ut  28  —  1=255; 
38—1  =6560;  2'^— 1=65535 ;  3'^— 1=43046720; 
7'  —  j  =  5764800 ,  qui  omnes  per  5  sunt  divisi- 
biles. 

§.  571.  CorolL  u 

Ergo  x^  •  CW-0+'' ,  atgue  x^  eadem  habent  Resi» 
dua ,  si  madulus  m  cst  numerus  primus ,  qui  in  x 

non 
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fjtmcontinetun    Ergo  etiam  «*»C»-0+i   atqucxi 
«*  •  C»-0  atquc  x^zziu 
.  Sit  ft57  modulus ,  unde 

— ft^Hap^Hftp**^*'*'^  ;i7Hft9^Ba9**^*'''^;  ^^''Ba^**^**^* 

Sit  7  modulus. 
Quoniam  a  H  3*  B  5* ;  3  H  5*;  4  H5*B  3^  5a3^;6B3*B5*; 

crit  fl  a  3^*+*  H  5^+^ ;  3  B  5^*+s  ;  4  B  5^*+*  B  3^*+*  ; 
5  B  36*+5  ;  6  H  3^*+5  B  5^*+3  ; 

unde  ft  B  9^^^^  B  »5^*+*;  4^25^*+'  B ^**'^';^^»?***^ 
caet, 

§.  572.  CcrolL  ft. 

Ope  hujus  Tbeorematis  atque  %.  551»  3«  facile 
plerumque  computantur  Residua  cujuslibet  Potesta* 

tis ,  si  modulus  est  numerus  primus ,  velut : 

9 
Quaenam  sunt  R,tsidua^    si   9^  dividitur  per 

II,  13,  17,  19. 

Solutio.      g^  =    93874:0489    —    pio,38749048+9 
— ;  ^11.32285040^9.^  9I 6.242 i378of9  ^  9 18.21 533360^9. 
9 

.  Ergo  9^B.9^Sft7^   pro   singulis    his   moduUs 
II,  13,  17,  19.    Residua   igitur  reperiuntur,  si 
3874^0489  =  ^7^  per  hos  numeros  dividitur.   Qui 
tamen  calculus  hoc  modo  redditur  facilior. 
nodulus  est  1 1  ^  2j^  est  B  •  5^  B   »5*  B  3*  B  a?  S  5« 
.    .    •    i3,ft7<^estB  I. 

.    .    .     17 ,  a7^  est  B  io<^  S 100*  B 1 5^  H  (— a)»  S  — 8 Bp. 
.     •     .     i9,ft7<^estB   8<^S   64«^   7*334331. 
Ergo  Residua  sunt  5,  i ,  9,1. 

g  98«74ao4«9— 3874^0489,  Log.  9=3874^0489.0  , 954^4^51; 

quod 


369695101    notis    systemads  .tdeoadiei .  ?  scribkar*^ 
Maximas  ijgltur  labor  requfismr  ad>liiaic  nnmemm 
per^ivMniisiberQsprimos  alios¥e<idiyidadi)iD9  cqgiit 
taoMai  fmUuno  ^modfl^^reperja&tur  Resi4u%  ^  Diyk 
sione« 
Hscs^- CKemplum    proposHit* :  Mp y er   H i? #.a1( 

aus  dcr  Buchstabenrechnung  und^Jllg^ns  edit.  %. 

l!}%  -5{». P«  ^f)  ^ujoB  t^men  .calculp:  incj|t,  vitia^,^ 
Si  modulus  major  est ,  hanc  ingredi  viam  possumu^^ 
Sit  83040"'  H  ^  {ni^i^  ^S7)  9  atiue  quaeratur  t. 

Secundum  modulum  257  est  8304o=257.3a3+a9H29. 

Ergo  83040' ' » H  29"  *  H  /.    Deinde  29*  H  70.    Er- 

go  ($•  551*  9O  »9*  H 70 •  70  H 17 ;  »9*  B I7*  1733»; 
ft9««  H  3^  •  3^  E— 4 ;  »9^* H  16 ;  a^^E  16.  i6h— !• 
Dekidea9*«  =2  (29'^*  H  C*^4)*  9 —  64.  Ergo 
a9"3=29<5*29*».29  H  (— 0(— 64)a9=t856H57= 


Si-moduhs  m  est  numerus  primus^j  neque  tasacn 

^iya;,  /M^tf^  Divisormmeri  Uy^a  ^  es(  B.*!  C°K>df.  ^) 
j/ff//V  est  numerus  x  ta/is^  ui  s^x^u,aO^Qd.m)^ 
id  esp^  u$  ijus  Qtda^ratum  coftgifMfim  sit-iffia 
secundum  modulum  m. 

■ 

Demonstratio. 

Si  a:*  2/1  (mod,  m) ,  e^t  C«*)^  *   3  *■-«  :j^  * 

(Si55i-90f 
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(S*  551»  90»  a^ue  :r»»-i  — 1E«  *  —I.     V^rUttl 

€st  integer.      Nam  m  cst  nultilirus  pn^ 

m 

mus,  atque  non  est  Divisor  numeri   x^  ^uoniam 

ilon    est    Divisor    ipsius    a    ($•    523.)  >     ergq^ 


a 


«r-i 

«-I 


a 


-  est  ihteger  j  id  est  a  ^  H  i*  (mod»  m^. 


m 

Sit  f7i?=:^3,  az^ii.    Duo  reperiuntur  numeri^ 
quorum  Quadrata  sunt  congruentia  cum  i8^nume« 
^rus  8  9  atque  23—8=15,  quoniam  secundum  modu» 
lum  23 ,  64  s  18  atque  225S  i8.  £rgo  iV^  S  i  s^^u^' 
(18+23*)"  31. 

§.  574.  Coroll.  u 
■i|-*i 
iS*/  a  ^    mn  est  ai  9  nullus  cst  numcrus ,  coju9 

Quadratum  sit  cotigrucns  cum  numcro  a  sccundum 

fnodulutn  m% 

Ergo  cum  2* — i ,  6^—1 ,7* — i ,  8^ — i ,  10* — i  ^ 

non  sint  divisibilis  per  11  nulli  reperiuntur  numerl 

«,   ita  ut  x^^^yX^ — 6,x*— 7,ar»— 8,:c*— lo^ 

divisibik^  sint  per  ii. 

§•  575«  C(^oll.  3. 

«-I 
Demoustrari  etiam  potest  ^  sl  a^  S  1 9  ^^^^  ^/^ 
qucm  numcrum  x ,  ita  ut  sit  x*  3  a»    £x  quo  se- 
quitur  si  non  est  ejusmodi  numerus  x^  non  esse 


ffi-i 


^  "^  3  I.  Sed  haUc  demonstrationem ,  quae  ex 
principiiit  nondum  satis  exposltis  haurienda  est^ 
omittcre  boc  loco  debemus. 

liii  $.$7$ 


dl4  P*    H*    C*    V*    ^   NUMERORUM 

$•  576.  C^ro/A  4* 

= ^-^^ ^(5.127.1.).   Cum 

m  m 

aiitem  prius  Aequationis  inembruTn  sic  integrum, 
ettim  posterius  est  integrum.     Ergo  saltem  alte- 

rutei  Faaor  ejiis ,  vd  «  "^  — i ,  vel  «  »  4-1  d^ 

bet  esse  divisibilis  per  m  ($•  517»  lOs    '^  ^^9 

'•t-f 

d^est  5  I  si  non  cst  H  —  i  ^  «tque  est  H ~  i  si 
fim  est  5  f .  Qiioclrca ,  euno  a'— i ,  6*— i ,  7*— i , 
t^^i,  io'«*'i,  non  sim  divisibtles  per  11, 
a*+i,  6^+1,  7*-t-i»  8*-f-i ,  io*-hi  per  11  sunt 
divisibiles. 

Fieri    autem   nequit »    ut    uterque   Factor    per 
m  sit  divisibfHs,     Ponamus  enim  hoc  ita  esse, 

id  est ,  esse  a  *   =r roi+ 1  =  wi'  —  i.    Tum  erit 

»?C*'  — *)=2;  unde** — !=:-•    Verum  k'  —  * 
^  "^  m 

est  integer,  ergo  etiam  ->  est  integer,  quod  t^sit 

nequit,  cum  ex  hypothesi  sit  f»>2..   Quare  con- 

cludendum  est : 

19  «  es$  aut  H  1 1  aut  H  —  i  (mod«  m)  uH  m  est 
numerus  primus  major  quam  da»^  qui  mn  eoftti^ 
netur  in  a. 

S-  577-  CoroU.  5. 
a  est  Residuum  ex  divisione  Quadnti  x^  per  nu> 
dulum  m.    Quare  G  a  u  s  s  appellat  ausierot  a^  qfu 

pos* 
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possunt  esse  congruentes  alicui  Quadraro  secun* 
dutn  certum  quendam  modulum,  Raidua  quidra- 
tica  moduU  m;  qui  autem  nulli  Quadrato  possunt 
esse  congruentes  secundum  hunc  modulum,  hos 
appellat  Non  •  residua  quadratifa  moduU  m.  Ex 
quo  sequitur: 

1.  si  a  *   Hi  (mod.  w),   a  est   Kesiduum  qfui* 

draticum;  81«"**^— i ,«  cst Non - residuum  qila- 
draticum. 

2.  Si  ^  est  Residuum   quadrsticum  vel  Non-re- 

siduum  quadrtticum ,  a  *   ett  E 1 9  vcl  B*^  i« 

§•  578.  CorolL  6. 

Si  modulus  m  non  est  numerus  major,  tentan- 
do  facile  reperitur,  quinam  numeri  sint  Residua 
quadratica,  quinsm  non  iint.  Nam  si  x  dein- 
ceps  ponitur  i,2,3.««ot— -i  ,191^199-4-1  •  •  •  • 
Residua  ex  Divisione  x^  per  m  formant  periodos 
m  terminorum.  Quicunque  numerus  a  m  hac  pri* 
ma  periodo  Residuorum  reperitur ,  is  numerus , 
atque  omnes  numeri  formae  a  ^mk  sunt  ReMua 
quadratica.  Qulcunque  autem  numeras  i  in  ipsa 
non  reperitur,  is  numerus  i^tque  omnes  numeri 
formae  6±mk  sunt  Non^residua  quadratica^ 

Verum  non  opus  est,  calculus  ulterius  progre» 

m — I 
diatur ,  quam  ad  o:  s  -~-  ,  si  1»  est  impar ,  atque 

2 

ad  x^lm^  si  m  est  pan  Nam  si  01  ett  par,  po« 

na« 
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namus  m— *a:ssx,  unde  fn  =  2x,  atque  x=J«. 
Ergo  (*+p)»S(ot — x+pyBix — p;»,    si  mo- 
dulus  cst  SAT,    ubi  p  est  quilibet  nunierus ,   ut  si 
modulus  est  8 ,  erit  5*  H  3* ;  6*  H  2* ;  7*  H  i. 
Si  m  est  impar ,  ponamus  m  —  x  —  izzzx  ^  unde 

IWC2S15J+1,    atque  a:r=: .     Ergo    (^x+py 

B(«»  — X— i+^)*  S  (x+i — py,  simodulusest 
cx+i;  ut  si  modulus  estp,  erit  5*  H  4*;  6*  53'; 

7*Sa*;8*Si. 
Haec  illustrentur  hoc  scbemate: 
Sit*=i;2;3;  4*;  5;   6;  7;  8;  9;  10;  11;  12; 

£rgojc*=i;4;9;  i6;a5;3(};49;64;8i;ioo;iai;i44;i< 
£\t  mssz  3,  unde tf  =31» 
mssi  5     .  .  a  :=! ;  4. 
mzs  7     •  •    0  =i;4;  2. 
OT=xi     •  «    0=i;4;9;   5;   3. 
fw=i3      .  .  tf  =i;4;9;  3;i2;io. 
i»=i7     .  .   tf=i;4;9;i6;    8;    2;i5;i3. 
«2=19     .  .  47=1;  4;  9;  16;    6;  17;  11;  7;  5. 
i«=23     ..   ^=i;4;9;i6;    2;  13;    3;i«;i2;     8;     6. 
ffm^g     •  •   ^  =i;4;9;i6;25;   7ji2o;  6523;  13;     5;  28; 
Ex  hoc  schemate  cernuntur  omnia  Residua  qua- 
dratica  raodulorum  numerorum  primorum  3, 5, 7 ...  29. 
Veluti  secundum  modulum  29  sunt ; 
Residua  quadr.     i  ,     4  ,    9  5  16  ,  25  ,     7.  . . 
ubi  X  est    i  ,    2  ,    3  ,    4  ,    5  ,     6 . . . 
vel  28  ,  27  j  26  ,  25  ,  24  ,  23.,. 
,  veluti  l3»E24Hi6*;  ii*H5Hi8»;  19^=  io»Hi3. 
Majora  autem  Residut  quadratica  siint  formac : 
j  +  29i   ;    4  +  29/.'  ;   9  +  29*    . .  , 

Rur- 
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Rursiis  Non-residua  quadratica  moduli  ap  sunt 
a,  3 »8, 10,  II,  12, 14, 15,  17, 18, 19,  21,  a6,27, 
atque  a  +  ap*  ,34-  apA  .  • . 

Quare  si  29  est  modulus ,  est : 
g3i4g8»45j^i4gni4g4a'*si4'*Si5»*Ei7»*Si8'^Hi9"^H2i'*K26'^ 

§•  579*  Ce;r^//.  7. 

Cum  his  Residuis  quadraticis  conferri  po^unt 
quae  ex  Divisione  per  numeros  non  primos  oriun- 
tur,  veluti  si  fw  =  8,  Residua  sunt  0,1,4,  atque 
majora  sunt  formae  8*,  8^4- i  ,8*4-4  ,  quod  ita 
disignemus:  /i=8i'4-Co,  i  ,4);  ut  1,4,8,9,12, 
.  16,  17 ,20  .  •  • 

Sed  Non  -  residua  sunt  formae  8A'  +  (2 , 3 , 5 , 6 , 7) 
m  2,3,5,6,7, 10,  11,13'.  •  • 

§.  580.  Coroll.  8,. 

Quacri  etiara  possunt  Residua  quadratica  nega- 
tiva,  vel  a  in  Aequatione  x^zr^mj  —  a.  Quoniam 
autem  ;c*  =  wjr  —  a=im.(j — O  +  ^  —  ^,  nega- 

■ 

tiva  Residua    reperiuntur    subtrahendis  a   modulo 
Residuis  positivis.     Velut,   si   fw  =  7,    Residua 

■ 

•  quadratica  negativa  sunt  8*  +  (o ,  3 ,  5 , 6) ,  ut 
3  »5? 6» 7^  10 5  la,  13, 14  .  .  .  Reliqiri  num^eri 
6unt  Non  -  residua  quadratica  negativa. 

$.  581.  Animadv. 

In  duabus  tabulis  Residuorum  atque  Non- 
residuorum   quadraticorum ,     quas    composuimus » 

de 
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denotttae  sunc  Ridices  x.  Prior  tndicat  x  in  Aequa- 
ttone  4^=09+^9  ubi  Residua  sunt  posidva; 
posterior  indicat  x  in  Aequatione  x^  =  my  —  a, 
ubi  Residua  sunt  negativa*  Prima  linea  horizon- 
talis  denotat  modulum  ot  ,  ab  unitate  usque  ad  60. 
lo  postrema  linea  verticali ,  atque  prima  linea  obli- 
qua  reperiuntur  Residua  atque  Non  -  residua  a. 
Reliqui  numeri  sunt  Radices  x.  Ubi  est  locus  va* 
cuus  significatur  Non  •  residuum »  id  est,  nuUum 
posse  reperiri  numerum  integrum  jr»  ita  ut  my+a^ 
vel  my^^a  sit  numerus  quadratus.  Velut  si 
«iai7,  atque  ^=13  in  priore  tabula  reperitur 
ic=8;  id  est,,  8*=64  =  i7f +  13,  ubi  ^  =  3. 
Ergo  ^7=13  est  Residuum  quadraticum  positi- 
vum  moduli  17.  Sed  si  ^»=16,^=13,  inveni- 
mus  locum  vacuum^qui  indicat  ^=213  esse  Non* 
residuum  quadraticum,  sive  non  fieri  posse,  ut 
iGy  +  i^  sit  numerus  quadratus. 

§.  583.  CoroU.  p. 

x^'^  a 
Si         ■      est  intcger  vel   non   integer ,    criam 
m 

x^  —  Ckm  +  a)        .  .  .  .- 

■    ^  est  mteger  vel  non  integer.    Wem 

m 

,       ,    x^  +  a     ^  x^  +  (km+a) 

valet  de  ■  atque    ^^ •  Quare  suf- 

m  m 

ficit  in  tabulis  ea  denotare  Residua,  quae  minora 
sunt  quam  m^  quoniam  reliqua  simplici  additio- 
ne  repcriuntur.  Itaque  si  m  —  4jj  Residuum  po- 
sitivum  a  est  le.     £rgo  etiam  a  est  59  9 106, 

S-  583- 
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§•  583.  Corolkne. 

Si    ■       ■  est  mtcger ,  etiam  ^  C8t 

m  m 

integer.  Ergo  pro  x  etiam  poni  potest  km±Xm 
Quore  in  tabulis  soli  valores  minimi  radicis  x  sunt 
notatL  Reliqui  enim  valores  stmt  formae  km±x^ 
ubi  pro  k  quilibet  sumi  potest  numerus  integer* 
Veluti  n*Hi7  (mod.  a6),  ergo  x=  11, 15, 37, 
41  >63..0>atquei7Sii*H  15*337*^41*363*  •.. 

S.  584«  CarolL  lu 

Si  — —  est  mteger ,  •etiam  ^ cst  m- 

m  m 

teger.  Sit  :r  = ,  unde  iw— x=2  -  Ergo 

si  xmajor  estquam  \m^m^x  minor  est.  Ex  quo 

sequitur :  .  Valor   mimmus  posMvus   radicis  x  in 

Jtequatione  x^zsmy±a  non  est  mi^or  quam  £in. 

Si  autem  hunc  minimum  vaiorem  sumimus,  my±a 

non  cst  major  quam  ^m^y   vel  y  non  est  major 

a 
quam  1 1»  :f  ^.  Ergo  in  investigando  valore  radicis 

Xj  noD  necesse  est  ulterios  progredktnr  calcolus, 

quam  ad  y^zzlm^^-. 

^         m 

§•  S^S*  CorolU  la. 

S\st^±a  divisibilis  est  per  modulos  m^wf  ^m" ... 
qui  sttnt  numeri  primi  vd  Potestates  numerorum 
primorum  ,  etiam  divisibilis  est  per  Producta  ipso« 

nim 
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rum  mm'  m!'  •  •  •  •  Itaque ,  si  ^  est  Residuum 
quadraticum  numerorum  2,3,5,7,  etiam  est  Re* 
siduum  quadraticum  numeri  ftio.  Quoniam  autem 
omnis  numerus  est  Residuum  quadraticum  numeri 
a ,  numeri  p  et  np  eadem  habent  Residua  quadnh 
tica ,  ut  3  et  6 ,  5  et  10  caet.  Quod  tamen  non 
valet  de  numeris  p  et  p  •  ft* ,  id  est ,  de  Producto 
ex  aliquo  numero  primo  atque  aliqua  potestace 
numeri  ^. 

Rursus,  si  x^±^  divisibilis  est  pet  Productum 
ex  numeris  primis  eorumque  Potestatibus ,  etiam 
divisibilis  est  per  singulos  hos  numeros  primos, 
eorumque  Potestates.  Quare  si  non  divisibilis 
est  per  p ,  nuUo  Producto ,  in  quo  in  est  Factor  p , 
dvisibilis  est« 

Haec  inserviunt  investigationi  Residuorum ,  si 
moduli  non  sunt  numeri  primi. 

%  586.  CorolL  I3^ 

Si  a:=zm^  Acquatio  fit  :»*  =  (>±i)/w.  Ergo 
azz^m  semper  est  Residuum  quadraticum,  qualis* 
cunque  sit  modulus  m ,  atque  tum  minimus  valor 
Radicis  x  est  o,  ubi  j  — nt  i.  Universe  haec  ra- 
dix  est  formae  km^  ubi  k  est  quilibet  uumerus 
integer ,  vcl  etiam  o.  Sed  si  m  divisibilis  est  per 
aliquem  numerum  quadratum  i^* ,  atque  igitur  for- 

mae  ;2*/,x  est  etiara  formae  -^.    Nam  ^^  ±tf 


s=  ^±1=^  —  I  est  mteger.    Velut : 


Si 
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Si  a:nm  est  4,899,  i»,  16, 18, &o,  24,64  4.« 

orest         2,4,3,   ^»   4)^^9  10,19,   8.«» 

j±i  est  i,a,i,   3,    I,  a,   5,   6,   x  .•• 

jinimady*  Tabula  tertia  et  quarta  inserviunt  re- 

periundae  radici  minimae  j  Congruentiae  njU±t 

Cmod.  /i),   vel   Aeqiiationis   f^y  =5  /^jbt  ±  i ,  uM 

^9j9f^9^9    ^^^^  numeri  integri.    In  quibus  ob* 

servandum  est. 
1.    Sit   nj  :^  fiz  ±  i  ^    atque   fi  4^n  ,    cfgo 

fjj[±:(pf2  +  fi)z±iy  ubi  yizzpz+j^  atquejpest 

integer. 
Etenim  «y  =  n  (j>z  +  jr)  :=zpnz  +  fiz±it4 
Ergo  si  y  est  definitum   usque  ad  /b6=^9  pfO 

reliquis  modulis,  qui  majores  sunt  quam  n^  {acila 

definitur. 
Sit    V.   c.    7jr=2as  — I,    ubi  j  =  i,  tzz^i 
ergo  7/=  (t/H-O-^ —  1 9  ubi/s=ip«+j=4p+i , 

id  est7y=9z—i,  ubi /=sz+j=:5, 

7y=:i62— i,  nbi  y  =  2«+jf=S9,  seqq* 
IL  Sit  nj=fiz±i^  atque  n<,fi. 
Ergo    (/>^  +  «)3^=A^'±i,    ubi  js'=/>y+jr. 
Etenim  Cfjx + fi)  y  =pA6y + /:a  ±  I  • 
Ergo ,  si  jr  est  definitum  usque  ad  njrz  fi ,  iidem 

xedeunt  valores.    Quare  j  tantum  computatur  us* 

.que  ad  n:izfif  •      * 

Hisce.duabus  regulis  conjunctis  facillime  con* 

ponuntur  istiusmodi  tabulae,  dummodo  simul  no* 

tentur  valores  ipsius  z.    Verum  ne  tabulae  ipsae 

justo   l(M)giores   essent,    hi   valores  z  typii   non 

-ei^pressi  sunt« 

Kkkk  $.s«7. 
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$.  587«  Problema. 

Solvere  Congruentiam  «•H±^  (nKxL  1»),  v^/ 
r^ptrire  x  es  j  in  Aequationc  s*=s«ijr±^»  wW  1» 
15$  major  quam  60  tf/^cr^  numerui  primus. 

Sohitio. 

f  £x  tabula  Reskluoruin  quadraticorum  eligatnr 
SM)dulus  aliquis  ^ «  qui  iBuIto  plura  habeat  Nodi- 
residua,  quam  Residua  quadratica.  Sint  ejus  Re« 
sidua   quadratica   positiva  a\  {f\  at"  ...^  ergo 

,. ,  x^-^a'    x^^a^   x^^af'»- 

xKtgn  MRIt    ' '»  ,        I  "  ■■"  « •  •  • 

fi.  ii'  fi^ 

Sit-  sr-ii — =:ij  +  /H ,  ubi  1  tt  1' 

itoit  integii ,  atque  fi  et  ^  minorcs  quam  (g, ,  ergo 
=2jy  +  ^'  +  --i — ^^ '* 

Ut  repenatur  y  ^  jta  ut    '  sit  mteger, 

qcaeriuir  in  tabula  qaarta  radix  j  Congruaitiac 
nys^i  (mod.  /x),  qwac  sft  =r;  crgo  nulix  Con- 
gruentiae  fiy  H(*-hO  (TO>d.  /»)  est  f  «(i+^'^ 
(S-  5S4-)*  E^S^  P^o  Rcsiduis  tf  ^ef^ ^d^  ... 
rcperitur  t .  (^-+-^'0 ,  ^ .  (*+^'0 »  *  •  C*+^'^)  •  •  • 
tjitarc,  wtmy-^-a  sit  qiiadrat«s  nuraerus,  reqofritur 
xsxy^t  congruens  alioii  ex  Ws  valoribns/.CMsO» 
f  .(*4-0.  ^.(*4-/j''')  cact.  fevcsttgttur  igitnr, 
qrisnara  ex  his  valoribus  reddat  mj-^M  qmlnh 
tum,   in   qua  tamen  investigatione  noii  op»  mc 

lon- 
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loDgius  progredi  qvmm  ad  j ,  non^  majorem  quaoi 
r+^  (J*  5^4*y*    Si  ucfmur  Residiri^  qtiaAw^ 

cis  negativis  ,  signum  residuomm  ^ , V  yV*^  a'" .  •  • 
mutandum  est.  Exemplum  quod  sequitur^  bsae 
solutionem  illustiabit* 

Proposita  sH  jlequath  it^  =  97^+21.  Suma* 
tur  modulus  fcrsa^.  Prima  cabula  indicat  Rfsi- 
dua  quadratica  moduli  ^  esse  i  »4^9«  is,  16,  241 

Verum  —  =  — — —  =  4j+  i  +  s~— ,    ergo 
24  M  ^ 

ysra4ik+2.  Ergo  Residitt  1,4,9912916,94 
daiK]p=24i  +  C9,3,6,ii  ,14,  i8...)*  Quoniam 
autem  non  necesse  est  calculus  ulttrkis  progredia« 

07      22* 
tur,  qiMWi  ad  jr;=^  ^S?*  ^^  ad  3^=24»  jrcst 

2»3  9  0f  ii^i^^i^S  cx  quibus  imtneris  j^=iii 
Aequationi  satisfacit»  Est  enim  :r^r=:  97^  +  22 
=  97. 11+22  =  33*,  id  estx  =  33. 

Pauciores  sunt  numeri  investigandi ,  si  tligftur 
modulus  48 ,  cujus  Residua  sunt  1,4,9,16, 
St5f33536»ex  qnibus  fit  Jf  =  4?*  +  C3»  "  »  H  » 
a^>a7,3o,35»40*  Ergo  3^  =  3,11,14,  ubi 
jsii  Aequation!  satisfacit. 

At  vero ,  si  hi  valores  ipsius  7  ita  multi  stmt , 
ttt  edeiiitM,  qtio  invesffgitar ,  ^aisnam  vrior 
Aequitiom  couveniat,  longjor  foret,  dig^itur  aUgs- 
mimeru»,  sed  primus  ad  ^«9  atque  ead<m  ratiQ- 
ne,  qua  antea^  reperiantur  valores  y^  non  ex  Re- 
iHdiWt  sed  ex  Non-residuis  qyadratlcis*    Qui  ita 

re« 
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reperiuBtur  9  non  sunt  admissibiles ,  itaque  ^  nu- 
meris  repertis  tollendi  sunt.  Eodem  modo  tertius» 
quartus,  etc.  modulus,  qui  primus  est  ad  modu* 
los  jam  usurpatos  eligi  potest,  donec  tandem 
pauc!  restent  numeri. 

Id  illustrabitur  sequenti  Problemate. 

Proposlta  sit  jlequatio  :c*  =  6415—^9. 

Sumatur  modulus  48 ,  cujus  Residua  quadratici 

— —  )   secundum   Tabulam  secundam 

sunt  ia,is,ft3,3a,39,44,47»48. 

_  *»      641^ — aa9  .  17J4-37 

Ergo  -— -   =  137—4+  ■         3 1  ergo 

flp*  +  la  ,  x*4-  15  ,  X*  +  »3   •  •  •    suppecUtant 

ny  —  aS  >  I7J  —  aa  ,  ijy  —  .14  ,  17J—  5» 
177  —  46  ,  i7J  — 41  >  X7J^— 38»i7J— 37.  Sal 
secundum  quartam  tabulam,  si  17JH1  (mod.  48), 
y  est  i7#  Ergo  si  ijy^S.a^  y  est  17/?.  Ergo  va- 
lores  admissibiles  ipsius  y  sunt  congruentes  secun* 
dum  modulum  48  his  Productis,    17.  25;  17.  as; 

J7 .  14  ;  17 . 5 ;  17  •  46 ;  17  •  4M  17  •  38 ;  17  •  37 ; 

id  est  j  =  48*  +  (37  j  46 ,  38 ,  41 » 5  >  ftft  9  a5 ,  14). 

Ergo  omissis  valoribus,    qui  majores  sunt  quam 

641       aa9 

—  —  r —  vel  majores  quam  160,   relinquuntur 

a6  valores ,  qui  sunt  jf=5 ,  14 ,  aa ,  a5, 37 ,  38 , 41 , 
♦6, 53,62,70,73,85, 85,  89, 94, 101,110, 118, 
jai ,  133  ,  134 ,  137 ,  142  ,  149  j  158. 
lidem ,  ut  per  se  patet ,  prodeunt  valores ,  si  secun- 

dum 


D  I  V  I  S  O  R  I  B  U  S.  625 

dum  modulum  48 ,  sumuntur  ex  Tabula  prima  Resi- 

d..,«.d«ia  p«au«  (i:^f),  ,^s».t  .,4, 

9  f   itf  f  «5  f   33   »  36  •  48.      Ergo  —— 

=3^37  —  4+  Residua  suppeditant 

48 

17J*— 38  f  173^—41  f  17^—46  f  177—5»  W— 14  f 
ijj — aa^i^j — «5»  i7y— 37«  Q^ae  sunt  eadem, 
atque  superiora  illa« 

r  Possimus  nunc  inquirere ,  quisnam  ex  istis  %6 
valoribus  Aequationi  propositae  satis&ciat,  sed 
longior  foret  hic  calculus»  Quare  perNon-resi* 
dua  diminuatur  baec  valorum  copia. 

Sumatur  modulus  5,  cujus  Non-residua  positi* 
va  sunt  2  et  3 ,  secundum  Tabulam  primam.  Quare 

— - — s=  laSjr— 45+-^ — - — ,  crgo  y= 5^-4.4+^. 

Ergo  posito  ij=sa  et  3,  y  est  =5*+(i ,  a)»  vel 

^=21, 2,6, 7,11, 12  •••  et  universe  omnes  nu- 

meri ,  quonim  postrema  nota  est  1,296979  sunt 

Non-residua.    Ergo  si  hi  excluduntur  restant  i5 

valores,  qui  sunt  jr  =  s,  14,259  38,  55f  7o,  73f 

85  5  89, 94 f iio 9 118 9 133» 134 f 149 »158- 
Si  sumitur  modulus  7 ,  cujus  Non  •  residua  positiva 

4J— («+5) 


sunt3,5,6,erit— —  =9ijr— 32+ 

7  7 

sed  si  4jrBi  (mod.  7),  j  est  2.  Ergo  jr^s^.S, 
2. 10, 2 .11,  vel  jr=7^  +  (Xf  2,6).  Quare  ex 
16  .  valoribus  repertb  toUendi  sont ,  quorum  Re« 
sidua  ex  Divisione  per  7  ^unt  1,2969  qui  sunt 

«5, 
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i^5»i2S9i34iU9«     £rgo  restam   i»,  q«i  mr 

5>H»ft593^»53f70f73»89»94>"o,  133,158. 

Si  sumitur  modolus  11 5  cujus  nofi  Resfdn  po* 


6itiva  sunt  i ,  6  ^  7 , 8 ,  10,  erk  ■  =5587—90 

31 — C<»+9)     «  .    ^ 

^Si — ii — c^.    Est  autem  m  CoDgciieotia  ttgi 

11  ^ 

(mod.  ii)y  JGS4»  uDde  jrs3ii«4;i5.4ii6«4> 
27.4;i9.4,  Td  y  =:  ii*4.fo,t ,5,9^lo> 
Quare  ex  12  valoribus  Vepertis  f oUendi  saac »  qiia» 
nim  Residut  cx  Divisiooe  per  12  suBt  o^^^Sf 
0,10«     Hi  sunt  SfS^fSSf  i^Of  ^^  ut   »MI 

14  »  25  5  70  ,  73  f  89  »94  f  133  » 158^  «  qttil» 
7  =  94  Aequationi  satisfacit,  noic  xssit^s* 

Animadv.    Si   utimur  modulo   60,   erit 

=  6o3r  —  3+  ^ —.  Sed4iyBi (HU>d.6a) 

00 

dat  secundum  Tabulam  quartam  ^=41.  Quarecus 
Residua  moduli  60  sint: 

1,4^9,  16,21,24,25,36,40,45,49,60,  erit 
j?  =  6o*-H (5 » »0  f  13  5 14 » 25  f  29 ,  34 ,  38, 49,50, 

53  »58)*  S^  ^^  ^^^  ^x  ^i^  valoribus  toUoo- 
tur ,  quorum  Residua  ex  Divisione  per  7  smir 
1,2,6,  erit 

j=  5, 10, 14, 25, 29, 3^,49,53,70,73,74,89, 
94,98,109,110,  130,133,145  ,  154  ,  158. 
Si  ex  his  tolluntnr  quoruxh  Residaai  cx  ISt^ 
sione  per  ri  sunt  0,2,5,9,10  ieiiiiquicur# 

j=  i4>25,29,7o,73,74,89,94fX35f  IS«* 

$.  588. 
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$.  588.  C^M. 

.  De  biice  Residttis  Qnadraticis »  hsec  sut  oo- 
nnda: 

u  Si  a  0t  a'  simvi  sunc  Residut  gnadrarica  vel 
I9oB«iesidai  qoadmica  ejusdem  moduli  m^  Pro^ 
doctua  saf  €st  Hesiduuni  quadraticttm  ejusdem 
moduli  PK 

Nam  zi  a  tt  a'  simal  sunt  Residua  quadratica 

moduli  m ,  erit  a^ B  x 9  atque  ^''•^a  i  CS*  5770» 

ergo  («/^"^s  X  f  ergo  j^  est  Residuum  Quadrati- 
cum  moduli  m. 
Si  a  u  a'  simul  suut  Non-xesidua  quadratica 

moduU  m^  crit  a  »  H—  i ,  atque  ir^  *  -^  S—  i 

(!•  577O  f  ^go  (iii')'^^  I ,   <f»o  i»<j'  est  Re- 
siduum   Quadraticum  moduli  m^ 

Velut  4  et  5  sunt  Residua  quadratica  moduli  29  , 
eifo  etiam  m  m  Reeidoum  qoadraticum  fatqns 
Mdnlf;  tedfttt  s  sunt  Nda  •  msfdua ,  ergo  6  est 
cdtan  IMUaom  qoadiiticuffl  moduU  19« 

m.  FadkcxUs  per^tcitur  si  a^^fj^^jof^... 
qwdBacica  ooduU  m^  edam  qisonnn 
ResidtMrai  ginwiiaifcum  luqiis  »>• 
duli.  Si  autem  vel  omda  vel  nonnulla  sunt  Non* 
mldDa  qnadmlca ,  Prodnctum  est  R.esiduum  quadra- 
tkrumt  sl  nnmenis  Non-reslduorum  par  est,  sed 
Non  •reslduum  quadratlcum^  si  numerus  est  impan 

j.  fix  hoc  ettam  seqtfltur: 

azm 
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tf^*  est  Residuum  Quadraticuta  cujuslibee  modoli. 
^aMf  1  est  Residuum  Quadraticum  si  a  est  ResU 
duum  quadraticum,  sed  Non  •  residumn  quadrati* 
cum,  si  a  est  Non-residuum, 

Quare  in  tabulis  numeri  1 9  4 » 9 » i6  ,  25 ,  36  ,  49. 
sunt  omnes  Residua  quadratica  cujuslibet  inoduIi# 

4.  Si  modulus  m  est  numerus  primus  formae 

,f» — I 

4^1  vel-— —  =a/»ut  S9i3>i7»ft9>37»4Xt53» 

n 

atque  a  estResiduum  quadradcum  ejus,  etiam  ^a 
est  Residuum  quadraticum. 

Nam  quoniam  x^Ua  (mod.  fni)^  erit  ^  ^  Bt,. 

vel  «2«ai  $.  573*  Sed  a«*aC— ^>**»  ergo 
etiam— ii  est  Residuum  quadradcum  ($.  575). 
At  vero  si  a  est  Non  -  residuum  quadradcum  9  etian 
— isr  tale  est.  Tum  enim  est  tfa*a(— ^)**3  — ■• 
'Sed   si    modulus  m    est  formae  4A  +  3,    vtl 

fTI — I 

=  a«+i,  ut  7»"5i9>a3»3i5  43»47»59-** 

atque  ^  est  Residuum  quadraticum  ejus,  — -^  est 
Non*residuum  quadradcum.  Tum  enim  «^+iaif 
ergo  ( — tf>»+ia  — I,  ergo  —  ^  est  Non-resi* 
duum  quadraticum  ($.  5770«  Contra,  si  a  est 
Non  -  residuum  quadradcum ,  —  a  est  Residuum  qua* 
draticum ,  quoniam  a^^i  a  —  i ,  ergo  ( — a)a»f « 3  u 

5.  Sit  ^  =  I ,  ergo  ^~  3 1  qualiscunque  sit  m ; 
quare  1  est  semper  Residuum  quadradcum,  at* 
qiie  x^ «—  I  per  omnem  modulum  est  divisibilis. 
Sit  tf  g  —  I , ergo  (—  i)  »a  i »  sed(—  i)««f  13  —  i. 

Er. 
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Ergo  —  I  est  Residuum  quadraticum ,  si  modulus 
est  formae  4^+1 9  sed  Non  -  residuum ,  si  modu* 
lus  est  formae  4^+3 ,  id  est  quilibet  numcrus  pri* 
mis  formac  4fH-i  cst  Divisor  numcri  jp*+i  ,  non 
vcro^  si  cst  formac  4^+3.  Itaque  — i  est  Resi^ 
duum  quadraticum  modulorum  5, 13 ,  17,  ap,  37, 
4^  *5J»^i »  73*89  ,97  •••  Sed  Non  -  residuum 
quadraticum  modulorum  7 » 1 1 9 19 » 23  9  31 9 43 9 47^ 

59*67,71, 79*83  •  •  • 
Haec   sufficiant  in  hisce   elementis  de  numero- 

rum  Divisoribus ,   qui    locus   summorum   Mathe- 

maticorum,     inprimis    Euleri,    Lagrangii, 

Legendrii   et   Gaussii   cura    et    diligemia, 

maximam  acquisifit  ubertatem^ 
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